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1. Cournot, du mouvement d’un corps sur un plan fixe. 1 


1. 


Du mouvement d’ım corps sur un plan fixe, quand on 
a egard A la resistance du frottement. 
(Par Mr. 4. A. Cournot, Dr. &s sciences a Paris.) 


(Suite du memoire No. 17. tom V. cah. 3.) 


14. ke les caleuls, dans le cas general, seraient extr&mement com- 
pliques, et que la consdquence singuliere a lJaquelle nous voulons arriver, 
peut egalement s’etablir sur un cas tres simple, supposons, pour fixer les 
idees, aue le corps soit un parallel&pipede rectangle, reposant sur le plan 
par une de ses faces, soumis a une impulsion qui passe par son centre de 
gravite, en sorte que les axes des x’, y’, 2° soient respectivement paralleles 
a ceux des x, y, x, et que la force d’impulsion se trouve comprise dans le 
plan des xx. La face par laquelle le parallelöpipede repose sur le plan, et 
les arötes qui la terminent parallöiement aux y, etant supposdes egalemen; 
polies dans toute leur &tendue, designons par e le co@fhieient du frottement 
en chaque Cl@ment superficiel de la base, et par «‘ le coöfficient du frot- 
tement en chaque lindaire des arötes. Designons de plus par 2/, 
2g, 2h les longueurs des arctes parallcles aux axes des y, 2; 
etant des nombres positifs de leur nature. $i Ion avait ZI>0, le paral- 
Iclöpipede se detacherait entierement du plan, mais en commencant par 
exclure ce cas, il faut de toute mÖcessit@ 1° ou que le frottement de la 
base empeche le corps de prendre aucun mouvement; 2° ou que le frot- 
tement de la base etant surmonte, le corps glisse sur cette base dans la 
direction de Taxe des x; 3° ou que le parallelepipede se souleve sur une 
des artes paralleles aux y, mais que la resistance du frottement empöche 
cette arcte de prendre aucun mouvement; 4° ou bien enfin que le corps 
se soulöve sur une des arctes, et que cette arcte glisse parallelement ü 
elle-möme, en surmontant la resistance du frottement. 
Si le corps reste immohile sur sa base, on aura: 

ou bien, comme P et F, sont indenendants de y: 

46. 

Crelie's Journal d. M. Bd. VII Heft. 1. i 


u 
r 
B 
| 


> 1. Cournot, du mouvement d’un corps sur un plan fixe. 


Il faut que la fonction P_puisse &tre censde positive en chaque element 


du contact, et pour cela qu’on ait 


JSPrdx JPxdx 
47. /SPdx>0, > — S/Pdx 


la premiere condition est satisfaite a cause de Z<<0, les deux autres don- 
nent, apres les convenables: 
48. X—/ZD>0, HÄ+SZ<O. 

Il faut en outre que . puisse concevyoir la pression repartie de telle sorte, 
que pour chaque element du contact, soit numeriquement inferieur 
eP. Cette derniere condition ne peut Ötre etablie analytiquement, quau- 
tant qu’on suppose que la fonction 77, conserve le m@me signe dans toute 
l’etendue de lintegration, ce qui est d’ailleurs conforme ü la nature de 
la question. Si done lon pose P@=ePFF,, selon que F, est positif ou 
negatif, la fonction ® sera dans le m@me cas que P, c’est-A-dire qu'elle 
devra positive dans toute de lintegration, ce qui exige qu'on ait 


mais comme, d’apres les equations (46.), [F,xdx est entierement inde- 
termine, [Oxdx—=e/Pxedx F/F,xdx le sera pareillement, et Ton se 
trouvera dispense d’avoir @gard A ces deux dernieres inegalitds; il suffira 
que Von ait [Pdx—=e/fPdaxF/F,dx>0, selon que [F,dx est positif 
ou negatif. Mais il est clair que, sans nuire a la genfralit@ de la question, 
on peut supposer A >> 0, et par consequent [F, dx negatif; alors lindga- 


lit@ preeddente se reduira 


X+:Z<0: 
dans la möme supposition, la premiere inegalite (48.) sera satisfaite d’elle 
möme, et il deviendra inutile d’y avoir @gard. 

15. Si le parallelepipede glissait en s’appuyant sur sa base, la pre- 
miere @quation (46.) serait remplacee par 

X +2g/F,dz, 
et il faudrait poser en outre 
F,=FeP, selon que « 

c’est-A-dire selon que le corps glisserait dans le sens des x positives ou 
negatives; mais comme nous admettons que A est positif, il est elair, d’apres 


l’“quation pröeddente, qu’on ne peut avoir en m&me temps positif, et 


negatif. Posant done simplement —eP, la troisieme ingalite (47.) 


/pdx>0, 
Spxdx 
Sydx 
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donnera 

J-ch>0; 
les deux autres seront satisfaites d’elles m@mes. Quant a la condition &’>0» 
elle deviendra 

16. Si le parallclepipede se souleve, en sappuyant sur laröte 
parallele aux y, qui a pour abseisse f, et que de plus le frottement de 
cette ar&te Tempöäche de glisser, ce sera le cas d’appliquer les formules 
du No. 11., en reduisant Ua Z, et aA. En consdquence on aura, 
pour les conditions relatives ü cette hypothese: 

49. AT—-SZD>0, + 
et comme il faut de plus, en raison de ce que le parallelepipede est en 
contact avec le plan par sa base, que Y’ soit positif, cette nouvelle condi- 


tion donnera 
On T=K'fh, en sorte que ces trois 
quantitds sont positives: il en resulte que la premiere (49.) est 
satisfaite d’elle-m&me, et «que la seconde doit prendre la forme 
SA—ZT<e(XT—S,Z); 
quant ä la dernicre, elle se r&duit apres les substitutions convenables ä 


Dans le cas ou l’aaröte surmonterait le frottement, et glisserait parallcle- 


ment ä elle möme, dans le sens des x positives, les conditions seraient, 
toujours d’apres le No. 11.: 

T>0, 
et de plus il r&sulterait de la nouvelle condition y’> 0: 


Z 


ou en reduisant, et observant que Z est negatif, 

S-eh<0,. 
Si au contraire ou voulait admettre que larete glissät parallclement aux 
x negatives, cette m&me inegalit@E donnerait 


Z 


ou f+ eh<O, condition impossible ü remplir, puisque f, A, #° sont po- 
sitifs, ce qui montre que cette hypothese n’est pas admissible. 
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On pourrait encore supposer que le parallel&pipede se souleve, en 
s’appuyant sur larcte qui a pour abseisse — f; mais en discutant les trois 
cas dans lesquels cette hypothese se subdivise, on reconnait quelle est 
inadmissible. En eflet, si larete restait fixe, la condition y'>0 domnerait 

XT—S,Z 


en observant que Z” est egal et de signe contraire a 7’; cette indgalite, 
convenablement reduite, devient AX—fZ<-0, et ne peut subsister, puis- 


que Z est negatif. 

Dans le cas ou laröte dont il s’agit, glisserait parallölement aux 
positives, cette m&me condition deviendrait et serait 
encore impossible a remplir. Enfin si larete glissait dans le sens des x 
negatives, on aurait (No. 11.): 

S+.!7T’>0, SXÄ— 
et de plus, en raison de y'>0: 
ou 
La seconde de ces inegalites peut se mettre sous la forme 


(Ste! ZT +ES)<0, 


et elle ne saurait subsister coneurremment avec la premiere, a moins qu’on 


T’ 
—, Dun autre cöte la 3° donne d’ou 


nait Z’+E8,<0, ou 
‚my 
el, et en remettant pour 7”, S5,, leurs valeurs, f<O, ce qui est 


contre la definition. 
17. En deartant done tous les systömes impossibles, et dans ceux 


qui sont possibles, les indgalites qui se trouvent verifides d’elles mömes, 
on aura döfinitivement les quatre systömes suivants d’indgalitds: 
X+e2<0, 
f—:h >0; 
AXNLSZDO; 
$—e T>0, 
SX— (XT—SZ)>0, 


(F) 
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il ne reste plus qua voir si lon peut, par une analyse semblable a celle 
du No. 12., etablir qu’un de ces syst@mes est toujours verilie, et quilny 
en a qu’un seul, quelles que soient les valeurs des coöfficients &, €. 

Il est @vident que les systemes (U) et (D), (C) et (E), (E) et () 
sont respectivement incompatibles, ou ne peuvent pas ötre satisfaits simul- 
tancment, puisque dans chacune de ces combinaisons entreraient deux in- 
egalites contradietoires. Les systcmes (U) et sont encore incompati- 


bles; car (/’) dunnerait 
Z(T—e'S,) 
7 etant > 0, en vertu de (f), et lon tirerait de 


X<— 9 dou | 


developpant et r@eduisant, avec le soin d’observer que Z est negatif, on 
arriverait a f—eh>O, ce qui est loppose de (f”). 

Il ne reste plus, pour @puiser les six combinaisons possibles, qua 
considerer celles de (P) avec (E), etde (D) avec (Z'). Or, si Von suppose 
pour un moment e=e', ces combinaisons seront exclues comme les pre- 
eödentes; car, l’egard de la seconde, (d‘) et (f’‘) seront direetement 
opposces; et quant a la premiere, on tirerait de (e) 


f 
et de (d’): e< 


d’ou, en comparant, et r&duisant: AÄA+HFZ<O, ce qui est loppose de (e‘). 
Mais si lon ne suppose plus e=e‘, les syst@mes (D) et (E), ceux 
(D) et (F') pourront &tre verifies simultanement. Si par exemple, on fai- 
st /=1l, 7T=},, et quon 
prit ensuite ! =}, X=1, Z=—1, les deux sysiemes (D) et 
(E) seraient satisfaits; et il en serait de m&me par les systemes (D) et (F), 
si Von prenait X =?, les valeurs des autres lettres restant les mömes. 


Cette consequence est tout-a-fait contraire ü celles auxquelles nous 
sommes parvenues dans la premiere partie de ce m@moire, quand nous ne 
considerions le frottement qu’en un seule point; mais pour completer cette 
opposition dans les r£sultats, il reste a montrer quäü moins de supposer 
e —=e', il est possible qu’aucun des syst@mes (C) . ne soit satis- 
fait. Or c’est ce qui aurait lieu, si en prenant dans ehacun des quatre 
systemes une des inegalites qui le composent, le nouveau systöme form«+ 
de ces quatre inegalites prises avec les signes renversds, pourait &tre ve- 
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tilie, En procedant de la m@me maniere que nous l’avons fait au No. 12., 
les systemes ou combinaisons quil faudrait former et discuter, seraient au 
nombre de 24. Il est aise de s’assurer que 21 de ces combinaisons sont 
impossibles , quelles que soient les valeurs de &, &’; mais il n’en est pas 
de meme ä l’egard des trois combinaisons 
le’, d, » fi; le‘, d', e, 

qui ne sont impossibles qwautant qu’on suppose e=e. Si par exemple 
on Sat € =4, Z=—1, la premiere de 
ces combimaisons donnera 

—1+35>0, 5—3<0, 13.3 +9—4(5—37)>0, 1—4>0; 
chacıne de ces inegalites est verifice, et par suite aucun des systemes 
(©) 2... (F) ne saurait lötre. D’ou il faut conclure que dans labstrac- 
tion mathematique, Thypothese de la proportionnalit@ du frottement ä la 
pression ne peut Sappliquer en general a um corps tel quun parallel&pipede, 
reposant sur une face parlaitement plane et termince par des arttes vives, 
a moins de supposer que le co@ffieient du frottement soit le m&me pour 
element superliciel d’aire plane et pour l’element lineaire d’arcte vive. 
Cette maniere de prouver, independamment de toutes consid@rations phy- 
siques, et par le seul developpement des conditions d’inegalite, que cer- 
taines hypotheses sur la valeur du frottement sont inadmissibles, nous semble 
deyoir @tre mise en consideration. 

18. Afın de montrer que cette dilfieult@ tient uniquement ce 
quon ne peut pas supposer que le !rottement sur une face plane, soit 
comparable au frottement sur une pointe ou sur une arete vive, imaginons 
que le parallelepipede repose sur quatre pointes, symetriquement placdes 
par rapport ü son centre de gravit@; que € soit le co@flicient du frottement 
pour les deux pointes dont labscisse est Z, et € le meme co@fficient pour 
les deux pointes dont labseisse est —£. Hl est clair que dans ce cas on 
doit pouvoir se donner arbitrairement les valeurs des coöflieients e, €; et 
les systemes d’inegalites doivent tels qu’un seul de ces syste- 
mes «demeure toujours verifid: e’est aussi ce que confirme lranatyse suivante. 

Si le corps reste immobile sur les quatre points d’appui, on aura 

0=Z+2P+?2P, 
er — 
hX—ZE 
4E 


P=— 


m 


| 
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il faut quion ait PO, P’D0; la seconde condition est satisfaite d’elle- 
möme, d’apres les suppositions qu’on a faites dans les N” preeddents. 

et devant Ötre, par la nature de la «uestion, supposds de 
meme signe, et negatils, a cause que X est positil, il faut de plus que la 
fonction puisse etre censde constamment positive, et pour 


cela quon ait 


mais comme 7, — et par consequent est ind“termind, il sulßit 
de considerer la premiere condition, qui donne: 

2EX — +e)EZ. 

19. Si le corps glisse sur ses quatre points d’appui, la 1” dqua= 
tion (50.) est remplacde par 
Ma«=X-+2F,+?2F, 


et Ion a 


selon que 


D’apres les valeurs qui en resultent pour P, P' et @', on est con- 
duit pour le cas de # >00, aux conditions suivantes: 

NE — (ee) 22— h 22 —(e—eEe)h 
Le numerateur de la premiere indgalit® &tant necessairement positif, on 


peut la remplacer par 


(e—e)h>0, 
et supprimer les denominateurs des deux autres inegalitds; mais alors il est 
visible que Vinegalit& (51.) est superflue ä er car, si &—eh est po- 
Pour le cas de #’<0, on a: 

Or, si le denominateur commun aux premiers membres de ces trois indga- 
lites est positif, le numerateur de la 3° sera aussi positif, a cause de Ä>0, 
Z<0, en sorte que cette indgalit@ ne pourra @tre verifide; si au contraire 
ce meme denominateur est negatif, ce sera la seconde inegalite qui ne 
pourra l’etre; en sorte que de toutes manicres, I’hypothese a laquelle ce 
systeme d’inegalit@s appartient, ne saurait subsister, 


F,= 7: 
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20. On demontrerait, comme dans le No. 16., que le corps ne 
peut se soulever, en s’appuyant sur les deux points qui ont pour abscisse 
— £, et silse soulevait en s’appuyant sur les deux points dont labsceisse 
est &, on retomberait sur les formules du No. cite, en y changeant seule- 
ment f en &, et e en ge; de sorte quil y a en tout quatre bypotheses ad- 
missibles sur le mouvement du corps, auxquelles se rapportent les quatre 
systemes suivants diindgalites : 

+E)EZ<O; 
(h) E—-eh>0, 
(e) SA— 
AX+ZE>O; 
f) S—eT>0, 
SX— ZT— e(XT—$, 
E-eh<o, 
En suivant la marche indiquce au No.17., il est facile de prouver que 
deux queleonques de ces quatre systemes ne peuvent pas subsister simul- 
tandment; reste a faire veir que Yun d’entre eux est ndcessairement satis- 
fait. Les combinaisons qu'il faudrait former pour remplir ce but, en sui- 
vant la methode indiquece au No. 12., seraient au nombre de 24. Mais il 
vaut mieux d’abord faire abstraetion du systeme (Z'), et former les huit com- 


(N) 


Dinaisons 
[g, h',e/]; e]; A,e], 


pour Cearter celies qui sont impossibles, et combiner ensuite chacune d’elles 
avec chacune des trois inegalitös renversces. 
Hl est @evident en premier lieu que les combinaisons de la premicre 
ligne sont impossibles , a cause que les inegalites (2) et (e’), et 


sont «direetement opposces, 
combinaison 7, e‘] doit etre exclue; car de 


on tive, en eliminant et reduisant, Z—ch>0, ce qui est preeisement 
Vincgalit® (A). 
Au lieu de 24 combinaisons, on n’en a donc plus que 9 a discuter, 
sur lesquelles 5 sont immediatement exclues a cause que les inegalites (7) 


% 
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et (f’'), (e) et (f/) sont directement opposces, de sorte quil reste seule- 
ment les quatre combinaisons: 

Or les indgalitds (e) et (f) prises en signes contraires, savoir: 

ne peuvent subsister simultandment, car en @liminant entre elles S— 7, 
on est conduit A Z—eS,>0; et @liminant de nouveau & entre cette in- 
et celle S—e7'<O, on obtient 89, — 0, ce qui est absurde, 
dapres l’equation (45.). Ainsi sur les quatre combinaisons qu’on vient 
d’@erire, les trois premieres sont deja demontrees impossibles. La qua- 
triöme et derniere equivaut ü 

hX+ZE>O, HE+HEZ<E, 

SX— ZT— e(XT—$,Z)>0, 
Or la seconde de ces indgalites peut Ötre mise sous la forme 
EN <0; 

elle ne peut done subsister, concurremment avec la 1” et la 4‘, a moins 
quon X+E2Z<0. En &liminant entre cette dernicre inegalite et 
eelle E-Eeh>0, ce qui est permis, a cause de Z<{0, on retombe sur 
AX+ZE<O; au moyen de quoi la combinaison [g, 4‘, e,f‘'| est d@mon- 
tree impossible, et la proposition Enoncce au No. 18, est completement £tablie. 


21. Afın de discuter au moins dans une hypothese, les Equations 
qui se rapportent au mouvement continu du corps, supposons, comme au 
No. 5., que le corps est en contact avec le plan fise par un seul point; 
que le plan de x’z’ est perpendiculaire au plan xy, et comprend le point 
de contact ainsi que Ja r@sultante des forces; que de plus cette rdsultante 
passe par le centre de gravite; enfin que Tintersection de la surface du 
corps par le plan x’z‘ est une courbe queleonque, assujetie seulement & 
In condition d’ötre constamment eonvexe et de n’ollrir aucun point singu- 
Les @quations du mouyement seront: 


=Atf, 


dg __ dy 


en fulsant 
al—c$ — ((sind 
(cosd — Esind. 
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Si de plus Te frottement est suffisant pour d@truire constamment la vitesse 


du point de contact, on a 


On tire de la: 


. 
En integrant, et remettant pour 9 sa valeur pour leurs 
valeurs vient: 
B+M@ = UZy+Xo)+h 


h designe la constante arbitraire; d’ailleurs nous supposons que Z et X 
sont deux constantes, comme cela aurait lieu, si la pesanteur dtait la force 
qui sollieite le corps. 

Lorsque V’equation de la courbe, suivant laquelle le plan x’z’ coupe 
la surface du corps, sera donnce, #, %,, Y deviendront des fonctions de 
d, faciles a obtenir sous forme finie. Du plus, x, etant la perpendiculaire 
abaissce du centre de gravit© sur la direction de la force f, est dgale ä 
+Y, et ne peut jamais s’Cvanouir. La figure 1. (Taf. I.) fait voir d’ailleurs 
que, pour 9 positil, on a negatif et & positif; done lcosd— Esin) 
est negatif; done = — Y, attendu que reste ndcessairement positif. 

On a 

«= /ydd; 
ainsi la quantit® & est une fonction transcendante de 9, laquelle depend 
de la rectilication de la courbe. En conservant la lettre & comme signe 
de cette fonction, l’@quation des forces vives devient 


Si la composante X est nulle, et que le oorps n’ait point regu d’impulsion 


initiale, on aura 


= 


Z doit ötre supposde ndgative; par consequent il est clair que le corps 
se mouvera dans le sens suivant lequel y deeroit, jusqu’ä ce quiil ait re- 
trouv& une valeur de y= Y,, apres quoi il reviendra sur lui m@me exc- 


cutant ainsi une serie d’oscillations @gales. L’amplitude des variations de 


de ) 
—— 
dt ı 
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langle 9 sera la möme que sil n’y ayait pas eu de frottement, leur durde 
seule sera alteree, 


Lorsque la courbe est symetrique par rapport ü laxe duquel on 
compte les angles 9, et l’ecart initial 9, tr&s petit, y est une fonction paire 
de ®, de la forme 

+ etc. 


p s’Cvanouira avec $, et sera par consÄquent du ordre que 0, ensorte 
.. d 0? [4 
que, dans le coöfficient de —,;, om pourra negliger le terme My. Par 


la möme raison se reduira sensiblement a une constante et ainsi 
l’&quation des forces vives deviendra: 

2 2 

(B+ Mu?) = 2Zu, 
Les osciilations seront isochrones avec celles du pendule simple qui aurait 
pour longueur 


sı Z designe le co@ftieient de la gravitc. 


Sans le frottement, il est, als de voir que V’orquation des forces vi- 
ves serait 
d 0? 
dt? 
en sorte que le frottement Jait varier la durce des oscillations dans le 
rapport de 


D 


2 ı2 
= 2 Zu, 


vB+Mu) 


Or, dans !’hypothese que nous traitons, les variations de Yangle 9, et la 


. . eu d’y \ 
vitesse restant tres petites, les quantitds > sont aussi trcs pe- 
tites; et pulisqu’on a 

DI == Z+P, 
d dt? 


il en r&sulte que f, est aussi trös petit par comparaison avec P. Done, 
& moins de supposer le co@flicient e beaucoup plus petit que Texpörience 
ne lindique, mÖme dans le cas du poli le plus parlait, Finsgalitö ,<eP 
est toujours verifise. Ainsi laction frottement, möme faible, qui 
ninflue pas sur Damplitude des oscillations du corps, peut infuer considc- 
rablement sur leur durce. Par exemple, s’agit d’un ellipsoide homo- 
gene, dont les axes compris dans le plan de la courbe de section soient 
2 


RB # 

| 
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m etn, m designant le plus petit axe, la durde des oscillations sera augmentce 
par l’action du frottement, dans le rapport de Y(m’+n?) a y (6m’+ 
et la limite m =n, dans le rapport de ü 

Lorsque le corps a regu une impulsion initiale 9, la composante 


X restant nulle, la vitesse s’@vanouira pour une valeur de Y 


= 

et alors le corps deerira une serie d’oseillations; mais sl n’y a point de 

valeur de y qui satisfasse ü cette condition, le corps deerira une infinie 

de circonvolutions, toutes les quantites variables reprenant les m@mes va- 

leurs, lorsque langle sera augmente d’un nombre quelconque de cir- 

conferences. 

S; Ion ne supposait plus que la composante X s’@vanouit, le mou- 
vement du corps pourrait Ötre tantöt oscillatoire, tantöt progressil et in- 
deliniment accdlere, selon des eirconstances qu’il serait facile de discuter 
d’apres ce qui preeede: en observant que Tintegrale & est une fonction 
impair de , ou qui change de signe avec cette variable, attendu que Y 
reste toujours positif. 
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Nachtrag zu dem Eulerschen Liehrsatze von Polyedern *). 
(Vom Herrn Prof. Dr. Hessel zu Marburg.) 


Der von Euler aufgestellte Lehrsatz **): 
„dals bei jedem, von ebenen Flächen begrenzten Körper die Summe 
E+F der Zahl E der Ecken und der Zahl 7 der Flächen um zwei grö- 
fser als die Zahl X der Kanten, also dafs Z-fF=K-+N sei, ist von 
Euler selbst anfangs ohne allgemein gültigen Beweis ausgesprochen "**), 
aber für viele einzelne Fülle bewiesen worden, und aus diesen einzel- 
nen Beweisen wurde von Euler zuletzt der Schlufs gezogen, dafs, weil 
in allen aufgeführten Fällen sich der Satz als wahr darstelle, kein Zwei- 
fel vorhanden sei über seine Richtigkeit für alle Ebenflächner ;).” 

Andere ausgezeichnete Mathematiker (Legendre, Cauchy, Ger- 
sonne, Rothe und Steiner);-;) haben Beweise für die allgemeine Gül- 
tigkeit des Satzes geliefert. Indessen leidet derselbe Ausnahmen. 


*) Erst nach Absendung des Manuscripts zu dieser Abhandlung, und nach lan- 
gem vergeblichen Warten, erhielt der Verfasser von einer auswärtigen Bibliothek die 
Zeitschrift „„Annales de mathmatiques von Gergonne” und konnte in Band III. 
S. 169. sich überzeugen, dafs bereits L’Huilier die Ausnahme gegen das fragliche 
Gesetz beleuchtet hat, wodurch das, was vorliegende Arbeit enthält, mit Ausnahme 
dessen, was die Andeutungen von Ausnahmen gegen das Eulersche Gesetz betrifft, 
die bedingt werden, wenn zwei oder ınehrere Kanten eine gemeinschäftliche Kanten- 
linie, oder wenn zwei oder mehrere Ecken einen gemeinsamen Eck-Punct haben, 
den Werth der Neuheit verliert. Demungeachtet hält er es aber für nöthig, dals auf 
jene Ausnahmen aufmerksam gemacht werde, da selbst neuere Schriftsteller sie nicht 
immer ausdrücklich berücksichtigen. 

*#) Novi commentarii Acad. scient. imp. Petrop. tom. IV‘. pag. 119., wo er im 
$. 33. ausgedrückt ist auf folgende Weise: 

„In omnı solido hedris planis incluso aggregalum ex numero angulorum solido- 
rum et ex numero hedrarum binario excedit numerum acierum.” 

*##) Euler sagt a.a. O.: 

Fateri equidem cogor, me hujus theorematis demonstrationem firmam adhuc eruere 
non 

7) $.124.: 

Cum igitur veritas propositionis in his omnibus casibus sibi constet, dubium est 
nullum, quin ea in omnibus omnino solidis locum habeat, sicque propositio sufficienter 
videtur demonstrata. 

4“+) Vergl. dieses Journal Band I. S. 223. und 364., wo auch die literarischen 
Nachweisungen zu finden sind. 


* 
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Euler führt in seiner Abhandiung bereits als Beispiel einen Kür- 
per an, welcher einspringende, rinnenartig vertiefte Kanten und einsprin- 
gende Ecken hat, von weichen er die Gültigkeit seines Satzes dartlut *), 
80 dafs hieraus sich ergeben mulste, die Beschaffenheit solelier Ecken und 
Kanten sei bei Aufstellung dieses Satzes berücksichtigt. Um aber die Aus- 
nahmen ins Klare zu setzen, möge immer neben einer Gestalt, bei welcher 
das Eulersche Gesetz nicht gültig ist, eine ihr sonst ziemlich ähnliche 


aufgeführt werden, bei welcher es seine Gültigkeit hat, 


Beispiele, wo E-F= 
Fie. 2. (Taf. I.) 

Ein vierseitig-säulenförmiser Körper 
mit vierseitiger, röhrenartiger Durch- 
bohrung und ebenen vierseitig-ring- 
fürmigen Endflächen, hat 8 äufsere 
und 8 innere Ecken, 4 äufsere und 
4 innere Seitenllächen, 1 obere und 
1 untere vierseitig-ringlörmige End- 
ftüüiche, 12 äufsere und 12 innere Kan- 
ten: hier ist also 

E+-F=K-2?2 oder 
16-9 


Fig. 4. 

Ein quaderähnlicher Körper, rnit vier- 
seitig - trichterartiger Burchbohrung, 
die nach unten zu vierseitig-säulen- 
förınig wird, mit 8 äulseren und 12 
inneren Ecken, 1 oberen und I un- 
teren 
4 iiulseren und 4 inneren verticalen 
Seitenflüchen, 4 Trichter-Flichen, 
26 horizontalen, 8 verticalen, ge- 
neigten Kanten, so dals also 

+2 oder 
=32 +2. 


2.2.0. Fig.6. 


Beispiele, 
Fig. 3. 

Ein vierseitig - säulenförmiger, an 
beiden Enden mit vierflächiger Facet- 
tirung versehener, vierseitig - röhren- 
artiv-durehbohrter Körper hat 8 äu- 
[sere und 8 innere Ecken, 4 äufsere 
und innere Seitenflächen, obere 
und # untere Flächen, 12 äufsere 
und 12 innere Kanten (wie in Fig. 2, 
und noch 4 obere und 4 untere schiefe 
Kanten; so dafs 

hier also 
16+16 = ist. 
Fig. >. 

Ein Körper, fast ähnlich dem Fig. 4., 
der aber, weil die Trichterflächen 
die obern Endfiächen ganz verdrängt 
haben, nur 8 äulsere und & innere 
Keken, 1 untere vierseitige ringför- 
ige Endfläche, 4 äufsere und & in- 
nere verticale Seitenflächen, 2 Trich- 
terflächen, 16 horizontale, 8 verticale 
und 4 geneigte Kanten hat, so dafs 

oder 


Fig. 6. 

Ein Körper von der Form eines 
steinernen Wassertroges, dessen Mün- 
dung abcd mit 4 trapezlörmigen 
Facetten umgeben ist. Er hat 8 äu- 
fsere Ecken wie g, 8 innere Ecken 
wie 0, 2 horizontale, 8 verticale, 
4 geneigte Fliichen, 16 horizontale, 
8 verticale und 4 geneigte Kanten; 
folglich ist 

K-+?2 oder 
16 +14=25 
Fig. 8. 

Ein Körper von der Form einer 
aus drei Stufen bestehenden Treppe 
mit 3x8—=24 Ecken, 5x4+2=14 
Flächen und 36 Kanten, so dals 

FHF=K+2 
24+14=36 +2. 
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Fig. 7. 

Ein Körper von der Form eines 
gewöhnlichen steinernen Wassertro- 
ges mit ebener vierseitig-ringförmi- 
ger, oberer Horizontal-Fläche. Er 
hat 8 äulsere und 8 innere Ecken; 
1 vierseitig - ringförmige und 2 
wöhnliche horizontale Flächen; 8 ver- 
ticale Flächen, 12 innere und 12 äu- 
[Ssere Kanten; mithin ist hier 

oder 
16-11=24+3 
Fig. 9 

Ein aus drei Stufen bestehender, 
ringsum freistehender =treppenartiger 
Körper *) mit 3X8 = 24 Ecken, 
3x3-+1= 16Flächen, 3x 12 = 36 
Kanten, wo also 

E-F=K-Hz, 
24+16 =36 +4, 


Es mag dies hinreichen zu zeigen, dafs in der Gleichung 


die Zahl x nicht blols nach Euler 2, sondern auch eine andere Zahl 
0, 1, 2, 3, 4»... 15. w. sein kann. Es ist nun auch noch darzuthun, 
dafs x negativ sein könne. 

Berücksichtigt man, dals bei Fig. 5. der Werth = ?—1=1 und 
bei Fig. 3. der Werth =2—2=0 ist, und beachtet man, dafs z.B. 
die Fig. 3. als eine bestimmte Modification von Fig. 2. anzusehen ist, so 
wird einleuchten, dals man durch ähnliche Modificationen aus Fig. 3. eine 
Gestalt erzeugen werde, wo — —2=—2 ist. 

Ist daherabediofenmpgghik (Fig. 10.) ein Körper von der 
Art wie Fig. 3., der aber, statt ebener Flächen f5 co und mihp, vier- 
seitige Facettirungen hat, die durch eine vierseitige säulenartige Durchboh- 


®) Vergl. Hauy’s Lehre von der Entstehung des Zwölfrautenflächners aus dem 
Würfel; treppenarüge Kochsalztrichter u. s. w. 


ri 
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rung «@ßdyreon mit einander verbunden sind, so hat man 26 Flächen, 
24 Ecken und 52 Kanten, so dafs hier die Gleichung 

E+F=K sich in 

236=52 —? 
verwandelt, und also 2 = —-2 ist, wie es vorauszusehen war. 

Dals auch Gestalten sich bilden lassen, wo x jede beliebige ganze 
Zahl mit dem Vorzeichen zainus sein kann, braucht nun nicht erst noch wei- 
ter dargethan zu werden. 

Bisher wurde nur von Gestalten gesprochen, deren Begrenzungs- 
flächen unter sich in Zusammenhang stehen (gleichsam eine und dieselbe 
verschlungene Flächenkette bilden, deren Kanten als Verbindungs - Gelenke 
betrachtet werden können): in der Natur aber kommen auch Gestalten 
vor, wo dies nicht der Fall ist. Die Gestalt eines durchsichtigen Kry- 
stalis z. B., der einen minder durchsichtigen u. s. w. ringsum einschlielst, 
ist in seinem Innern, da wo er den eingeschlossenen berührt, gleichfalls 
mit Ebenen, begrenzt (hat also gleichsam zwei Flächenketten, eine äufsere 
und eine innere), und ist deshalb als eigenthümliche Gestalt zu betrachten, 
die von der des nemlichen Krystalls, der den Einschlufs nicht enthält, ste- 
reometrisch wesentlich verschieden ist. Es wird daher nicht unzweck- 
mälsig sein, ein möglichst einfaches bestimmtes Beispiel dieser Art nüher 
zu beleuchten. 

Ein durchsichtiger Flufsspathwürfel umschliefse ringsum einen undurch- 
sichtigen Bleiglanzwürfel, so hat die Gestalt dieser Flulsspathmasse 8 äufsere 
und 8 immere Ecken, 6 äulsere und 6 innere Flächen, 12 äufsere und 12 
innere Kanten. 

Es ist also hier ın 

E+-+F=K-+r 
16-FR= 4 +4, also 
== 4 
mithin gleichfalls verschieden von 

Sind mehrere einander nicht berührende Bleiglanzwürlel in einem 
und demselben Flufsspatliwürfel eingeschlossen, so wird, für jeden Blei- 
elanzwürfel mehr, die Summe der Ecken und Flächen um S+6=14 
vermehrt, die Summe der Kanten aber nur um 12, so dals für jeden neuen 
Bleiglanzwürfel der Werth von x um 14—1? oder um zwei wächst, also 


stets eine gerade Zahl ist. 
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Obgleich das bisher Vorgetragene genügend sein könnte, so mögen 
doch noch einige Worte folgen, über Fälle wo es zweifelhaft ist, ob man 
es mit einer oder mehreren Ecken, und mit einer oder mehreren Kan- 
ten zu thun habe; denn auch sie müssen in der Gestaltenlehre berück- 
sichtist werden. Es fragt sich nemlich: ist unter Ecke blofs der Punet 
zu verstehen, in welchem sich drei oder mehrere Kantenlinien eines Kör- 
pers schneiden, oder ist die Ecke selbst zu verstehen, so, dals der Fall 
denkbar ist, dafs zwei oder mehrere Ecken einen und denselben Schei- 
telpunet gemein haben. Nicht minder ist erst zu bestimmen, ob man un- 
ter Kante blofs die Kantenlinie verstehe, welche 2 Endpunete verbin- 
det, oder die Kante selbst, so, dafs der Fall gedacht werden kann, wo 
zwei oder mehrere Kanten eine und dieselbe Kantenlinie in derselben 
Längen - Erstreckung gemein haben. 


Einen leichten anschaulichen Beweis des Satzes, dals bei allen Eben- 
fächnern, in welchen jede gerade Linie, die zwei Ecken verbindet, ganz 
innerhalb des Körpers fällt, EHF/= K--2 sei, und weitere Untersuchun- 
sen über die Bedingungen, unter welchen bei andern Ebenflächnern der 
Kulersche Satz gilt oder nicht gilt, werde ich späterhin bekannt machen; 
hier möge in letzterer Beziehung nur im Allgemeinen Folgendes mitge- 
theilt werden. 


Jeder Körper kann angesehen werden als eine stereometrische Summe 
(algebraische Summe, jedoch mit Rücksicht auf die Art der Verbindung 
oder Trennung) von zweien oder mehreren andern Körpern. 


Für die Glieder 4, D, einer solehen, nur aus 2 Gliedern bestehen- 
den stereometrischen Summe, d.h. für die beiden verbundenen Gestalten 
einzeln, seien folgende Gleichungen, die der Gleichung E+!=K-+x 
entsprechen, gültig: 


= für die Gestalt 4. 
und die entsprechende Gleichung für die Gesammtgestalt (für die stereo- 
metrische Summe) sei 
3. 
so ist aus 1. und 2.: 
4. +) = +4) +(e+b), oder 


Grelie's Journal d. M. Bd. VII. Heft. 1. 3 
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Ist nun, wie in dem oben angeführten Beispiele des Flulsspathwür- 
fels, der einen Bleiglanzwürfel umschlielst, 


6. e=e'te”, 
8. &' + 


so folgt aus (4., 6., 7. und 8.) 
9. + b, 


so dals, wenn a=b==? ist, wie in jenem Beispiele, -+2=4 sein wir!l. 


Ist aber 10. e'—e 
11. 
12. 
also 
13. e= e-+te'—:, 
4. 
5. k= k+k'—y, 


so folgt aus (5. und 15.) 
16. +Y 
und aus (13. und 14.) 
Es folgt nun aus (16. und 17.) 
18. 


19. e+f— 


Da nun 
20. sein. 


Sind num die beiden Gestalten 4 und B solche, für welche ae=b=? 


ist, so hat man 


mithin 


ist, so muls auch 


21. =y—ır+4, 
also 
22. z=y—:—d+4. 
Für Fig. 2. it y=0, e=0 und daher 
—2+4=?3; 
für Fig. 3. dagegen ist y=8, e=8 und P=+#, also hier 
0, 
Für Fig. 4. hat man y=0, e=0, =, also wieder 
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Für Fig. 5. aber ist auf ähnliche Weise 

:—=4, also 
x —=4—4—-3+4= 

Nennt man einen FEbenflächner, für welchen das Eulersche Gesetz 
(E+F=K+?) gilt, Eulerschen Ebenflüchner (solidum Eulerianum), 
so kann man sagen: 

Die Beantwortung der Frage, ob die stereometrische Summe zweier 
Eulerscher Ebenflächner wieder einen Eulerschen Ebenfläch- 
ner darstelle, hange von der Art und Weise ab, wie beide mit einander 
verbunden sind, nicht aber von ihrer sonstigen Beschaflenheit; und zwar 
stellt die stereometrische Summe zweier Eulerscher Ebenflächner 
wieder einen Eulerschen Ebenflächner dar, wenn ihre Verbindungs- 
Art so ist, dafs die Summe der Zahl der durch die Verbindung verschwun- 
denen *) Ecken und Flächen beider, gleich ist der um 2 vermehrten Zahıl 
der verschwundenen Kanten; d. h. wenn 

23. e +09 
ist; denn aus (22.) folgt für = 2 auch 
oder 

Wenn zwei Eulersche Ebenflächner von aulsen so aneinan- 
der gefügt werden, dafs eine pseitige Begrenzungs - Fläche des einen zu- 
sammenfüällt mit einer ihr, als ebene Figur an sich betrachtet, gegenbild- 
lich **) gleichen Begrenzungsfläche des andern, so dals diese beiden Be- 
grenzungsflächen sich decken (mithin verschwinden), so die Summe der 
beiden Gestalten, als ein neues Ganzes betrachtet, ein Eulerscher Eben- 
flächner. 

Beweis 1. Wenn jede der > Seiten der Vereinigungsfläche eine 
Kante des neuen Körpers ist, oit =}, e=y=p7, und also 


woraus das zu Beweisende folgt. 


*) Dies Verschwinden von Ecken ist eine Verminderung der Summe der Ecken 
beider Körper. Die Vermehrung der Kanten- oder Eckensumime der Körper kommt 
natürlich als negative Verminderung in Rechnung. 
#*) Der Ausdruck gegenbildlichgleich (symmetrice aequalis), als dem eben- 
bildlich gleich entgegengesetzt, ist in meiner Krystallometrie erläutert. Der ebene 
Spiegel läfst das Gegenbild des vor ihm stehenden Gegenstandes in sich wahrnehmen. 


3% 


Y 
+ 
ir 
x 
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2. Ist eine der p Seiten jener, Vereinigungsfläche nicht eine Kante 
des neuen Körpers, so fällt auch eine der Flächen des einen der beiden 
verbundenen Körper so in die Verlängerung einer solchen des andern, dafs 
beide für ‘den neuen ganzen Körper blofs für Eine Begrenzungsfläüche zu 
zählen sind, und es ist dann e=p, Y=p-+ 1, folglich + 

3. Verschwinden zwei der Seiten der Vereinigungsflüche, so dals 
sie am Gesammtkörper nicht Kanten sind, so sind dieselben 

a) entweder nicht aneinander stofsende Seiten; dann wiederholt sich 
blols das vorhin (2.) Gesagte, nd s st 9 = 4, =p,y=p+?2; 
mithine 

5) oder sie stolsen aneinander; dann ist es möglich, dafs 

a) entweder die Ecke, die jenem Vereinigungspuncte der verschwin- 
denden Seiten angehört, nicht verschwindet, und dann ist der Fall 
blofs ein solcher wie 2, a. 

3) oder diese Ecke verschwindet; dann fällt aber noch eine, nicht in 
der Vereinigungs-Ebene liegende Kante des einen der beiden ver- 
bundenen Körper, in die Verlängerung einer solchen des andern. 
Es ist dann e=p-+1 und y=p-+3, so dafs auch hier 

e +? =y+? 

4. Verschwinden mehr als zwei Seiten der Vereinigungs-Ebene, 
so wiederholt sich, für jede verschiedene solche Seite mehr, das unter 
(3.) Bemerkte, so dafs jedesmal e+@ = y-+2 ist, weil jede Vermeh- 
rung, die auf der linken Seite dieser Gleichung um eine oder mehrere 
Einheiten statt hat, auch eine eben so grolse auf der rechten Seite, rück- 
sichtlich auf den Werth von Y bedingt. 

5. Wenn keine Seite der Vereinigungs - Ebene als Kantenlinie 
auftritt und auch keiner der Scheitel der Winkel dieser Ebene als Eck- 
punet des neuen Körpers gezählt werden darf, so st Q@=2-+p, e=?2p 


und y=37, so, dals auch hiere&9 = y-+ 2 ist; wie sich schon aus 
(3. und 4.) ergiebt. 
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3. 


Analyse des transversales appliquece ä la recherche 
des proprietes projecuves des lignes et surfaces 
geomelriques. 

Pour faire suite aux Memoires sur les centres de moyennes harmoniques et la thlorie 
generale des polaires reciproques. 


(Par M. J. 7. Poncelet, chef de Bataillon du G£nie. ) 


„La theorie des transversales n’est & proprement parler, que 
la theorie des coordonnees qui, au lieu de faire un angle, sont 


prises sur une m&me droite.” 
CARNOT, Essai sur la theorie des transversales. 


Introduction generale. 


J 'ai annonce, dans le tome VIII. des anzales de mathematigues (annde 
1827), des moyens generaux pour construire linedairement ou avee une 
simple regle, les tangentes des courbes geomedtriques; je suis en ellet par- 
venu, des le commencement de 1816, ä ce rÖsultat ainsi quü beaueoup 
d’autres concernant le cercle osculateur et les sections coniques oscula- 
trices des divers ordres, en un point donne d’une telle courbe censde de- 
erite. Dans une lettre, en date de Mai 1818, j’annoncai ces resultats & 
Mr. Servors, savant geometre dont je m’honorerai toujours d’Ötre lami et 
le disciple: je lui signalai, comme exemple, les corollaires particuliers re- 
latifs aux courbes du 3° desre, lesquelles donnent lieu ü des theor&mes 


et a des constructions d’une simplieit@ vraiment remarquable, et qui peut 


se comparer “ü ce que l’on connait des belles propridtes des hexagones 
inscrits et circonscrits aux sections coniques dues a Pascal et ü Brianehon. 
Je fis egalement part de ces corollaires ä dillrens autres g&ometres quil 
serait ici inutile de citer. Enfin je donnai ä la societe academique de 
Metz, dans sa seance du mois de d@ecembre 1821, communication de len- 
semble de mes recherches sur les proprietes projectives des lignes geo- 
metrigues d’un ordre quelcongue *). 


€) Voyez le compte rendu des travaux de cette academie pendant Tannde 1821 
a 1822, imprime a Metz, chez Lamort, en Mai 1822. 
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Mr. Arago, membre de l’acad“ımie des sciences de Paris, qui etait 
present ü cette seance, voulut bien me t@moigner tout que lui 
inspiraient la nouvautd et la gencralit© de ces recherches; il m’encouragea 
möme ü les mettre promptement au jour; mais, d’apres le plan que je 
m'ctais des-lors formed, cette publication devait &tre precedee de celle du 
iraıteE des proprietes projectives des figures, qui eut lieu en effet l’an- 
nce suivante (1822), et dans laquelle je n’avais presqu’uniquement en vue 
que les lignes et surfaces des deux premiers degres, ainsi que les princi- 
pes gencraux de projeetion qui pouvaient m’etre utiles pour etablir ulte- 
rieurement la theorie geometrique des courbes et surfaces d’un ordre 
quelconque. 

Jannoncai ncanmoins, en terminant lintroduction de cet ouvyrage, 
ies recherches toutes speciales que Javais entreprises sur ce dernier sujet, 
et, dans la section H. du texte, pag. 80. No. 151., je fis voir comment, 
par les prineipes de la projection centrale, on peut immediatement passer, 
du theoreme de /Vezwton relatil aux produits des abscisses et des appliquces 
paralleles des courbes geometriques, au principe plus general de Carnot 
concernant les triangles et les polygones plans ou gauches coupes arbitrai- 
rement par de telles lignes ou par des surfaces geometriques quelconques. 

En remarquant que, par suite de Funiversalit@ de ces th@oremes, 
les lignes et surfaces dont il siagit doivent jouir de certaines propridtes 
qui leur sont communes avec les systemes analogues de lignes droites et 
de surfaces planes; en aflırmant quwil etait facile d’en deduire un grand 
nombre de vons@quences particulicres, mon intention etait de faire pres- 
sentir la fecondit® et lextension que pouvait recevoir la doctrine des trans- 
versales, dont les admirables elömens sont un des prineipaux titres scien- 
tiliques de Nillustre et infortune geometre que je viens de citer; mais je 
ne sache pas que, depuis la publication du Zraite des proprietes projec- 
tives, personne ait encore tente d’ouvrir cette nouvelle route de decou- 
vertes dans laquelle, je le repete, javais deja parcouru un certain chemin 
des Dannde 1818, et dont Carnot lu meme ne semble pas avoir soup- 
sonne toute la fecondite, si lon en juge par ce quil a cerit, dans sa geo- 
metrie de position et dans son essai sur la theorie des transversales, 
touchant les applications du prineipe general qui Iui est dü. 

En 1823, je profitai de quelques loisirs pour rediger, sur les cen- 
tres de movennes harmonıques et sur la theorie des polcires recipro- 
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gues, les deux memoires que je presentai, ü l’entree de lannde suivante, & 
VAcademie Royale des sciences de Paris, et qui furent publies depuis dans 
les anndes 1828 et 1829 dans le present journal *), lequel, des-lors, avait 
justement acquis une reputation europdenne. Les memoires, ainsi «ue 
lindiquent leurs titres, devaient servir d’introduetion ou de preliminaires 
ü Vouvrage etendu que je me proposais de faire paraitre sur les pro- 
prietes projectives des courbes et des surlaces geometriques. En trai- 
tant, en particulier, des nouvelles et elegantes propositions auxquelles 
donne lieu la theorie du centre des moyennes harmoniques pour les sy- 
stemes de plans et de droites arbitraires, je ne manquai pas de signaler 
d’une maniere expresse, l’extension dont leur &nonce est susceptible quand 
on y remplace ces systämes par des lignes et surlaces geometriques quel- 
conques. 

Voici comment je m’exprime, dans un passage qui termine le dis- 
cours preliminaire **) du memoire qui contient cette thlorie: „J'ai ex- 
„pose, dans la derniere partie de mon memoire, quelques unes des pro- 
„prietes qui decoulent de la theorie du centre des moyennes harmoniques, 
„pour les systemes de points, de droites et de plans; et, afin de n’en pas 
„multiplier inutilement le nombre, je me suis eonstamment borne ü celles 
„dont la nature generale permet de les appliquer immediatement aux cour- 
„bes et aux surfaces geometriques d’un ordre quelconque, mettant ainsi 
„ceux qui liront ce memoire, en dtat de pressentir cette extension et de 
„se familiariser, par degres, avec ce quelle pourrait, au premier apercu, 
„avoir de trop diffieile ou de trop abstrait.” 

Pour ceux qui ont donne quelquattention au contenu du memoire 
dont il s’agit et notamment aux articles qui eommencent au No. 51., il 
paraitra evident, en eflet, que cette extension est une consdquence neces- 
saire, et de ce que les principales proprietes des centres, axes et plans 
de moyennes harmonigues qui y sont exposdes peuvent toutes de- 
duites direetement du theoreme de Carnot, et de ee que ce 
theoreme est indistinetement applicable aux courbes et aux surfaces geo- 
metriques comme aux systemes de droites et de plans arbitraires. 


*) Voyez toın. IIL pag 213. et tom. IV pag. 1. 
Er) ihid. pag. 220. et 221. du tom. III. 
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Lorsque jannoncai, dans mes deux me@moires de 1824, la publica- 
tion prochaine et successive de mes recherches relatives aux courbes et 
aux surfaces geometriques, je pensais que le service dont j’etais alors charge 
comme ingenieur, me laisserait, d’annde en annde et pendant les courts 
intervalles de la suspension des travaux, assez de loisir pour mettre la 
derniöre main ü chaque partie; mais ma nomination de professeur ü !’Ecole 
de Vartillerie et du genie a Metz, en 1825, le cours de m&canique appli- 
quce aux machines que je fus charge d’y ercer, joint au fächeux Stat de 
ma sant©, me contraiguirent d’ajourner toute redaetion definitive. II rd- 
sulte, de ce retard, que jai et@ prevenu dans la publication de quelques 
unes d’entre elles, notamment de celles qui concernent la commmunaute 
d’interseetion des lignes et surfaces eeometriques, ainsi que les propridtes 
de leurs centres, axes et plans de moyennes harmoniques. En s’occu- 
pant avec sucecs, de ces dernieres recherches, depuis Tannde 1826, M.M. 
bobillier, Chasies et Gergonne, se sont servi d’ailleurs de moyens tres 
diff&rens de ceux que jjai moi m@me mis en usage, et qui reposent essen- 
tiellement sur les prineipes de lanalyse des eoordonndes, combines avec 
quekques domnees fournies par la geometrie intuitive, et notamment par 
la th@orie des projeetions centrales et des polaires r&eiprosnes. 

Du reste, avant 1825, cpoque depuis laquelle je n’ai rien ajoute 
dessentiel mes recherches geom£triques, on ne connaissait, si Je ne me 
trompe, sur Pobjet que Javais specialement entrepris de traiter, que: 1° les 
trois thcorömes de Nezwton sur les appliquees paralieles des courbes, leurs 
diametres conjugues ü une direetion domnee, et la coineidence de ces dia- 
metres avec cenx des asymptotes; 2° les treis theoremes qui se deduisent 
respectivement de ceux la, par nos prineipes de projeetion centrale, en 
remplacant les sCcantes paralldles par des droites convergeant au m&me 
point, ies asymptotes par un syst@me quelconque de tangentes dont les 
points de contact sont ranges en ligne droite, le centre des moyennes di- 
stances par le centre des moyennes harmoniques: theor&mes dont le pre- 
mier d’ailleurs n’est autre «que celui de Carzot deja plusieurs fois cite, dont 
le second ou son annexe a dtÖ decouvert par le edlebre Cötes, et dont Te 
troisiceme, dü a Maclaurin, se trouve exposd dans le traite des proprietes 
zenerales des lignes geometrigues, imprime, sous la forme «’appenrdice, 
A la suite de Zalgebre posthurne de cet auteur, edition de Londres 1748; 
3° Enfin, plusieurs autres theoremes. exposes Egalement dans ce fraife de 
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Meclaurin, et qui ont trait au cercle osculaieur, a la parabole oscula- 
trice des lignes geometriques, auxquelles il faut joindre dillerentes pro- 
prietes interessantes sur les lignes du 3° ordre que cet illustre geometre 
a envisagdes d’une maniere tout-a-fait speciale et qwil deduit, de möme 
que les pr&cedentes, de ce principe general: „Si, d’un point fixe pris arbi- 
„trairement sur le plan d’une courbe geometrique quelconque, on mene 
„une droite arbitraire, puis les tangentes aux intersections de cette droite 
„avec la courbe, supposdes en nombre Egal A celui qui exprime le degrd 
„de cette courbe; qu'enfin, ayant trace, a volontde, une nouvelle transver- 
„sale par le point fixe dont il s’agit, on fasse, d’une part, la somme alge- 
„brique des reeiprogues ou valeurs inverses des abscisses interceptdes, 
„par la courbe, sur cette transversale et a compter du point fixe, d'une 
„autre, la somme pareille relative au systeme des tangentes issues des 
„peints de la premiere transversale, 1° les deux sommes seront £gales 
„entre elles, 2° elles seront constantes quelles que soient les transver- 
„sales mendes par le point fixe.” 


Maclaurin deduit cette proposition remarquable du thöoreme de 
Newton, sur le rapport invariable du produit des abseisses au produit des 
appliquces paralleles des courbes, en recherchant directement, laide des 
donndes de la figure, lexpression des dillerentielles logarithmiques de ces 
produits, qui sont &videmment &gales entre elles; mais il est elair que la 
consideration directe des coeiliciens des deux derniers termes des &qua- 
tions qui ont pour racines les abscisses relatives ü la courbe ou au systöme 
des tangentes c}-dessus, conduirait, sur le champ et sans discussions gCo- 
metriques, ä la proposition dont il siagit, de la m&me maniere que la con- 
sideration du dernier terme des Equations qui ont pour racines les appli- 
quces et abscisses correspondantes des courbes, a conduit Newton au theo- 
rcme sur les produits de ces abscisses et appliquees, de möme enfin que 
la consideration du second terme de la premiere de ces deux &quations, 
lui a fait d@ecouvrir la propriet@ des diametres etc. 


*) En general, la consideration d’une fonction symetrique quelconque des raci- 
nes de ’&quation qui donne les abscisses des intersections de la courbe avec une 
droite ou un axe variable suivant une loi donnee, condnit a une infinite de iheore- 
mes analogues a celui de Cötes, et qui sont @galeınent susceptibles de s’Ctendre aux 
surfaces geommetriques de tous les ordres. 


Crelle’s Journal d. M. Bd. VII. Hit. 1. 4 
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Cette remarque, au surplus, n’a point echappe a notre auteur qui, 
apres s’ötre servi de la proposition fondamentale ci-dessus pour en de- 
duire le theoreme de Cötes sur la droite lieu des centres de moyennes 
harmonigues des intersections d’une courbe geometrigue et d’une droite 
mobile autour d’un point fixe, s’est propose ensuite de d@montrer le 
mö&me theor&me par les considerations qui r&sultent directement de la 
theorie des equations algebriques. 

Si nous insistons sur cette remarque, c’est pour mettre en parfaite 
evidence la correlation qui a lieu entre les theoremes de Newton, de 
Cötes, de Maclaurin et de Carnot, corr@lation qui est telle «que, bien «que 
ces theoremes derivent de la consideration de termes distinets dans l’e- 
quation qui a pour racines les abscisses ou segmens proposes, n@anmoins 
ils peuvent aussi se deduire les uns des autres, d’une maniere purement 
geometrique et par forme de simples corollaires. C'est, en eflet, ce que 
nous avons reconnu des nos premicres recherches sur les propridtes pro- 
jectives des courbes et surfaces geometriques, dans lesquelles, prenant le 
th&oreme de Carnot pour point de d@part, nous en avons deduit, a posterior:, 
ceux de Newton, de Cötes et de Maclaurin, ainsi que beaucoup d’autres 
d’un genre tres diflerent et qui n’&taient point encore connus des g&ometres. 

Nous apergumes aussi, tout d’abord, que ces m&mes th@ordmes, de- 
montres seulement pour les courbes planes, etaient susceptibles de s’eten- 
dre immediatement aux lignes a double courbure et aux surfaces geo- 
metriques, a peu pres de la m@me maniere que les propridtes des sec- 
tions coniques s’@tendent aux surfaces du second degre, et celles des sy- 
stemes de droites comprises dans un plan unique, aux systemes de droi- 
tes ou de plans situes a volonte dans l’espace. 

Enfin nous reconnümes que les divers theor&mes avaient leurs cor- 
relatifs ou reeiproques, et que l’ensemble des uns et des autres donnoit 
lieu a une serie de propositions entierement analogues a celles qui con- 
stituent la theorie des pöles, polaires et plans polaires des lignes et sur- 
faces du second degre, ou celle du centre, des diametres et plans diame- 
traux de ces lignes et surfaces. Mais, pour mettre cette analogie dans 
tout son jour, il nous a fallu, au prealable, donner ü la theorie du centre 
des moyennes harmonigues ainsi qu’a celle des polaires reciprogues, toute 
l’extension et la generalit@ dont elles sont susceptibles, comme doctrines 
fondamentales; et c’est ce qui nous a determine, des 1823, a rediger et 
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a publier separ&ment nos deux me&moires sur ces maticres, dans lesquels 
nous n’avons pour ainsi dire pas perdu de vue, un seul instant, l’objet de 
nos recherches subsequentes sur les proprietes projectives des courbes et 
surfaces g&ometriques ordre quelconque. 

Revenant maintenant au th@eor&eme de Carnot, qui n’est, comme on 
la vu, que l’extension de celui de Newton sur les produits des abscisses 
et des appliqudes paralleles des courbes, nous ferons remarquer que la 
d“monstration directe qu’on en trouve ü la page 292. de la Geometrie 
de position, est bien loin d’etre aussi satisfaisante que pourraient le d&sirer 
les amateurs des methodes intuitives et purement geometriques, de sorte 
que ce theoreme reste encore a d@montrer, si l’on ne veut point recourir 
aux principes de l’analyse des coordonndes, ou si mieux on ne prefere 
l’envisager, ü priori, comme une simple definition des lignes et surfaces 
gcometriques, fondee sur ce que l’on connait deja des lignes et des sur- 
faces des deux premiers degres et des syst@mes composds d’un certain 
nombre de ces lignes ou surfaces, aux«uels les theoremes de Carnot et 
de Newton sont immediatement applicables. 

Desargues, comme nous l'avons deja fait observer ailleurs, 
(Traite des proprietes projectives des figures, Introduction, p. xxx vır.), 
avait eu la singuliere et lumineuse de traiter les courbes geome- 
triques comme une assemblage de lignes droites en nombre dgal ü ce- 
lui qui marque le degr& de ces courbes, ou le plus grand nombre des 
points suivant lesquels elles peuvent &tre coupees par une transversale 
arbitraire; c’est-a-dire quil leur appliquait les m@mes raisonnemens, 
leur attribuait les m&mes proprietes, toutes les fois, sans doute, quil 
ne s’agissait «que de ces relations generales et ind@pendantes de gran- 
deurs determindes, que nous avons nous m@me nommedes projectives, et 
qui font le caractere propre des speculations de la theorie des transver- 
sales ou de la g@ometrie de la regle, relations qu’on voit deja subsister, 
sans aucune modification essentielle, pour les systemes de lignes droites 
comme pour les sections coniques ou lignes du second ordre. Mais ce 
n’est la encore qu’une pure induction qui, bien que tres forte si lon pre- 
tend tenir compte des differences sp@cifiques qui distinguent les simples 
assemblages de lignes droites des courbes veritables, ne peut n@anmoins 
etre admise, tout au plus, que comme moyen d’investigation, ainsi que le 
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concernant les recherches geometriques de Desargues qui füt son con- 
temporain et son ami. 

Ce qui sioppose d’ailleurs ce qu’on admette, priori, le thöoreme 
de Carnot ou celui de Newton comme definition des courbes geome£tri- 
ques, c’est que ces courbes possedent, en elles-möemes, un caractere qui 
les definit universellement et d’une maniere purement intuitive: celui de 
ne pouvoir Ötre coupdes, au moyen d’une droite ou d’un plan arbitraires, 
qu'en un nombre de points limite et d@termine pour chacune d’elles; d’oü 
il rdsulte qu’en partant des theorcmes dont il sagit, on point sür 
d’embrasser ü la fois toutes les lignes d’un möme degre, et qwil devient 
indispensable de d@montrer, pour chaque ligne d’espece donnee ou definie 
par une construction geometrique, quelle jouit eflectivement du caractere 
supposd par ces theoremes, avant de applieuer aueune des consdquen- 
ces «ui en derivent; or une semblable demonstration pourrait, dans cer- 
tains cas, presenter des diffieult&s presquinsurmontables sous le point de 
vue purement geomötrique. 

Ces considcrations nous avaient depuis longtems engage recher- 
cher, du theor&me de Newton sur les appliquees parallöles des courbes, 
une demonstration qui füt independante de leur d£finition au moyen des 
equations alg@briques entre les coordonndes ordinaires, et uniquement fon- 
dee sur la limitation du nombre des interseetions possibles de la courbe 
avec une droite ou transversale arbitraire. Ce genre de d@monstration, 
dont nous avions dejü donn@ une idee et divers exemples dans nos pre- 
memoires de geomctrie et specialement dans le Traite des pro- 
prietes projectives (section IV. chap. IH. pag. 332. et suiv.; supplement 
pag. 384. et suiv.), repose sur le principe de continuite *), «je nous au« 
rons souvent occasion de mettre en usage en traitant des proprietes pro- 
jeetives des courbes et surfaces geometriques, et sur lerquel il convient 
je nous revenions un instant dans ces preliminaires. 

Envisage dans son application aux courbes planes oontinues, c'est- 
ä=-dire aux courbes dont les difl@rentes parties, les dillerentes branches 
sont assujetties une m@me loi geometrique, a un möme mode de gene- 
ration, ce prineipe consiste specialement en ce que toute droite tracde ar- 


*%) Voyez aussi sur ce principe, les reilexions des pag. xx. etsuiv. de Intro- 
Auetior An Trait“ dont il s’agit. 
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bitrairement au travers d’une telle courbe, doit toujours @tre censce la 
rencontrer en un nombre de points, invariable et egal a celui qui designe 
son degre; ce qui, d’apres ce qu’on sait deja des lignes du second ordre, 
oblige a admettre aussi bien les intersections imaginaires que les intersec- 
tions reelles, les intersections situdes A Tinfini que celles qui se trouvent 
a distance donnde, et d’ou il resulte gendralement que toutes les fois quiil 
sera possible de prouver, en toute rigueur et en ayant egard uniquement 
au mode de gencration d’une ligne courbe situee sur un plan, qu'une cer- 
taine droite, trac®e dans ce plan, n’a en commun avec elle que 2 points, 
soit reels, soit imaginaires, situds ou non A linfini, confondus en un seul 
ou reunis par groupes distinets de deux ou de plusieurs points, il sera, 
par la möme, demontr& que la courbe est ellectivement et au plus du 
degre marque par le nombre m. 

En particulier, si cette courbe est engendree par la trace de cer- 
tains points assujettis a une construction unique, et qui se trouvent situcs 
sur une droite mobile autour d’un autre pomt donne servant de pole fixe ; 
pour pouvoir prononcer aflirmativement sur le degre de la courbe, il sui- 
fira de rechercher le nombre total des points dont il sragit, et de sassu- 
rer qu’aucune des branches de cette courbe ne passe par le pöle fixe, ou 
qu'aucun de ses points g@nerateurs ne vient a se coniondre avec ce pöle, 
pour certaines positions de la transversale mobile qui les renferme : au- 
trement, en efiet, le nombre des intersections se trouverait augmente de 
celui qui marque la multiplicit@ de la courbe en ce pöle, je veux dire du 
nombre des branches distinctes, reelles ou imaginaires, qui y passent, 
ou du nombre de coincidences distinetes des points generateurs avec ce 
meme pöle. 

Si d’ailleurs les transversales, au lieu d’etre concourantes en un 
point fixe, etaient simplement ässujetties demeurer paralleles entre elles 
ou Aa une droite donnee, les mömes choses auraient encore lieu, si ww 
n'est que le pöle etant alors linfini, on devrait, dans chaque cas, 
rechercher le nombre des positions distinetes de la transversale pour les- 
uelles Yun de ces points generateurs passe A linfini et se confond ainsi 
avec ce pöle; or c'est ce que la discussion exacte apprendra toujours, 
dans chaque cas special, et quand le mode de construction des points 
generateurs que contient chaque transversale sera rigoureusement defini. 
Mais, afın de ne pas courir le risque de se tromper dans l’appreciation du 
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degr& ou du nombre total et effectif des intersections des transversales, 
il sera indispensable de proceder, d’une maniere entierement directe, A la 
recherche de ces intersections, comme s'il s’agissait de r&esoudre un pro- 
biecme ordinaire de geometrie, et de ne point s’en rapporter simplement ü 
ce que pourrait apprendre une discussion purement intuitive on fondde sur 
les apparences oflertes par le trac® ellectif de la courbe, laquelle devra 
toujours censee non encore deerite. 

La solution de ce probleme qui se compose, comme on voit, de 
deux parties distinetes, pourra presque toujours &tre ramende ü celle d’un 
autre ou il s’agira de d@couvrir les intersections d’une certaine droite avec 
une courbe de degr& donn& A priori; ce qui l&vera toute espece d’incer- 
titude, puisqu’on connaitra ainsi rigoureusement le nombre de ces inter- 
sections quelle qu'en soit la nature, c’est-a-dire reelle, imaginaire etc. 
Si, au contraire, les intersections cherchees n’etaient determindes que par 
les relations purement metriques qui les lient, soit entr’elles, soit avec des 
grandeurs connues, il faudrait prendre garde de ne negliger aucune des 
combinaisons essentielles et distinetes des inconnues et des donndes, c'est- 
ü-dire aucune des permutations, des changemens de position et d’ordre, 
qui, sous le point de vue geometrique ou arithmetique, peuvent s’operer 
entre ces diverses quantites, et donner lieu ainsi ü la multiplieit@ des so- 
lutions de chaque probleme. 

Ou’au nombre des donnees se trouvent, par exemple, les intersec- 
tions de la transversale, mobile autour du pöle fixe, avec une certaine 
courbe simple, assujettie au möme mode de generation ou de construction 
dans toutes ses parties et dont le degr@ soit connu, on devra se rappeler 
qu’en vertu de la continuite, ces diverses intersections jouent absolument 
le möme röle et ne doivent point ötre distinguces les unes des autres, de 
sorte quil est permis de les permuter entre elles sans, pour cela, changer 
ou alterer en rien l’etat des questions qui s’y rapportent. Or cette cir- 
constance tient a ce que les diflerentes branches ou parties des courbes 
simples, sont rentrantes sur elles m@mes ou se fondent, pour ainsi dire, 
les unes dans les autres sans solution de continuite, et elle n’aurait plus 
lieu evidemment si ces courbes n’etaient pas assujetties, dans toute leur 
etendue, a une loi unique, ou si elles se composaient de differentes 
liones partieulieres et qui seroient soumises ä des modes de generation 
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Mais nous n’avons point Tintention de nous etendre ici sur le prin- 
cipe de continuit® considere m&me dans la theorie des courbes; nous y 
reviendrons peut Ötre un jour d’une maniere toute speciale, selon la pro- 
messe que nous en avons deja faite dans !’Introduetion du Traite des pro- 
prietes projectives ; il nous sulfira, pour le moment, d’avoir pose ou rap- 
pel@ les gen£ralit@s qui pr@cedent, dont les applications particulieres pre- 
sentent rarement des diffieultes serieuses, comme le prouvent les dilf@rens 
exemples qui en ont et donnes dans le Zraite dont il s’agit. 

Qu’il s’agisse, en particulier, de d@montrer le theoreme de Cötes 
mentionne plus haut, et qui n’est que l'extension, aux lignes geometriques 
en general, de celui du No. 42. de notre Memoire sur les centres de 
moyennes harmonigues, relatif aux simples systemes de lignes droites si- 
tuces dans un plan: attendu qu’on n’a qu'un seul centre Aa considerer sur 
chacune des transversales issues du pöle fixe, et que ce centre ne peut 
jamais coincider avec le pöle, des 'que ce dernier est ind@pendant de la 
courbe, on voit que le lieu examine@ ne saurait etre que du premier de- 
gr& ou une simple ligne droite. Mais cela suppose expressement, comme 
on voit, que les moyennes harmoniques soient prises par rapport a des 
coefficiens numeriques egaux entre eux ou ä lunite; car, en £tait au- 
trement, la permutation qui, d’apres ce qui pr@cede, devrait &tre operee 
entre les co@lliciens relatifs aux diverses branches de la courbe, donnerait 
lieu a un nombre » (m —.1) de centres des moyennes harmoniques pour 
chaque transversale, 7 £tant d’ailleurs le degr@ de cette courbe ou le 
nombre de ces branches. 

Comme nous nous proposons, dans ce travail, de conclure directe- 
ment le theor&me de Cötes du prineipe des transversales de Carnot, nous 
n'insisterons pas sur la d@monstration qui precede, et nous passerons de 
suite a celle qui concerne le th&or&me fondamental de Newton, relatif 
aux abscisses et appliqudes paralleles des courbes geometriques. A cet 
effet nous nommerons 9, 9, 9, 2... les intersections rdelles ou ideales 
d’une telle courbe, supposee du degr& a, avec une droite ou un axe fixe 
trace arbitrairement dans son plan, et p, p’, »... ses intersections avec 
une parallele quelconque ä une droite donnee, dont le point de rencon- 
tre avec le premier axe, sera, de plus, represente par la lettre «. Cela 
pose nous savons deja que si, au milieu d’une courbe unique et distincte, 
du degre n, nous avions ä considerer un assemblage de droites ou de 
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sections coniques dont la somme des degres füt &gale A nm, nous aurions 
sans cesse la relation 

ap.ap'.ap”.... 

ag.ag'.ag'.... 
qui exprime que le produit des ordonnees ou appliguees ap, 
est celui des abscisses 09, ag”, dans un rapport qui demeure 
invariable quelle que soit la position du point @ sur laxe fixe, et bien que 
certains des segmens qui y entrent puissent devenir nuls, infinis, imagi- 
naires, ou changer de sens et de signe avec la position de ce point ou des 
appliqudes qui lui correspondent. Or cela tient uniquement üa ce que les 
produits dont il sagit n’ont qu’une seule valeur pour une möme position, 
valeur independante de l'ordre dans lequel on combine entre eux leurs 
facteurs simples, soit numeriquement ou par le caleul, soit gcometrique- 
ment ou par des constructions graphiques quil est facile dimaginer, et 
sur lesquelles nous n’insisterons pas, attendu qu'elles se rapportent ü des 
probl&mes elömentaires bien connus. | 


= const. = A, 


Supposons, en eflet, qu’on porte, sur chacune des appliquces paral- 
Iöles et ü compter de laxe fixe on du point @, une longueur @yY qui ait, 
avec une certaine ligne prise pour unite de mesure, le möme rapport que 
k avec Vunit@ numerique ou absolue, et qui, de plus, ait le sens que re- 
clame la loi des signes de position ou la construction elleetive et geome- 
trique de @ey; il est evident qu’on n’obtiendra, dans le cas de la courbe 
comme dans celui d’ım simple assemblage de droites ou de lignes du se- 
cond ordre, quun seul point y, et que la suite de tous ces points for- 
nera une ligne continue assujettie, dans toutes ses parties, a la m&me loi, 
au möme mode de generation; or je dis que cette ligne est gendralement 
une droite parallele a laxe fixe, comme cela a Iieu notoirement pour le 
cas ou la proposde se compose d’un systeme de lignes du premier ou du 
second degr&; ce qui revient ü dire que ey ou k demeure constant pour 
tous les cas possibles, 

D’abord il est aise de se convaincre que jamais le point generateur 
y ne peut s’cloigner A Tinfini du point ou de fixe; car il faudrait 
pour que cela eüt Jieu, ou que lun des segmens qui entrent dans le nu- 
merateur ap.ap.ap”.... de k, devint lui me&me infini, ce qui ne peut 
Ötre moins que la direction de lappliquee n’ait prise, contrairement 
a nos hypothöses, parallelement a Tune des branches ou des asymptotes 
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de la courbe, ou moins que lappliqule toute entire ne soit supposce 
linfini. Mais, en comparant ce «qui arrive, dans ce dernier cas, avec ce 
qui aurait hieu pour celui d’un simple assemblage de lignes droites ou de 
sections coniques; il sera facile de voir que le rapport k n’en conserve 
pas moins une valeur unique, qui est finie si la direction de laxe fixe et 
celle des appliqudes sont queleonques par rapport aux directions des diffe- 
ventes branches de la courbe proposde, et qu’on peut möme caleuler ou 
construire gcometriquement si les m asymptotes de cette courbe ou les 
directions de ses 72 branches infinies sont donndes. En effet, tracant, par 
exemple, les droites p9, paralleles a ces directions 
ou qui Joignent respectivement les intersections fixes 9, 97, 9" .... aux 
intersections 2, 2” »... de Vappliqude censce toute entiere linfini, 
la valeur du rapport k sera donnde pour ces m droites, et la m@me que 
celle qui appartient aux. interseetions dont il s’agit. 

Les differentes appliquces parallöles @p, ne contenant done qu'un 
seul point y & distance donnde, et n’en ayant aucun a Tinfini, il r@sulte, 
du prineipe general pose ei-dessus, que la suite de tous ces points y est 
une ligne du premier degr& ou une simple droite. Je dis, en outre, que 
e’est une parallcle a laxe 99° des abscisses; et, pour le prouver, il ne 
s’agit que de faire voir clairement quelle ne saurait rencontrer cet axe 
en un point qui soit situ@ a une distance assignable ou finie: or cela pa- 
raitra parfaitement elair si Von considere que, pour Fappliquee correspon- 
dante ce point, Tun des segmens @p, ap’... . devrait s’@vanouir, ce 
qui ne peut ctre qu’autant que Tintersection de la courbe, relative ü ce 
segment, se trouve en @ sur laxe fixe 99‘, et sans que par consequent 
l’abscisse correspondante ne devienne aussi nulle. Mais la loi de conti- 
nuite assigne une tangente en ce m@me point de la courbe, dont le rap- 
port, de Fordonnce ü Yabscisse, est preeisöment le m&me que celui des 
segmens nuls ou inliniment petits que considere. Donc ce dernier 
rapport et, par suite, la valeur de ay ou de k, ne cessent point d’etre 
«etermines et ne peuvent devenir nuls tant que le point d’origine @ des 
appliqudes se trouve ü une distance donnde ou finie sur Taxe des abscis- 
ses, ou tant qwil n’arrive pas que les el&mens tangentiels de la courbe 
en ses dill@rentes intersections 9, 9, 9” .... avec cet axe, se trouvent 
confondus avec la direction m&öme de ce dernier; toutes circonstances «qui 
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ne peuvent avoir lieu d’apres la generalit@ de nos hypotheses sur la situa- 
tion respective de la courbe et des axes dont il sagit. 

Coneluons done, en second lieu, que la droite des points y, ne 
pouvant generalement rencontrer 99’ en des points situds une di- 
stance donnee, il faut bien que cette droite lui soit parallele, ou que ey, 
ainsi que le rapport k, du produit des appliqudes ap, ap,’ ap” .... äüce- 
lui des abscisses correspondantes @g, @9‘, ag‘, demeurent invariables pour 
toutes positions possibles de ces appliquces et, par suite aussi, pour toutes 
celles que peut prendre Faxe des abscisses en se transportant, parallele- 
ment a lJui m&eme dans le plan de la courbe, ce qui constitue proprement 
le theoreme de Newton quil s’agissait de demontrer. 

Nous nminsisterons pas sur ce qui arrive dans les cas particuliers ou 
laxe des abscisses est pris tangentiellement a Vune des branches de la 
courbe, c’est-a-dire parallölement a de ses asymptotes, parceque la 
loi de continuit® indique elairement alors comment on doit entendre le 
theoreme ci-dessus, et que les eirconstances sont absolument les m&mes 
que celles qui se prösentent dans le cas bien connu des lignes du second 
ordre. D’ailleurs ces details, sur lesquels nous aurons occasion de reve- 
nir, na seraient point & leur place dans cette introduction, ou nous avons 
seulement pretendu prouver que le theorcme, qui doit servir de base prin- 
cipale ä nos recherches, peut &tre etabli a priori, en se fondant unique- 
ment sur le prineipe de continuit@ combine avec les donndes d’une 
metrie generale dont jai expose les premiers el&mens dans le traite des 
proprietes projectives des figures. 

Apres avoir donne, dans ce qui precede, un apergu, en quelque 
sorte historigue, de mes recherches sur les proprietes projectives des cour- 
bes gCometriques et des vues qui m’ont princeipalement en m’y 
livrant, de loin en loin, depuis 1816, il me reste a dire un mot du plan 
que yai adopte dans cette presente redaction, qui, bien loin d’oifrir un 
traite suivi et methodique sur la matiere, comme j’ai dit en avoir eu 
primitivement lintention, n’est quune esquisse fort imparfaite, peu cor- 
recte möme, je lavoue, des prineipaux resultats aux quels je suis depuis 
longtems parvenu, et que le peu de loisirs dont je puis actueilement dispo- 
ser, ne me permet pas de perlectionner davantage ni de mettre dans 
Vordre rigoureux que je leur eusse souhaite. 
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Prenant done pour definition, propre ü caractÖriser a la fois toutes 
les lignes et surfaces geom£triques, la relation qui subsiste entre les dif- 
förens segmens formds sur les cötds d’un triangle arbitraire par les inter- 
sections de ces lignes et surfaces, et voulant donner, tout d’abord, une 
idee de l’extension que peuvent recevoir les prineipes de la doctrine des 
transversales, jai debute, dans un premier paragraphe, par appliquer ces 
prineipes aux lignes du second ordre, considerees d’une maniere indivi- 
duelle ou dans leur combinaison, et qui ont tant et depuis si longtems 
oceupe la sagacit@ des seometres, quil semble que, dor@navant, il n’y ait 
absolument plus rien de vraiment neuf et d’interessant ü en dire. La 
facilit@ surprenante avec laquelle on arrive ainsi aux propridtes projecti- 
ves les plus g@nerales et les plus belles de ces lignes, me semble bien 
propre d’ailleurs @veiller lattention du lecteur et linitier dans lesprit 
de la methode. 

Passant de la & ce qui concerne les lignes du troisicme ordre, jai 
fait voir comment la theorie des transversales peut sur le champ con- 
duire a la d@couverte de leurs prineipales propridtes projeetives men- 
tionnces dans la partie historique de cette introduction, comme etant les 
corollaires de theoremes plus generaux concernant les lignes d’un ordre 
quelconque. Quelques unes de ces proprietes, relatives aux points d’in- 
flexion et aux quadrilateres complets inserits, ont &t@ longuement et pe- 
niblement demontrces dans le fraite des courbes geometrigues de Ma- 
claurin, qui, ainsı que je deja Egalement fait observer preeedemment, 
a envisagd les propridtes des courbes du troisicme degre d’une maniere tout 
fait speciale. 

Lors de mes premicres recherches sur cette maticre, javais eu lin- 
tention de donner une certaine etendue A larticle qui concerne la thlorie 
des lignes du troisiöme ordre, ü cause de la singuliere analogie quoflrent 
leurs propridtes avec celles des sections coniques ordinaires: je me proposais, 
par exemple, de les construire par points sous difförentes donndes, de 
construire leurs systemes d'intersections ou leurs systmes de tangentes 
relatives ü des droites ou ä des points de position assignee, de recher- 
cher tous leurs points singuliers ainsi que les proprietes dont jouissent ces 
points par rapport aux points ordinaires de la courbe etc. Mais, comme 
ces differentes questions se reproduisent @galement pour les lignes de tous 
les degres et donnent lien aux m&mes solutions generales, je me suis ici 
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born@ ä quelques propositions sp£eiales, propres & servir d’exemple de la 
fecondit@ des principes et de la fertilit@ de leurs applications. Ce que jai 
dit d’ailleurs, de ce möme article, concernant les intersections et les con- 
tacts divers des lignes du troisieme ordre et des sections coniques, doit &tre 
considere uniquement comme une sorte d’introduction a ce que je me 
propose de donner dans la seconde partie de ces recherches touchant 
les osculatrices des lignes d’ordre sup£rieur. 

Laissant lä bientöt ces pr@liminaires, je passe, dans un second pa- 
ragraphe, ü ce qui concerne les courbes planes geometriques, d’un ordre 
quelcongue, considörces d’une maniere individuelle et par rapport aux sy- 
stemes de transversales rectilignes qui peuvent les couper. Je fais voir 
comment on doit entendre ou appliquer, dans ce cas simple, l’equation 
ou la relation fondamentale qui definit A la fois toutes ces lignes; je m’oc- 
cupe ensuite des diff@rentes transformations cu traduetions, soit metriques, 
soit descriptives dont elle est susceptible dans certains cas, et notamment 
pour certaines situations partieulieres des transversales, ou, sous sa forme 
primitive, elle devient zllusoire, identigue et cesse ainsi de demeurer ap- 
plicable au systeme. Ces eirconstances se prösentent, entre autres, quand 
une ou plusieurs des intersections propres des transversales se trouvent 
situces sur Ja courbe ou se eonfondent entre elles, et elles donnent ainsi 
lien de nouveaux theor&mes sur les lignes ou surfaces g&ometriques, 
comme elles fournissent des ınÖthodes varices et simples pour le trac& de 
leurs tangentes et plans tansens, dans les differens cas. On verra que 
les transformations dont il s’agit reposent prineipalement sur le mode d’e- 
limination g@ndral par lequel on peut debarasser F’@quation primitive ou 
ses derivees, de certains segmens qui y entrent et qui les rendent illusoi- 
res dans les cas preeitds. 

Du reste, ü Pexception de ce qui concerne la relation que nous 
avons nommee involution simple de certains systemes de points en ligne 
droite, relation qu’on doit considerer comme fondamentale, nous avons 
fort peu insistE sur les propositions ou corollaires particuliers qui peuvent 
decouler de nos principes, dont lexposition methodique est d’ailleurs le but 
essentiel de la premiere partie de ce m@moire: c’est ainsi, par exemple, 
que nous ne fesons qu’indiquer, chemin fesant, les nombreux corollaires 
relatils aux points singuliers ou multiples des courbes, aux polygones qui 
leur sont ınserits ou eirconserits, a leurs systemes d’asymptotes etc. 
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Ayant montre, dans ce qui precäde, comment on peut rendre la 
relation fondamentale applicable a tous les dtats de la figure, ä toutes les 
situations possibles des transversales, nous nous occupons, dans un nou- 
veau paragraphe, de la determination ou du trae& möme des lignes glo- 
metriques par leurs syst@mes d’intersections avec des transversales don- 
nces, en nous fondant uniquement sur les proprietes qui dÖrivent de Ve- 
quation de definition de ces lignes. Cette discussion nous conduit A plu= 
sieurs resultats curieux, et notamment a celui-ci: „Lors qu’une ligne 
„metrique plane, d’un degr& quelconque, est donnd par un nombre suf- 
„isant de ses systömes d’intersections avec des droites ou transversales 
„arbitraires, on peut, non seulement deerire la courbe tout enticre par 
„points, mais, de plus, trouver directement ses intersections avec une au- 
„tre transversale donnce, le tout par des methodes purement lindaires, 
„ou qui m’exigent, en derniere analyse, que la construction de simples 
„lignes droites; par quoi on doit entendre d’ailleurs que toutes les cour- 
„bes auxiliaires qui servent a la solution du probleme, sont elles mömes 
„constructibles par de simples intersections de lignes droites.” 

Ce paragraphe, qui etait indispensable pour justifier Tadoption de 
notre @quation fondamentale comme definition caracteristigue et suffsante 
des courbes et surfaces geomeötriques, contient d’ailleurs le germe de tou- 
tes les recherches, sur la communaute d’intersection des lieux, qui seront 
mentionnees plus loin, et sp@eialement sur la determination des lignes et 
surfaces qui sont assujetties a des conditions donndes. 

Apres nous etre ainsi etendu sur ce qui concerne les systömes d’in- 
tersections des lignes geometriques avec des droites arbitraires, il dtait 
naturel de s’occuper des questions inverses relatives a leurs systömes de 
tangentes issues de points donnes; questions qui derivent immddiatement 
de nos prineipes sur la theorie des polaires reciprogues, attendu que tou- 
tes les relations metriques et descriptives pröc&demment examindes, sont, 
de leur nature, projectives ou telles quelles substistent ü la fois dans tou- 
tes les projections coniques de la figure; conformdment ä ce qui est rd- 
clam& par les consid£rations des N” 120. et suiv. du Memoire qui contient 
cette theorie. Mais, comme Pexposition des principes de cette m&me thdo- 
rie, a suscit@ quelques doutes dans lesprit de certaines personnes, notam- 
ment en ce qui concerne le degr& des courbes polaires r&ciproques de 
courbes planes donnees; comme d’ailleurs nous n’avons fait que glisser 
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sur cette importante et difiicile matiere, dans les N” 66. etsuiv. du M£- 
moire en question, et que, dans la crainte d’anticiper par trop sur le sujet 
de nos recherches relatives aux proprietes des courbes et surfaces, nous 
y avons neglige de d@montrer, priori et par les methodes 
metriques qui nous sont propres, quelques-uns des theor&mes dont nous 
sommes partis, tels que celui sur le nombre et le degr@ des intersections 
des courbes et surlaces, celui sur le nombre et l’espece de leurs tangen- 
tes ou plans tangens passant par les m@mes points ou les mömes droites; 
ces Jifförens motils nous ont engage a revenir sur ces questions fonda- 
mentales, qui demandent encore ctre €claircies et approfondies malgrd 
qwelles aient fait, dans ces derniers tems, lPobjet des meditations d’habi- 
les scometres analystes. 

En effet, la solution de ces questions depend, comme on peut le 
voir lendroit deja eit@, du perfectionnement d’une autre theorie, celie 
des points sınzuliers des courbes, qui n’est point encore completement 
faite malgrd les savantes recherches de nos premiers gdometres *), et elle 
tient aussi aux diffieultes les plus ardues de la science de l’@limination. 
Mais, quoi que les considerations d’une geometrie purement intuitive, ap- 
puyde de notions qui derivent de ladmission du principe de continuitd, 
nous aient permis d’entrer plus avant dans le fond de la question, nous 
ne saurions nous flatter cependant d’en avoir @clairci entierement les dif- 
Neultes et d’avoir dissipe tous les nuages dont elle demeure encore en- 
veloppee. 

A Voccasion de ces discussions, nous prösentons les @l&mens d’un 
nouveau mode de transformation des figures qui differe essentiellement, 
du moins en apparence, de celui qui ressort de la theorie des pöles et 
polaires des lignes du second degr@, mais qui, malheureusement, fait re- 
tomber sur les mömes resultats relativement aux questions de r@ciprocite, 
et n’offre d’autre avantage que celui d’une facilit@ plus ‘grande dans les 
moyens de construire la transformee ou derivee d’une figure donnee. 


Tel est lexpose suceinet des matieres contenues dans cette pre- 
miere partie de nos recherches, dont la seconde a specialement pour objet 


*, Vovez le traitd du calcul differentiel et du calcul integral de Mr. Lacroix, 


tom. 1ll., et /a thdorie des points singuliers donnee par Mr. Poisson, Jans le 14° ca- 
hier du Journal de PEcole polytechnique. 
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l’exposition des principales cons@quences relatives aux propridtds projecti- 
ves des systömes de lignes et de surfaces geomeötriques. 


Cette seconde partie, dont nous renvoyons la publication ü un pro- 
chain Numero de ce journal, w'oflre, pour ainsi dire, que le d@veloppe- 
ment et les applications des prineipes exposds, dans la premiere, sur l’a- 
nalyse des transversales: elle se subdivise egalement en plusieurs $$., dont 
nous nous contenterons d’exposer sommairement le contenu, deja men- 
tionne au commencement de cette introduction. 


( x . u A 

I’. Des systemes de lignes et de surfaces g@ometriques, du möme 
degre qui ont les mömes intersections communes, ou que touchent les 
memes plans, les mömes surfaces d@veloppables enveloppes; tracd efleetif 
de Fune d’entre elles, au moyen de toutes les autres, par des construections 
purement lineaires ou qui se rapportent uniquement A la gdometrie de 
la regle; de linvolution complete des syst&mes de points, de lignes et de 

faces; des Sometri | 

surlaces; des heux geometriques; probleme de Pappus resolu pour la pre- 


miere fois par Descartes; combinaison des lieux et de leur d“composi- 
tion en lieux plus simples. 


2°. Application de l’analyse des transversales ü la th£orie et ü la 
recherche des osculatrices du 2° degrd et des divers ordres, en des points 
determinds des lignes et surfaces gdometriques; tracd de ces osculatriees 
par points ou par l’enveloppement des tangentes, ü laide de constructions 
purement lincaires etc. 


3°. Prineipales consequences relatives aux centres, aux axes et 
aux plans de moyennes distances ou de moyennes harmonidques des lignes 
et surfaces geometriques individuelles, ou des systemes de lignes et de 
surfaces geometriques assujetties des conditions donndes; solution nou- 
velle du probleme relatif aux faisceaux convergens de tangentes, trace et 
proprietes des polaires successives 


Dans cette seconde partie, destince seulement ü lindieation rapide 
des principaux resultats de nos propres recherches et de celles des autres 
sur les courbes et surfaces de tous les degrds, nous avons neglig“ une in- 
finit@ de corollaires, neufs ou piquans, qui eussent ralenti notre marche. 
sans rien ajouter d’essentiel aux considerations theoriques qui peuvent ser- 
vir a faire saisir l’esprit general de nos mÄthodes, et en demontrer 
tilit& et la fecondite. 
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Ein insistant principalement sur les applications de la theorie des 
transversales, nous avons voulu prouver que cette theorie, envisagee comme 
nous le fesons, constitue aussi un corps de doctrine ä part, une sorte d’a- 
nalyse geometrigue tres digne de fixer Yattention des savans et surtout 
des auteurs d’Clömens, par la simplieit@ et la facilit@ de Valgorithme, la 
generalit@ et l’&tendue des eonsÖquences, la fertilit@ et la variet“ des res- 
sources qu'elle ofire dans la solution des questions les plus relevees. Si 
on prend d’ailleurs la peine de comparer le contenu des presens m&moi- 
res avec les belles et recentes d&couvertes, sur les propridtes des courbes 
et surlaces de tous les degres, qui ont &t@ exposdes par MM. Gergonne, 
bobillier, Chasles, Plücker etc. dans les annales de mathematigues, la 
correspondance de Bruxelles et le Journal de Mr. Crelle (anndes 1827 ä 
1530), on se convainera, j'espere, que, malgr‘ le retard involontaire qu’a 
Eprouve la publication de nos propres recherches sur cette matiere, et 
qui sont anterieures de plusieurs anndes, elles n’ont point encore perdu, 
sous tous les rapports, linteret et le merite de la nouveaute. 

Au surplus, en exposant les principaux thedoremes sur les inter- 
sections des lignes et des surfaces geometriques, nous ne nous sommes 
point astreints « en opÖrer ü chaque pas, comme Vont fait «uelques - uns 
de ces göcometres, la traduction en d’autres th&eor&mes relatifs aux tan- 
gences de ces lignes et surfaces, ce qui est toujours facile au moyen des 
principes gencraux de la theorie des polaires reciprogues. Nous nous 
sommes eontentcs d’en montrer, de loin en loin, des exemples, en in- 
sistant plus particuliörement sur ceux qui pouvaient offrir le plus d’interöt 
par lötendue des consdquences ou par les moyens d’y parvenir. 

A ce meme sujet, nous devons ici reproduire une observation im- 
portante par sa e’est qu’en partant directement des theoremes, 
sur les tangentes ou plans tangens des lignes et surfaces g&ometriques, 
qui sont les corrclatils ou reciproques de ceux de Carnot, sur les inter- 
sections des transversales arbitraires, et dont les @nonees se trouvent rap- 
portös a la fin du Memoire sur la theorie des polaires reciprogues 
(8° 125, et suiv., 141. et 142.), en partant, dis-je, de ces thöoremes in- 
vorses, on peut, par une analyse analogue a celle qui fait lobjet de ce 
travail, arriver, sur le champ et sans petition nouvelle de prineipe, a tou- 
tes les eonsequences ou propositions r&eiproques dent il vient d’etre parle; 
ce qui donnerait heu un autre moyen de decouvertes g&ometriques, ü 
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un autre corps de doctrine analogue a celui qui eonstitue Tanalyse m@me 
des transversales. En laissant done de cöte, fort souvent, tout ce qui 
concerne cette reciprocit‘, nous Öviterons d’entasser inutilement des thdo- 
remes dent l’exposition, ne coütant pour ainsi dire que la peine d’en 
transcrire les &nonces, serait d’un bien faible inter&t pour les lecteurs, qui 
estiment principalement, dans les sp@culations math@matiques, Vutilit@ des 
applications ou la nouveaute et la fertilit@ des routes qu'elles peuvent ou- 
vrir a lesprit dans la recherche de la v£ritc. 


Nota. Nous continuerons, dans ce travail, la serie des N” d’arti- 
cles oü elle en est restee dans notre memoire sur la tıdorie 
generale des polaires reciproyues *); par nous @viterons des repetitions 
de titres qui, par leur trop grande frequence, dans cerfains cas, ne man- 
ueraient pas de devenir fastidieuses. 


(La suite dans le cahier prochain.) 


*) Voyez tom. IV. cahier 1. du pr&sent journal. 
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4 
Uber dıe Summir ag gewisser Kettenbrüche, 


(Von Herrn Dr. Stern zu Göttingen.) 


Li Kuler's Opuse. anal. (7.1. p. 85.) findet man einen Aufsatz über die 


.. . n 
Summirung der Kettenbrüche, die in der Form m + ——— 14 enthalten 


sind. Euler gelangt dort durch sehr verwickelte Kunstgriffe zum Zweck; 
später hat sich auch Trembley mit diesen Kettenbrüchen beschäftigt 
(s. Mem. de lacad. de Berlin 1794). Einen einzelnen Fall hat Euler au 
einem andern Orte behandelt (Mem. de lacad. de Petersb. T. 4. pag. 52.), 
jedoch vermilst man dort den Beweis der wichtigsten Sätze. Ich habe im 
Folgenden gesucht, die dritte dort angewandte Methode genauer zu be- 
gründen, und dadurch zugleich eine einfachere Behandlung der allgemei- 
neren Form zu gewinnen. 


1) Es sei m+ —=(A)=f(m,n), und z eine ganze 


n+1 
m--2-+ etc 

| —1 
positive Zahl; ferner —1-+ und allge- 

_- 
mein a, = m—(r+) ), also 

| —1 

folglich /(m,n) = = (B). 


m+-2-- etc. 


Man setze z=r-+1, so ist 
1 2 2(—m-+-n—1) 


3 [—m-+n—2) +1] 

. +1] + 2(—m-t+n—1) 

Aus der Bildung dieser Werthe erhellt sogleich, dals der Zähler des 4 

Gliedes aus der Reihe &,_,, &_3> &, 4 u. s. w. das /fache des Nenners 


des vorhergehenden ist. Denkt man sich ferner eine Reihe, deren erstes 


u.5. W, 


etc. 
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Glied =1 ist, während die folgenden Glieder den Nennern der Werthe 
Von w. gleich sind, so wird man das Glied dieser 
Reihe erhalten, wenn man das /" mit n—m—/, das 2—1" mit /—1 
multiplieirt, und die Producte addirt. Diese Reihe soll im Folgenden durch 
dargestellt werden. 

1) Entwickelt man die successiven Differenzreihen der Reihe (D), 
so ist das erste Glied der s“" Differenzreihe = („—m—2) (n—m—3).... 

Es seien überhaupt a, b, c, resp. das m —1", m“, m--1" Glied 
einer Reihe, und man erhalte das m‘ Glied ihrer ersten Dillerenzreihe, 
indem man das 7” Glied der ursprünglichen Reihe mit 7—p— m, das 
m—1" Glied derselben mit a —1 multiplicirt, und die Producte addirt: 
so erhält man das m Glied der zweiten Dillerenzreihe, indem man das 
Glied der ersten Differenzreihe mit 2 —p — m—1, das m —1" dersel- 
ben mit multiplicirt, und die Produete addirt. Das m", m-H-1' 
Glied der ersten Dilierenzreihe ist resp. =b —a, ("—p—m)b-- (m—1)a, 
folglich ist das Glied der zweiten Dillerenzreihe 
es istaber e—b das m", b—a das m—-1" Glied der ersten Dillerenzreihe. 
Hieraus folgt unmittelbar, dafs man das 2‘ Glied der 2” Differenzreihe er- 
hält, wenn man das Glied der Dilferenzreihe mit 
das zn —1' Glied derselben mit 2 —1 multiplicirt, und die Producte ad- 
dirt. Das r' Glied der ersten Dilierenzreihe der Reihe (72) erhält man, 
wenn man ihr r"* Glied mit ("— m —r—1), ihr r—1'“ Glied mit r—1 
multiplieirt, und die Produete addirt; folglich findet man das 7" Glied ihrer 
/"® Differenzreihe, wenn man das r" Glied der /—1'” Differenzreihe mit 
n—m—r—/l, und deren 2—t1'“ Glied mit r—1 multiplicirt, und die Pro- 
duete addirt. Sind daher die zwei ersten Glieder der /—1'” Differenz- 
reihe resp. = A(n—m—1!), Aln—m—!)’, so sind die zwei ersten 
Glieder der Diflerenzreihe resp. = 
Aln—m—] (n"—m—l—2) + A(n—m—l) = A(n—m—!) 
und das erste Glied der 2+1'" Differenzreihe = An—m—!) (r—m—(l--1)) 
x (a„—m—(l+2)). Nun sind die drei ersten Glieder der Reihe (I) resp. 
=1, n—m—1, (n—m—N)(n— m—1)+1; folglich die zwei ersten 
Glieder der ersten Differenzreihe resp. = ra — m —?, die 
„wei ersten Glieder der zweiten Differenzreihe resp. = 
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(n„—m—2) (n—m—3)’, und überhaupt das erste Glied der s'” Differenz- 
reihe = (n— m —?) ....(n—m —s—1). 

3) Die Reihe (D) hat also immer eine endliche Menge von Dil- 
ferenzreihen, wenn m negativ ist; ist aber = positiv, so muls 5 72-2 
sein, denn ist 2<{m-+2, so bricht der Ausdruck (B) nicht da a wo 
der Zühler =0 wird, sondern es muls der dazu gehörende vollständige 
Nenner auch =0 sein; dies zeigt, dals alsdann f(rm,r) keine rationale 


Grölse, aber (wegen (4)) zwischen den Grenzen m und n-+ ein- 


m+1 
geschlossen ist. 
Wir setzen hier zuerst den letzten Fall bei Seite. Nennt man un- 
ter dieser Voraussetzung u, das x" Glied nach dem Anfangsgliede, so hat 


man nach den bekannten Formeln: 
u.=1+ etc., 
wenn überhaupt den Coöfficienten des Gliedes in der Potenz 
eines Binomiums bedeutet. 
Der Zähler des Gliedes aus der Reihe &_; u. 8. w. Ist 


also =r.u,_,, der Nenner =u,. Nun ist f(m,n) das n—1 Glied aus 
dieser Reihe, folglich 


( ) n) = 1m (n — 1) (n— 1) (n—2) etc. 
4) Setzt man mn+ — /(m,n-+-1), so kann man zwar 


den Werth dieses Ausdrucks aus (C) finden, aber man kann ihn auch un- 
mittelbar aus dem Werthe von f(m,n) ableiten. Setzt man nemlich 


(m, /(m,n) so hat man 


p= n— (n—1)(a—2) (n—1)n—2)(n—3) ete. 
Addirt man die unter einander stehenden Glieder, und bedenkt zugleich, dafs 


Ferner ist („—m)g=[1 (n—1) + 
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oder 
1 HB + B(n-1)(2-2) +ete. 
Addirt man die unter einander stehenden Glieder, und bedenkt, dafs 


so findet man ("—m)g +p=1 n =(), 


also 


(r-m)g9= 


/ n(/(m,n)-+1) 
fm, a+D) = 


Man kann auch aus /(m, = den Werth von f(m—1,r) = ablei- 


‘ 


ten; es ist nemlich 
m.p= (n—1) m (n—2) (n—3) ete.], 


+ (n—1)(n—2) ete.]. 
Die Summe der zwei in Klammern eingeschlossenen Ausdrücke ist = 
B(n—2) (n—2) (n—3) etc., wovon man sich leicht über- 
zeugt, wenn man immer das s' Glied des ersten Ausdrucks zu dem s +1" 
Gliede des zweiten addirt, und zugleich bemerkt, dals 

+ (r— m— 1))(r—1) = (r— m—1)(n—(!+1)) 
ist. Also hat man 


mp + (r—1)o. 
Ferner ist =p-+9, folglich 


/ m(f(n,m))+-n—1 
= 
Verbindet man die Formeln (C') und (C”), so ergiebt sich 
| mn(Sin, m)+-1) n(f(n, m) -Hn— m) 
Aus der Formel (C) kann man auch die beiden Ausdrücke mit Leichtig- 
keit ableiten, die Trembley (a. a. O. S. 110. und 114.) gegeben hat. 


Setzt man nemlich in derselben — zn statt 2, und z=?, so hat man 


2 1 a 
— m + —— oder —— —=1+m, Dies ist der 
mr 
2—m etc 1— m etc 


erste Ausdruck Trembley’s, und zwar ist er (nach 3.) allgemein gül- 
tig, weil nach Trembley’s Annahme 2 eine positive Zahl sein soll; un- 
ter der Voraussetzung, dafs m eine negative Zahl ist, folgt auch aus unse- 
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rer Formel: 


2 1 1 
daher 
1 
etc, 
woraus man eine, der Trembley’schen ähnliche Forme! erhält. 
5) Es sei 
n—s--2 
—s+2-+ etc. 


a, n— (st?) 
s+3 etc 
Setzt man für s den Werth »»--1, so hat man 
n—m—1 H n—m—?2 N 
m —— m+3+ 
etc. m+4-t etc. 


Es ıst aber alsdann —=/f(m,n)+1. Setzt man nemlich — = p, so 


bricht der Kettenbruch (2) immer ab, wenn man an den Zähler z — m —p 
kommt, und geht daher in folgenden über 


— — 
N’ 


3 
Durch ein ähnliches Verfahren wie das in (2) angewandte, findet man, dals 
MH das n—m—1", /\V das „—m—2" Glied einer Reihe ist, deren x'* Glied = 


alscı 


N == 1%" B(n—m —))+ (n—m—3) etc. , 
M 


(r—m—1) + (n— m — m-—3) etc. 


so hat man 
| 
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Man bemerkt sogleich, dals /V dasselbe ist, was in 4) 9 genannt wurde; 
zieht man ferner in den Werthen von \ und M die unter einander ste- 


henden Glieder von einander ab, so findet man V— M=—p, also 


M p 


Man hat also auf diese Weise zwei neue Werthe für f{r, r), nemlich 


Die Identität der vier Kettenbrüche (4), (DB), (4), (P') hat Eu- 

ler in den Opusc. anal. (a.a. 0.) auf einem ganz anderen Wege gefunden. 

6) Ist z<m+2, so erfährt man den Werth des Kettenbruchs 

am leichtesten, wenn man ihn nach den bekannten Regeln in eine Reihe 


verwandelt und den Werth dieser Reihe sucht. 
Der einfachste Fall dieser Art ist der Kettenbruch > „ (a). 


etc. 
Nennt man die Basis der nat. Logarithmen e, so findet man, dafs die- 
. 1 
ser Bruch =; ist. Er ist aber auch = *); es ist nemlich allgemein 
247 etc. 
b 
celc 
denn es ıst 
(Y) a b => b . 
ri W. b 
a b etc. 
1 (1) 
®) Dieser Bruch ist auch =1-- — ‚ denn hat ınan den Bruch — 
4-- 6 2 
etc. 
und setzt d4 so ist (1) -’=t°_ ich bemerke dies ausdrück- 


lich, um auf einen Irrthum aufinerksaın zu machen, den Schulze (Entwickel. einig. 
der wicht. math. Theer. S. 131. u.135.) wiederholt begangen hat. 


= 
TER 
x 
= 
Pr 
Pi 
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Fährt man auf diese Weise fort, so sieht man leicht, wie (y) in (ß) über- 
seht; folglich hat man auch 
2 
etc. 

7) Euler hat in den Mem. de l’Acad. d. P. (a.a.©.) noch eine 
Methode angegeben, die zwar weniger brauchbar ist, als die oben zum 
Grund gelegte, die ich aber doch kurz berühren will, weil Euler einen 
Hauptpunet übersehen zu haben scheint. 

Man setze den Kettenbruch 
n B— n--1 __ (n-H1) (S—m) 
4d—(m-+1) n— (m-H1)(S—m) 
der Werthe 5, #4, B etc. bilden eine arithmetische Reihe, 1, S—m, 
n— (m-H1)(S—m) ete., deren 2-+1'* Glied man erhält, wenn das 
mit — (m--/—1), das /—1" mit multiplicirt, und die Producte 
addirt; es lülst sich alsdann leicht beweisen, dafs man das s" Glied der 
n—-m-—1'" Dillerenzreihe erhält, wenn man das Glied mit —(r +s—2) 
multiplieirt; ist daher 2>n-+H1, also $ (nach 3.) rational, so wird jedes 
Glied der —m—1"” Dillerenzreihe = 0, wenn man das erste =) setzt, 
und jedes Glied giebt alsdann den Werth von 5; Euler hat nicht be- 
merkt, dafs immer die „—m—1" Differenzreihe diese Eigenschaft hat. 

8) Ich erlaube mir, hier noch einige Worte über eine Bemerkung 
Euler's zu sagen, die, wie ich glaube, irrig ist. Kuler findet in den 
Comm. Acad. Petr. (T.IX. pag. 123.), dals die zwei Kettenbrüche 


n 


usw. Die Nenner 


also A= 


1 1 
a-t- und (mn+Natn+ 4 
— 
| 
{ 


identisch sind; es ist dort kein allgemeiner Beweis gegebeu, der sich 
indessen leicht führen lälst. Setzt man nemlich 


nt etc. n—-etc. 
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so ist 

nac--1 1 nc+1 

mn+1 

Setzt man so findet man s= (mn +1)e-+ m, also 

— 


1 1 
((mn+1 Auch findet man auf dieselbe Weise 


(mut 


1 
s= 1 
m+(mn-+1)7/” 
Nun kann man ebenso den Werth von y entwickeln u. s. w. 
Hierauf führt er fort (pag. 128): „„quemadmodum hic fractiones con- 


tinuas, quarıum denominatores ita interrupto ordine progrediuntur, ut in- 


also 


ter binos quosque contiguos duae interpositae sint quantitates constantes, 
consideravimus, ita eadem reductio extendi potest ad quatuor vel sex etc. 
quantitates constantes interpolatas. Numerus autem impar quanti- 
tatum constantium interpolari nequit.” Die oben angewandte 
Reductionsmethode ist aber wirklich auch auf eine unpaare Anzahl constan- 
ter Gröfsen anwendbar. Es sei z.B. 


1 1 1 
1 m etc 
m+— 
m elc 
c etc 


so findet man 


1 1 
(em+1 
EDENSO 
= — (im+1— (em+1— ) 
om 1-+-my}/’ m etc.) ’ 
also 


5 = — (am+1— 4 


Man kann den Bruch $ auch auf folgende Weise verwandeln. Man setze 


Crelle's Ionrnat d. M. Bd. VII. 1. 7 


“ 
= 
m etc. m eic. 
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so hat man 


ferner sei 
b b 
(mb--2)m 


k= —(mb+1)— m(mb-+?2): 


so findet man 


und 


1 
m 


1 
mb+2 


— 1 
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5 
Nouvelle methode pour decouvrir des theoremes 
de geometrie. 
(Par Mr. L. J. Magnus a Berlin.) 


Mooceupant, il y a quelque temps, d’une exposition analytique de la 
theorie des polaires r&ciproques, je suis parvenu ü des resultats que je vais 
publier en partie, dans l’esperance qu'ils ne manqueront pas tout-a- fait 
d’interet. Je ferai voir que peut tirer de chaque theor&me sur les 
lignes droites, ou bien sur les droites, et tout au plus deux coniques, qui 
se coupent, si le theoreme est d’ailleurs de nature a ätre doubi@ par la 
th£&orie des polaires reciproques, deux autres thdoremes, dont chacun son 
tour est de nature a &tre double par la theorie des polaires r&ciproques; 
de maniere que le premier theoreme sera la source de eing autres, dont 
la verit@ sera dvidente sans qu'on ait besoin de la constater par une 
d@monstration. 

La lecture de l’excellent m&moire qui se trouve p. 268. du tome V. 
de ce Journal, ou M. Plücker, un de nos geometres les plus distinguds, 
a fait voir la possibilit@ de tirer de certains theoremes sur les lignes droi- 
tes, des theor&mes nouveaux sur les courbes, m’avait fait d’abord balancer 
a publier le r&sultat de mes recherches. Mais je me suis determind a com- 
muniquer ce qu'on va lire, par la consid£ration, que lanalyse dont je fais 
usage, differe de celle deM. Plücker; et que, pour appliquer la methode 
actuelle, il n’importe en rien de savoir de quelle maniere est d@montre 
le theoreme duquel on veut tirer un autre. D’ailleurs il fera peut-etre 
plaisir au lecteur de voir decouler d’une source commune les equations 
«ui servent de base la theorie des polaires r&eiproques, la collincation 
et a la methode en question. 


1. 
Considerons deux plans P et Il, et supposons les points de Tun rap- 
portes aux points de lautre, de maniere quü chaque point > du plan P 
correspond un point 7 du plan II, et reeiproquement. Deux cartes gco- 


graphiques d’un m@me pays, constraites suivant deux methodes de projec- 


4 
“ 
= 
= 
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tion, presentent un exemple d’un tel rapport entre les points de deux 
plans; car, “a chaque point de Fune des deux cartes, correspond un point 
de lautre. 


J'y ajoute encore la restrietion, qu’a un point > du plan P, il cor- 
respond seulement un point 7 du plan II, et outre cela nul autre ni reel 
ni imaginaire; et de m&@me, qua un point e du plan Il, il correspond 
seulement un point r du plan P, et outre cela nul autre ni rcel ni 
imaginaire. 

Soient x, y les coordonndes reetangulaires ou obliques des points 
r, etc. du plan P, et soient £, les coordonnees semblables des points 
correspondants 7, ge, etc. du plan II; les valeurs de £ et u deviendront 
determindes si lon donne ü x et y des valeurs constantes, et r&ciproque- 
ment les valeurs de x et y deviendront determindes si l’on donne a £t etu 
des valeurs constantes. Il faut done quwil existe en general deux &qua- 
tions entre x, y, f et u; et comme ä un point il ne doit repondre qu’un 
point unique, il faut que ces @quations ne soient que du premier degre, 
et par rapport x et y etpar rapport a et u. En eflet si ces &quations, 
ou seulement une d’elles, &toient d’un degr@ plus haut ou transcendantes, 
il correspondrait, & un point d’un plan, plusieurs points (rdels ou imagi- 
naires) de lautre, ce qui est contre la supposition. 


La forme generale de ces &quations sera 
l. == 0, 
2. = 0, 
ol a, b, ec, etc. sont des constantes arbitraires, qui peuvent ötre determi- 
nees dans chaque cas particulier. Mettons dans ces @quations pour x et y 
les valeurs constantes x’ et y’, et denotons les valeurs de £ et u, qu'on 
en tire, par t’ et u’; il est @vident, qu’en mettant dans les &quations (1. 2.) 
pour £ et z les valeurs 2’ et z’, les valeurs de x et y, qui en resultent, 
seront dgales A x’ et y’. I suic delä que si a un point > du plan P cor- 
respond un point 7 du plan II, il correspondra r&ciproquement au point 
7 du Plan Il le point p du plan ?., 
Dösignons, pour abreger, les fonctions lineaires de x et y, qui en- 
trent dans les quations (1. 2.), respectivement par 4, 4,4", B, b' et 


nous aurons 


3. Autdtt4"=0, e 4 Bu+Bt+B'=0, 
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d’ou Lon tire 
5 _4' PB! A'B— 


A TV’ensemble des points d’une droite du plan II, dont P’&quation soit 
6. u=gt+h, 
correspondra une suite de points du plan P, qui, par leur continuit, for- u 
meront une ligne, dont l’equation peut ätre trouvde par la substitution des 
expressions (5.) au lieu de ? et de x dans l’@quation (6.). Donc on aura 


l’equation suivante 

7. ADB) = 0, 
qui est du second degre, d’ou Von voit qwä une droite (6.) du plan II - 
il correspond en general une conique (7.) du plan P, 


Or, les expressions 


8. 9 AB—AB, 
se reduiront a zero, si Von pose simultanement 1=0 et B=0, ce qui 2 
ne peut avoir lieu que pour une seule couple de valeurs reelles de x et y, :- 


4=0 et B=0 etant du premier degre. Mais les expressions (8. 9.) fe 
etant toutes deux du second degre, seront r@duites A zero par quatre cou- 
ples de valeurs de x et y. Or, une de ces couples de valeurs est reelle, 
comme nous venons de le trouver; il faut donc qu’entre les trois couples 
restantes il se trouve au moins encore une couple de valeurs reelles. Pour A: 
chacune de ces trois couples de valeurs de x et y on aura simultaudment 5 
A'bB—AB'=0 e AD —-AB=0, 

B B B’ B' 

d’ou lon voit que chacune de ces trois couples de valeurs de x et y sa- 
tisfera lequation (7.) quels que soient et A. Done chaque conique 
du plan P qui correspond ä une droite du plan Il ira passer par trois ez 
points fixes du plan P, dont un au moins sera r&el. Nommons ces points, Me 
points principaux du plan P, et designons les par 


En ordonnant les equations (1. 2.) par rapport aux variables x et 


yona 
10. = 0, 


= 
ER 
> 
= 
; 
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ou, en denotant les fonctions lindaires de z et t, qui y entrent par M, 
M‘, M", N, et N“, 
12. My+Mc+M—=0, 1. No, 


d’ou 4 M'N—-MN 


MN'—M'’N MN'— 
A une droite du plan P, dont l’&quation soit 
y-= MX + n 


il repondra done en g@neral une conique du plan II, dont 

(M’ N" — — m(M“ N— MN')—n(MN’—M'N) 
sera l’&quation. Par des raisons analogues A celles que nous avons deve- 
loppees plus haut, cette conique ira passer par trois points fixes 7,, 7,5 73 
du plan II, dont un au moins sera rel, et que nous nommerons points 
prineipaux du plan Il. 

L’@quation d’une conique du plan P, qui passe par les trois points 
principaux peut toujours &tre mise sous la forme 

+ d’B— AD") + u(4B—AB') — 0, 
ou A et x» sont des co@ffieiens indeterminds. Substituant, a cause des 
AB"—A'"B A'B—AB"' „_. . 
et TH il vient l’equation 

qui est celle d’une droite du plan Il. Done ä une conique passant par les trois 
points prineipaux du plan P, il repond r&eiproquement une droite du plan II. 

De la m&me maniere on se convainera une conique passant 
par les trois points prineipaux du plan II il repond une droite du plan P*), 

Or, comme A un point commun ä deux droites d’un plan, il r&pond 
un point de lautre qui se trouve situ@ sur deux coniques passant par les 
points prineipaux de ce plan, il s’ensuit qu’au point de concours de deux 
droites d'un plan, il repond le quatrieme point d’intersection de deux 
coniques passant toutes deux par les m@mes points prineipaux de l’autre 
plan; et reciproquement, qu'au quatrieme point diintersection de deux 
coniques passant toutes deux par les m&mes points principaux d’un plan, il 
repond le point de concours de deux droites dans l’autre plan. 


equations (5.) et au lieu de 


*) A une conique qui ne passe pas par les trois points principaux de l’un des deux 
plans, il repond en gendral, dans P’autre plan, une courbe du quatrieme degre & la- 
quelle appartiennent les points principaux de ce plan comme des points singuliers, 
ei u une courbe du z"® degr@ qui ne passe pas par les trois points principaux de 
"un des deux plans, il r&pond en general dans l’autre plan une courbe du (2n)* degre. 
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Voici, en resumant, les relations principales qui existent entre les 
points des deux plans P et Il. 

Autant il y aura dans lun des deux plans de points situds en ligne 
droite, autant on rencontrera dans l’autre de points situds sur une möme 
conique passant par les trois points prineipaux; et r&ciproquement, autant 
il y aura dans lun des deux plans de points situes sur une m&@me conique 
passant par les trois points principaux, autant on rencontrera dans l’autre 
de points situes en ligne droite. 

Autant ily aura dans l’un des deux plans de droites concourant en 
un möme point, autant on rencontrera dans l’autre de coniques passant 
par les trois points principaux et par un möme quatrieme point; et reci- 
proquement, autant il y aura dans lun des deux plans de coniques pas- 
sant par les trois points principaux et par un möme quatricme point, autant 
on rencontrera dans l’autre plan de droites concourant en un m&me point. 

Il est bon d’observer plusieurs droites d’un plan parallöles & 
une meme direction, il repond dans l’autre plan des coniques passant par 
les trois points prineipaux et par un möme quatricme point. En ellet, 
si lon suppose que dans l’equation (6.) la valeur de g soit constante et 
celle de % variable, cette &quation appartiendra ü une infinitd de droites 
paralleles une direction; mais dans la m&me supposition I’&qua- 
tion (7.) appartient ä une infinit@ de coniques passant par les trois points 
prineipaux Pıs Ps et par um quatricme point, car cette equa- 
tion sera satisfaite par les valeurs de x et de y qui satisfont a la fois aux 


equations 
14. (4B"— 4"B)—g(4"B— AB") = 0, 


15. AB—-AB = 0, 
et comme ces quatre valeurs sont ind@pendantes de la valeur de A, toutes 
les coniques exprimdes par l’@quation (7.) auront les m@mes quatre points 
d’intersection, dont trois sont, comme l’on sait dejü, les trois points prin- 
cipaux. Le quatrieme de ces points d’intersection r&pond au point de 
concours des droites paralleles, c. a. d. a un point infiniment distant. Si 
fon varie la direction des droites paralleles en variant la valeur de g, 
l’&quation (14.) varie aussi, mais l’&quation (15.) reste la m&me. II suit 
de la qu’aux points infiniment distants dans un des deux plans, il repond 
des points de l’autre, qui sont situ&s sur une seule et möme conique pas- 
sant par les trois points principaux. 
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Il est presque superflu de faire oberver qu'entre les coniques cor- 
respondantes ü des lignes droites, ilse trouve aussi des systemes de deux 
droites et des points: et pour ne pas tre trop long, nous negligerons de 
prouver qu’a chaque droite passant par un des trois points prineipaux d’un 
plan, il r&pond un systeme de deux droites qui contiennent les trois points 
prineipaux de Tautre plan. Mais c’est dans le but d’en faire usage plus 
bas, que nous faisons remarquer qu’üa um systeme compos@ d’une conique 
passant par les trois points principaux et d'un nombre quelconque de scd- 
cantes daus un plan, il r&pond dans l’autre plan un systöme compos@ d’une 
droite et d’un nombre egal de coniques passant par les trois points prin- 
cipauxz; et qu'en consequence si dans le premier plan les s@cantes devien- 
nent des tangentes, les coniques dans le second plan toucheront la droite. 

En laissant de cöte ce qui concerne la determination des constan- 
tes a, b, ec, etc. pour le cas general, et en nous reservant de reprendre 
vet objet dans une autre occasion, nous allons considerer quelques cas 
particuliers, et en premier lieu ceux qui conduisent a des resultats connus. 

2. 

En supposant que les constantes qui entrent dans les fonctions 4’ et 
B soient egales a zero, et qu’en meme temps celles qui entrent dans les 
Tonetions 4 et soient respeetivement egales entr’elles, de sorte qu’on ait 
les “quations (1. 2.) se reduisent aux suivantes 

16. 

17. 
qui sont les m@mes que Mr. Moebius a donnees comme quations fon- 
damentales de la collineation *). 

A une droite du plau I] 

um gt-I 
il repond alors la ligne du plan P 
= 0 
qui, comme l'on voit, est de m@eme une droite. 

Quelles que soient les constantes @, b, etc. dans les &iuations 
(16. 17.), ces @quations peuvent, par une simple transformation des 
coordonndes, en supposant que les angles des nouveaux axes dans les deux 


®) Voyez T. IV. p. 103. de ce Journal. 
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plans soient &gaux entr'eux, reduites ü la forme 

18. 

19. 
Maintenant, si lon pose le plan P sur le plan II de maniere que les axes 
des coordonnees coineident, toute droite qui joint deux points corres- 
pondants ira passer par l'origine commune des coordonnees, qu’on peut 


appeler centre de collineation; car a cause des @quations (18., 19.) on a 
Reciproquement toute droite joignant un point lorigine pas- 
sera aussi par son point correspondant. 

Pour trouver les points qui, dans les deux plans ainsi superposds 
tombent sur leurs correspondants, on na quiü faire uv=y ett=x dans 
les &quations (18., 19.), ee qui donne 

et 
De ces @quations on tireou y=0 ouay+bx-+c—1=0; d’ou lon 
voit, qu’ü lexception du centre de collindation, tous les points qui tombent 
sur leurs eorrespondants sont situes sur une droite, exprimede par l’@quation 
aytix+c—1=0, 
qu’on peut appeler axe de collineation,. II est facile de voir que le point 
de concours de deux droites correspondantes se trouvera sur cet axe. 

Par le moyen des @quations (18., 19.) et de ce que nous venons 
de dire, on peut d@montrer d’une manicre facile nombre de theoremes 
de la gcometrie de situation; mais notre intention »’cst pas d’en donner 


ici des exemples. 
3 


Les @quations (1., 2.) embrassent aussi le cas ou les co@fficiens 
a,b, @', ete. sont respectivement egaux aux coöfliciens &, ß, Y, «', etc. 
de sorte que les fonetions 4, 4° et A” sont identiquement les m&mes que 
les fonctions B, B‘ et DB”. Alors des deux &quations (1., 2.) ren- 
ire dans Fautre, et en donnant a x etüy des valeurs constantes x’ et 
les valeurs de et restent indetermindes. un point x’y‘ du 
plan P il ne repond plus comme auparavant un point !'u’ du plan II, 
mais une droite de ce dernier plan, exprimde par l’@quation 
Ouelles que soient les constantes @, b, c, «’, etc. dans cette @qua- 
tion, elle peut, par une simple transformation des coordonnces, en sup- 
posant que les angles des nouveaux axes dans les deux plans soient Cgaux 
Erclle's Sonrnal d. M. Bd. VIT. Hft. 1. 8 
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entr’eux, rdduite a la forme 
21. 
Maintenant si lon pose le plan P sur les plan II de manicre que les axes 
des coordonndes coincident, il r@pondra ä un point «ß la droite, 
soit que Von eonsidere ce point comme un point du plan P, ou comme 
un point du plan Il; car Pequation (21.) est symetrique par rapport A x, 
t et y, u, ce qui est visible en l’eerivant ainsi 
22. tes +f=0. 

Pour trouver les points qui, dans les deux plans ainsi superposds, 
tombent sur leurs droites correspondantes, on m’a qua faire u=y et 
x dans l’equation (22.), ce qui donne 

23. 0; 

d’ou Fon voit que ces points sont situcs sur une conique. 

il serait inutile de d@velopper ici les proprietes de la droite (21.), 
cette droite n’Ctant autre chose que la droite polaire du point xy par rap- 


port a la conique (23.). 
4, 


Nous supposons ü present que les &quations (1, 2.), par une deter- 
mination particulicre des constantes, prennent la forme 
24, =(, 


25. zu— yt=(0. 
Alors on a 
= 


et t= — 


== 


et il repond ä une droite du plan TI, dont l’equation soit 
une conique du plan P, dont l’@quation sera 
26. ey 

Mais les deux premiers termes de cette dquation restant les m&mes quelles 
que soient les valeurs de g et A, c. ü d. quelle que soit la droite (6.), on 
voit que, dans la supposition actuelle, les coniques du plan P, qui repon- 
dent aux droites du plan II, seront toutes homothetiques (c. ad. 
semblables et semblablement placdes). Il est clair que toutes ces coniques 
iront passer par lorigine des xy, qui est un point prineipal p,, du plan P 
dont les deux autres points prineipaux p,, ?, tombent ä Tinfini. 

Au point de concours de deux droites du plan II il repond ici le 


second point d’intersection de deux coniques correspondantes du plan P. 
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A des droites du plan II parallcles a une m&me direction il r&pond 
deux coniques du plan P qui se touchent au point principal p,. En eflet 
l’equation de la tangente ü la conique (26.) dans un point x’y’ est 


qui, en faisant et x’=0, se reduit 
quation de la tangente a la conique dans lorigine des xy, laquelle est 
independante de 7, et ne variera pas en supposant la valeur de g constante. 
Aussi est-il visible que langle sous lequel se coupent der droites 
du plan II est egal a Fangle sous lequel se coupent au point p, les deux 
coniques homothetiques eorrespondantes du plan P. 


Dans le cas actuel nous n’avons presque pas besoin de nous arreter 
ü faire voir qu’a une droite du plan IT qui passe par le point prineipal 7, , 
origine des Zw, il repond une droite du plan P qui contient le point prin- 
cipal p,; en eflet, en galant zero, (26.) se reduira 

y—gr—=(. 

Si, par une determination des constantes plus particuliere encore, 
on rend dans les &quations u. 25.) b=0, alors a une droite (6.) il 
rcpond une courbe 

qu’on voit une parabole; ou si fait dans les &quations (24., 25.) 
b=a, les courbes qui repondent aux droites (6.) seront toutes des cercles. 


I. 

A present nous allons faire voir par quelques exemples comment 
on peut, au moyen de ce qui preeede, decouyrir des theoremes nouveaux. 

1°. Nous supposerons en premier lieu que ce soient des coni- 
ques homothetiques qui röpondent des droites. 

Soient dans un triangle rectiligne abe du plan P abaissces des 
sommets a, b, c, sur les cöt&s oppos6s trois perpendiculaires ce‘ 
qui concourent, comme l'on sait, en un seul et m&me point 7. 

Aux cötds ab, be, ac du triangle, il r&pond dans le plan II trois 
eoniques homothetiques passant par le point principal 7, et se coupant en ou- 
tre, deux ä deux, dans les trois points &, ß, y, qui correspondent aux trois 
points @, b, c. Aux trois droites aa’, bb’, cc’ correspondent trois coniques 


homothetiques passant respectivement par les points «, (3, Y, et coupant respec- 
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tivement les trois premicres coniques dans le point , sous des angles droits. 

Or, les trois aa’, bb’, ec’ concourent en un m&me point p, il faut donc que les 

trois coniques correspondantes concourent aussi en un möme point z. Donc 
„si trois coniques homothetiques m,uß, 7,4Y, se coupent tou- 
tes trois en un m&me point 7,, et, deux a deux, dans les points 0, 
ß, Y et si par les points z, et a, , et P, 7, et y on fait passer les 
trois coniques 7,00, 7,2‘, 7,YY', homothetiques aux premicres et 
de sorte qu’elles coupent respectivement les coniques 
au point 7, sous des angles droits, ces coniques 
7,yy', iront passer de nouyeau par un seul et m@me point 7.” 

2°. Nous supposons maintenant que ce soient des cercles qui cor- 
respondent ä des droites. 

Dans le plan P soient tirces d’un point queleonque p deux droites 
d, d’, coupant un cerele c, qui passe par le point principal p,.. En joi- 
gnant, deux ü deux, les points d’intersection «@, 5, «’, par deux nou- 
velles droites e, e’, ces droites iront concourir en un point p’ situd sur 
la droite polaire s du point >, quelles que soient les directions des droites 
d et d‘. Si le point p deerit une droite r, les droites polaires s pivo- 
teront sur un meme point £. 

Dans }e plan II il repond au point > du plan P, un point 7; au 
cercle c, une droite y; aux droites d, d‘, deux cercles 0, ö‘, passant par 
les points 7, et 7, et coupant la droite y en quatre points a, P, a’, P', 
correspondants aux points @, b, a’, b’; et aux droites e, e‘, il r&pond 
deux nouveaux cereles &, &’, passant par le point principal 7, et joignant, 
deux A deux, les points a, ß, a‘, P’. Ces deux cercles auront un second 
point diintersection 7’ correspondant au point p’, et, quels que soient les 
rayons des cercles d et ö/, ce point 7’ sera toujours situ sur un seul et 
möme cercle 7, qui, en correspondant a la droite s, passe par le point 
%. Si le point 7 decrit un cerele eg, qui correspond a la droite r, et 
passe par le point 7,, les divers cercles «, qui en naissent, auront un seul 
et second point d’intersection 7, correspondant au point f. 

„si par deux points fixes 7, 7,, on fait passer, avec des rayons quel- 
conques, deux cercles eoupant une droite donnde en quatre 
points a‘, et si lon deerit de nouyeau deux cercles €, €’, 
qui, en passant par un des deux points fixes 7,, joignent les points 
a, (2, ©, deux deux; ces deux cercles &, auront un second 
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point d’intersection 7’ toujours situd sur un !seul et m&me cercle o, 
qui contient le point 7, quels que soient les rayons des cercles Ö, ö. 
Si le point z decrit un cercle g, qui passe par le point 7,, les divers 
cercles 7, qui en naissent, auront un seul et möme second point d’in- 
tersection 7.” 

En invoquant la theorie des polaires reciproques, on obtient le theo- 
reme suivant. 

„Si lon deerit deux eoniques confocales d, ö’, dont chacune touche deux 
droites fixes 7, 7,, et si, d’un point donne Y, on mene a chacune de 
ces coniques deux tangentes a, [3 et a, ß’; de plus, si dans les deux 
triangles formes respectivement par les droites z7,, &, «' et par les 
droites 7,, ß, ß/, on inserit deux nouvelles coniques &, €’ de möme 
foyer que les premieres; ces coniques €, €’ auront une seconde tan- 
gente commune 7’, qui touchera une seule et m&me conique 7 ayant 
le me&me foyer et la m&me tangente #,. Si la droite z change de 
situation, mais de maniere ü rester tangente ü une m@me conique con- 
focale o qui touche la droite z,; les diverses coniques 7 qui en nais- 
sent, toucheront une seule et mäöme seconde droite r.” 

En supposant toujours que ce soient des cereles qui r&pondent ä des droi- 
tes, prenons pour second exemple le th&orcme suivant gencralement conmı. 

Si par le sommet s d’un angle circonserit a la fois a deux cercles 
ayant une corde commune reelle > p,, on mene deux droites queleonques 
coupant ces cercles en huit points, et si l’on joint les points d’intersection 
dans chaque cercle par de nouvelles droites; les directions de quatre de 
ces droites formeront un parall@logramme, dont deux sommets seront situds 
sur la direction de la corde pp, et dont les deux autres sommets seront 
en ligne droite avec le point s. 

En prenant l’un des deux points communs ä ces deux cercles, », 
par exemple, pour point principal d’un plan, on aura dans Fautre plan 
au lieu de ces deux cercles, deux droites se coupant en un point 7, qui 
repond au point p; au lieu des deux tangentes partant du point s, deux 
cercles qui, en touchant les deux droites, passent par les points 7, et ro. 
Au lieu de la corde commime pp, (qui est une droite passant par un point 
prineipal) on aura une droite 77,; enlin au lieu des quatre cötds du paralle- 
logramme on aura deux couples de cercles qui se touchent au poit 7,. Donc 

„soient deux cercles c, c’ inscrits en un möme angle donne dont le 


A 
B; 
% 
= - 
=7 
Ab: 
> 
| 
SER 
e 
>> 
7 
1 
N En 
2 


62 5. Magnus, nouvelle methode pour ddcouvrir des Iheoremes de geometrie. 


sommet soit 7, et soient decrits avec des rayons arbitraires deux au- 
tres cercles d, d’, qui passent par les points d’intersection 7, et « des 
deux premiers et qui coupent les cötes de langle donn‘e. Or, si lon 
deerit de nouveau des cereles, qui en passant par le point 7,, joi- 
gnent de nouveau et deux Aa deux les points d’intersection situds sur 
une meme droite, il s’y trouvera deux couples de cercles qui se tou- 
chent au point z,; des deuxicmes points diintersection de ces quatre 
cercles deux points seront situes sur la direction de la droite 77,, et 
deux autres sur la eirconference d’un cercle passant par les points 7, 
et c, quels «que soient les rayons des cercles d, d’.” 
Il sera facile de former, par le moyen de la theorie des polaires 
reeiproques, le th&eoreme correspondant sur des coniques confocales. 
3°. En supposant presentement que ce soient des coniques quel- 
conques passant par les mömes trois points 7,, 7,5 73, qui repondent a 
des droites, nous allons donner un exemple de la manidre de sextupler 
un theoreme. 

Thecoreme 1. Dans tout hexagone inserit ä une conique les points 
de conceours des cötes respeefivement opposds sont tous trois situds sur 
une möme droite. (Pascal.) 

De li on tire par la theorie des polaires r&ciproques le theor&me suivant 

Theoreme Il. Dans tout hexagone eirconserit ü une conique les 
diagonales qui joignent, deux a deux, les sommets respeetivement oppo- 
ses se eroisent toutes frois en un möme point. (Brianchon.) 

Du premier theoreme nous tirons le suivant 

Theoreme El. „Sur une droite quelconque soient pris arbitrai- 
rement six points Si Von deerit six coniques 
qui passent par trois points fixes et qui joignent 
respeetivement deux points conseeutils sur la droite; le quatricme point 
dintersection de la 1" conique et de la #”"", de la 2“ et de la 5°“, de 
la et de la seront situes tous trois sur une conique pas- 
sant par les trois points fixes 7,5, 7.5 73.” 

Le second theor&me donne le suivant 

Theoreme IV. „,Soient acerits six coniques qui passent par trois 
points fixes 7,, 7,, 7; et qui touchent une mäme droite; et soient de- 
signes les quatricmes points diinterseetion des coniques consccutives par 
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7,%,7%;0;,@, qui passent par les points fixes 7,, 7;,, 7; et qui joignent 
respectivement les points a, et @,, @, et @;, @, et @;, ces trois coniques 
auront un m&me quatrieme point d’intersection.” 

Du troisicme theorcme on obtient, par la des polaires r£ci- 
proques, le suivant 

Theoreme V. „Söient tirdes arbitrairement!six. droites @, 0,0, ...0, 
partant d’un m&@me point. Si dans les six pentagones, formds par trois 
droites fixes 7,, et respectivement par deux droites consÖceutives 
de ces six droites &,, on inscrit six coniques, les quatricmes 
tangentes communes la premiere conique et la quatricme, ä la se- 
conde et ala cinquieme, la troisicme et la sixicme, formeront avec 
les trois droites 7,, 7;, 7; un hexagone, dans lequel on peut inscrire 
une conique.” 

Enfin du «uatricme theoreme on obtient par la thÖorie des polaires 
reeiproques le suivant 

Theoreme VI. ,„Soient decerits six coniques touchant trois droites 
fiXes 7,5 7, 75, et passant par un point; et soient designees les qua- 
tricmes tangentes communes deux coniques consccutives par 
Si dans les trois pentagones formes respeetivement par les droites 7,, 7; » 
ques, ces coniques, auront une m&me quatrieme tangente commune.” 

Il est bon d’observer que les constructions contenues dans les Enonces 
de ces six th&oremes peuvent varides de soixante manicres dilf@rentes. 

On verra facilement que nous aurions pu donner nombre d’exem- 
ples de la maniere de multiplier, par la methode en question, des theo- 
remes de la g@omeötrie de situation; mais nous eroyons que les exemples 
donneds suffiront pour faire connaitre son application. 

Au reste ne manquons pas de remaruer que les geometres qui 
craignent le calcul peuvent tirer le prineipe sur lequel repose cette m&- 
thode, d’une propriete connue de plusieurs coniques «ui ont m@mes sccantes 
communes, c. ü. d. qui ont quatre points reels ou imaginaires communs, 

Nous remettons ä une autre occasion de faire voir comment doit 
modifide cette methode pour pouvoir appliqude aux th&oremes 
de la geometrie de trois dimensions. 
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6. 


Potenzial- oder cyklisch-hyperbolische Functionen. 


(Von Hrn. Prof. Gudermann zu Cleve.) 
(Fortsetzung der Abhandlung No. 1., 14. und 28. im VI., und No. 9. und 21. im VII. Bande. ) 


Tabelle der Läängezahlen (mit sieben Decimalziffern) aller 
Kreisbogen für den Radius =ı von Minute zu Minute nach 
beiden Kreis-Eintheilungen, behufs der Zurückführung der 
hyperbolischen Functionen auf die cyklischen und 
umgekehrt. 


b. Gudermann, Polerzial-Functionen 1. 


N.E. Alte Einth. N.E. Alte Einth. 
D.1”. D.1”. i=48° % x. D,1”. D. 1”. 


. 
Gr. M. Gr.M. S. Gr. M, Gr. M. S. 
45,00 08376023 15 4312W0O 6 51 45,50 0,848 4354 21 71 43 3900 67 
45,01 0,537 8365 21156 43 12 24 6 % 48,51 0,845 65235 21 71 4 39324 6 
02 330524 21 55 13048 65 92 48 8696 21 72 4) 048 607 04 
053 38 2679 21 56 13 372 66 54 53 49 USUS 21 72 4 372 67 04 
04 38 4835 21 56 14 096 66 54 54 49 304) 21 72 4 006 670 
05 33691 21 57 14 20 6 57 55 49 5212 21 73 4 20 60 
48,06 0,838 0148 21 57 4 15 144 66 57 45,56 0W 35 13 MA 
07 39 1305 21 57 15 468 66 57 57 4) 9558 21 74 42 68 67 
03 39 352 21 58 16 192 6 98 51732 21 74 43 92 67 
09 39560 21 57 16 516 66 57 59 50 7 3 516 67 w 
10 39 777721 59 17240 6 6 60 74 4 40 67 W 
48,11 0,530 21 554 17 564 66 6 4561 15 3 4564 7 
12 4) 04 21 59 15 288 66 64 62 51029 21 75 353385 0733 
13 404253 21 59 19 012 606 64 03 512604 21 75 4 012 073 
14 40 6412 21 59 1) 36 66 64 64 514779 21 7% 46 36 67 W 
15 40 8571 21 060 66 07 03 516955 21 76 47 671% 
48,16 0,841 0731 210 4 334 66 67 48,06 0851931 1 3434 67 W 
17 41 2801 21 61 21 WS 66 w 67 52 1307_ 21 77 48 WS 6719 
15 41 5052 21 W 21 432 66 67 63 52 3484 21 77 48 432 69 
19 41 7212 21 22 1536 66 w 6) 52 5661 77 4 536 6719 
20 41 9373 62 22 450 606 7 52 7838 78 49) 480 679 
45,21 1555 62 3 23 66 73 48,71 0,853 0016 21 78 3 07 22 
32 42 3097 21 02 23 28 67 53 2104 21 78 528 67» 
2. 4258559 21 02 252 66 73 73 534372 21 78 1 32 72 
24 42 21 63 4 576 66 % 74 53 6550 21 79 15766075 
25 43 63 5 00 6 % 7» 53 8729 21 SU 300 67 28 
43.26 085937 126 83% 02 66 48,76 0,554 0909 21 79 43 53 024 67% | 
37 45 4510 21 64 35 60 79 54 3088 21 80 53 348 67% 
25 43 6074 21 64 072 6 54 5308 21 80 5072 678 
43 8535 21 7 396 ;9 54 748 21 SI 54 96 6 31 
30 44 1002 21 64 28.4320 79 54 9029 21 Si 120 67 31 
45,31 1065 8233 44 45,3 0,8510 1831 35 44 67 3 
32 445331 21 66 2) 6 5 52 5 391 21 8 565 168 67 31 
33 44 7407 21 065 29 492 6 53 556172 21 82 92 6 35 
34 44 66 30 216 66 85 55 8351 21, 82 97216 07 35 
35 451825 21 66 540 6b 8 56 0536 21 83 57 540 67 3 
48,36 0,845 399 21078 31 66 48,56 08556719 2183 4358 %4 60738 2 
45 6161 21 66 31 55 685 8 55 558 67 38 
38 45 8327 21 068 32 312 OT) | 85 56 7085 21 St 43 59 312 67 41 
39 46 0405 303536 58 56 969 215 4 W 0306 67 38 
40 46 2ı 08 33 SL 606 9 57 1452 3650 67 4 
45,41 0.846 4530 21 08 43 3+ 084 “0 45,91 0,357 3637 21 84 44 01 084 67 4 
4) 21 068 + 66 9 575821 21 85 48 67 44 
45 46 91606 21 09 35 32 9 93 57 21 85 132 67 4 
44 471335 21 69 35 46 66 9% 94 55 0101 21 86 02 456 67 4% 
43 47 3504 21 69 36180 6 95 53 2377 21 03 1S0 67 4 | 
42,406 0,847 5673 21 43 45.96 0,858 45632186 67 4 
47 47 7543 21 37228 6 9% 07 58 67409 21 86 04 28 697 
48 21 3752 6 9 95 58 8935 21 87 14 52 67 50 
49 asaıs3 21 71 376 6 1192 21 87 276 67 50 
50 +554 39 0 3300 - 
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66 6, Guudermann, Potenzial- Functionen L 


N.E. Alte Einth. Alie Einth. 
k=49° 8%, x. D.1”. x=49 &x D.1“. D. 1. 


Gr.M. Gr.M. S., Gr. 7, Gr. M, 5. 
49,00 0,859 309 1 8 4 WO 673 49,50 0,570 3097272094 4 3W0 68 
49,01 059597 40% 24 0753 49,51 0,0501 205 3 24 68 W 
02 59 7685 21 88 07048 6753 92 70 7506 22 05 34 048 68 06 
03 59 0973 21 88 7 3720753 53 34 3772 68 06 
04 2180 08 006 67 56 54 711916 22 05 35 68 06 
05 420 67 56 33 714122 22 06 3520 
49,06 0,860 689 21 44 144 67 59 49,56 087168 26 435 44 6 
07 60 8029 21 004685 67 59 57 718534 22 07 465 8 12 
05 610819 21 W 1 6759 93 720741 22 07 
09 613009 21 01 1 516 67 02 59 722948 22 08 37516 6835 
10 61500) 21 W 1 220 6 9 60 725156 22 07 ss 40 82 
49,61 0,872 7363 22.090 44 38 564 18 
12 6182 21 12 3838 607 62 72 9572 22 08 
15 62 1773 21 © 13 012 676 63 731780 22.0 012 68 18 
14 62 305 21 9 3 36 676 64 73 39899 22 0 4) 36 08.18 
15 62 6157 21 93 14 000 67 0 65 73 6198 22 09 nn 
49,16 08628350 414384 076 49,66 087387 2 m 4 4 3834 68 
17 3062 sws 07 67 740617 22 W 2 821 
18 63 7736 21 93 5 32 66 68 14237 2 2932682 
19 63 409 21 04 6 156 67 72 69 74 5038 327 28 43 1506 68 24 
20 63 7123 21 9% 380 6775 70 74 7249 22 11 380 824 
9 641512. 21 128 7% 72 75 1672 22 11 4 5285 068 24 
23 64 3707 21% 3532 077% 73 75 3883 22 13 6 3% 
24 64 15 576 67 78 74 75606 22 12 45 576 68 27 
25 64 8008 21 19 390 67 78 75 75 8308 22 13 8 
426 0506504 271 44 67 7% 49,716 0,6551 2 8 3 
37 65 2400 2106 2) 34 8 67 7 77 76 2735 22 13 47 3+8 05 3) 
65 46856 21 97 21 072 67 75 764948 22 14 48072 68 3 
29 65 6853 21 97 21 396 67 8 79 76 7162 22 15 36 68 3% 
30 65 08 2 20 67 50 22 14 
49,31 07 49,51 08751 25 4944 68 5% 
32 66 3476 21 08 23 67 82 773306 22 16 
33 6567 23 492 67 87 s3 77022 22 15 492 608 36 
34 66 7873 21 9 24 216 67 87 7782377 22 16 
35 21 540 67 37 s5 73 0453 22 17 1540 
49,36 0,807 227 4 97% 49,56 087860 216 4 532 %ı 8 W 
37 67 4471 25 588 67% S7 73 4886 22 18 92 588 68 4 
35 312 67% 78 7104 22 17 53 312 68 3 
39 2736 67 9 89 78 9321 22 18 534036 68 
40 68 1072 22 0 27 50678 90 791539 22 18 60 68 
49,4 0,868 32773 01 4 3884 679% 49,91 0,379 3757 28 45084 8 
42 68 5474 22 02 25 W8 67% 92 795975 22 19 > 48 68 49 
43 68 7076 22 02 29 132 67 % 95 79819 22 19 6 68 49 
44 29 56 67% 94 043 22 56 456 68 52 
45 69 2080 22 03 3) 180 670 95 80) 2633 22 57 180 08 52 
49,46 0,003 20 4 30 wa 49,96 0,880 45532720 4 57 504 6 32 
47 696486 22 03 31 28 67% 97 Ss) 7073 22 29 85 
48 22 3152 8m 98 22 21 3 552 68 55 
49 0.0803 22 04 32 976 68 99 s1 1515 22 21 44 59 376 55 


30 70 3007 33 30,00 3736 35 


b. Gudermann, FPotenzial- Functionen Lauf. T. 


N.E. Alte FEinth. N.E. Alte Finth. 
.=50° D.1”, D. 1, 8x 1”. 


Gr. M. Gr.M. S. Gr. M, Gr. M. 8. 
50,00 0:31375 85 50,50 0,392 527 0 4% 7 
50,01 081557 m m 4 W 324 68 58 50,51 0,9747 © 30 4 27 32 
02 22 23 1 68 92 92 97622 23 048 
03 82 0402 22 22 01 372 68 58 33 03 166 22 4 28 372 
04 223 02 W6 68 61 54 „407 22 29 06 
03 32447 02 420 68 64 5) 93647 22 4 9420 
50,06 MA 8 50,56 0,803 868822 42 45 30 144 
07 4 68 4 37 94 0930 22 42 30 46 8 
08 3150 4 0% 192 08 64 93 22 42 31 192 
09 3373 3 04 516 68 7 39 94 5414 22 92 31 516 
10 5908 22 2% 40 6 67 60 94 7056 22 43 32 240 
50,11 0,8383 292% 45 05 564 608 67 50,61 0,894 0859 22 44 45 32 56 
12 54 048 22 635 68 62 32143 22 43 33 281 
13 % 7012 8m 63 95 4356 22 4 34 012 
14 97 0736687 64 95 663022 44 34 33 6 
153 54 7097 22 97 W068 73 63 058574 4 35 06 0 
50,16 0584934 27 30834 87% 50,66 
17 85151 38 WS 687 67 96 3364 22 45 
13 Ss5 3779 22 28 09 43 2 68 77 65 096 5609 22 45 30 43 2 69 29 N 
19 22 28 1 56 6 7 69 785 22 46 37 09 32 | 
20 W480 687 70 37480 0093 
50,21 0,856 0463 22 929 35 1 68 SO 50,71 0,8097 2348 22 47 45 33 904 69 35 
22 22 30 1 532838 688 2 974595 22 47 283 05 
23 12 2532 68 50 73 0768542 92 47 3932 093 
24 Ss 7151 22 1257668 74 979089 22 48 39 576 60 38 
25 93511 22 31 13 00.68 8 75 98 1337 22 48 30060 38 
50,26 08 50,76 0,898 355522 49 45 4104 600 4 
27 87334322 31 14 348 68 77 98 5834 22 4 41 338 00 4 
28 074 22 31 72 95 8083 22 49 42 0720 4 
29 87 8305 92 32 23668% 79 0332 22 50 42 396 69 44 
30 88 053722 32 6 20 6 2552 22 50 3 20 4 
50,31 0,838 276090 292 32 3 16 44 68 8 90,851 0,80994832 22 51 45 43 44 60 48 
32 5001 92 33 17 168 68 9 82 99 7083 22 50 69 4 
33 88734 34 710902 68% 83 99 9333 22 51 4 492 0948 - 
34 22 33 16 9% 0,W0 1554 22 52 45 216 69 51 
33 89 22 34 18 540 68 05 s5 0) 38306 22 52 45 540 69 51 
50,356 0889395 2 34 319 %4 8 9% 50,56 22 52 45 46 2964 69 51 
37 8961009 35 1955 68 8 57 w834) 22 53 4 558 609 54 
35 89 840422 35 20 312 68 8 ss 010593 22 53 47 312 60 5 
39 W039 22 35 21 36 68 8 89 v1 23346 22 53 3 056609 54 
40 X) 2874 22 36 21 36 0 69 01 90 v1 5009 22 64 4 360 60057 
50.41 2% 5 2 84 6 01 50,91 7353 22 54 45 49 84 609 57 
42 22 37 22 69 08 92 v1 22 54 ws 
43 W 9553 22 36 332 93 02 1861 22 55 
44 911819 22 37 233456 60 94 4116 22 55 
45 91 22 38 22180 609 0 95 026371 22 5 
50,46 0,8016 45 504 0 0 50,96 0,002 86277 22 56 45 51 50 63 
47 018532 22 38 5 69 0 97 03 0883 22 56 2 285 963 
48 92 0770 22 39 552 6 1 05 03 3139 23 s2 55 2 69 66 
49 300 2238 276 #9 09 03 5396 2 53 276 09 66 
50 92 5247 27 51,00 03 7653 


Ne) 


JE 
07 
D. 1 = 
. 


68 6. Gudermann, Jotenzial- Functionen Taf. 1. 


N, E. Alte Einth. Alte Finth. 


Gr. M. Gr. M. 8. Gr. M. Gr. M. S. 


51,00 003 700653 ©2537 5 5400 0 6 31,50 0502 276 W0 
51,01 0003 58 4 54 24 690 015328 2% 
02 04 2168 22 58 548 60 52 15554 2027 2 048 702% 
03 04446 22 58 5 372 00 53 15 701 22 77 2 372 2 
04 04 6684 22 50 06 7 54 16 078 22 77 3 06 70% 
05 04 8043 22 50 55420 69 7 33 16235 78 320 m 3 
51,06 75 51,56 0,1643 2758 44 3 
07 05 362 22 57 07% 537 16 611 79 4 
05 22 92 55 16 22 79 
09 05 7982 22 5516 97 39 171690 202 35 516 70 3 
10 05042 22 61 59 240 69 78 60 17 3748 22 80 40 37 
51,11 0,06 235032262 4550564 69 81 51,51 00708 27280 46 %54 7 37 
12 06405 62 17 S308 22 80 272838 7 37 
15 06 7027 22 02 vr 012 69 81 63 18 05885 22 81 012 7 4 
14 : 06 22 62 36 68 64 18 2869 22 3 36 0% 
15 07 1551 2265 2 60 698 65 18 5150 22 Sı 2) 060 70 4 
531.16 0W 209 602354 098 31,66 0,18 731 34 0% 
17 0767722 64 03 6085 17 18 713 22 
is 07 8341 22 64 03 4532 69 85 65 19 10995 22 8 3452 70 
19 0605 22 64 014 1566988 6%) 19 478 22 8 311 236 
20 08 2869 22 65 04 45069 9 70 19 6561 22 84 80 
1.2 0,08 5134 26 69 9 31,71 0,0919 8845 22 8 46 32 04 70 46 
22 08 73922 66 05 528 69% /2 22 32.28 
23 08 06605 65 6 532 99 ’3 27285 3» 
24 09 1950 22 67 0 576 69 97 74 20 5697 >28 33 576 70 52 
25 00 4107 66 0720 09 9% 2) 7982 22 5 34 #0 5 
51.76 0,W0 6463 4 08 024 69 97 11.6 0106 
37 008730 22 67 08 348 69 97 17 212553 86 7 56 
10 0097 93068 09 072 21 4859 22 86 36 07 
39 10 3265 272 068 09 396 70.00 ‚9 22.084 5 3900 70 59 
30 10 5553 22 69 1) 120 7.03 =) 21 9412 22 88 7 120 ‚62 
31.31 0,910 7802 2268 46 444 70.00 15.51 0,922 1700 87 414 59 
32 11 0070 70 11 168 7906 52 22 3987 22 88 16 8 62 
33 11 2340 22 69 11 49 2 703 S.3 22 6175 22 88 383 492 u 62 
34 11 4600 22 70 12 216 70.06 St 22 8563 22.80 39 216 6 
353 11 6879 22 70 7) 06 =.) 23 0852 2280 39 540 
12 1320 22 71 13558 0 S7 23 5431 22 9% 4) 58 8 70.68 
35 12 3691 22 14 312 70.09 Ss 23 7721 22% 4 3112 706 
39 125% 22 72 5056 70 12 sg 272 20806 7068 
40 12 8234 72 15 360 12 90 24 2301 42 360 
31.4 0,913 0506 22 73 46 16 984 0 15 51,91 0,924 4502 22m 46 43 082% 74 
13 2779 22 73 7» 15 24 6854 43 7% 
13 13 5052 27 73 17132 = 15 03 2+ 9176 2 m 4 1232 70 7% 
44 13 7325 ee 73 17 456 70 15 94 25 1468 22.02 4 56 74 
43 13 9508 22 15 150 19 97 25 3760 2293 45 180 70 77 
1,46 275 31,96 09956063 504 7% 77 
47 141417 275 28 97 25 8346 22 % 46 80 
48 14642 22 75 52 98 260640 92 94 #6 52 
49 14 8607 22 75 76 09 26 293 209 mM 8 
50 21800 39,00 26 5229 as wo 


N.E. 

k=52. 8. 
Gr. M, 

32,00 0,96 5229 
532,01 0,926 7524 


02 26 0819 
03 27 2114 
04 27 4410 
053 27.6707 
32,06 0,027 9003 
07 28 1301 
05 28 3508 
09 28 5806 
28 8104 


52,11 0,929 0493 


12 29 2792 
13 29 5002 
14 29 7302 
15 2 0692 


52,16 0,930 1903 


17 30 4204 
15 30 6505 
19 30 8897 
31 1199 
32,2 0,031 3501 
22 31 5804 
31 8108 
24 32 0411 
25 32 2715 


32,26 0,932 50% 


5: 32 7325 
28 32 9630 
29 33 1936 
30 33 4242 
32,31 0,033 6548 
32 3% 8855 
33 34 1162 
34 34 3470 
3 34 5778 


32.36 0,034 


37 35 0305 
38 35 2704 
39 35 5014 
40 35 7324 
52,41 0,935 9634 
42 36 1945 
43 36 4256 
44 36 6568 
43 36 8879 
32,46 0,937 1192 
47 37 3504 
45 37 5817 
37 sı31 


38 0445 


b, Gudermann, 


22 05 
22 8 
22 9 
22 96 
22.9 
22 % 
22 98 
229 
22 98 
22 98 
22 9% 
22.09 
23 
23 0 
23 00 
253 OL 
23 


23 
23 02 
23 02 
23 02 
23 03 
23 04 
23 03 
23 04 
23.05 
23 05 
23 06 
23 06 
23 06 
23 07 
23 07 
23 08 
23 08 
23 08 
23.09 
23 09 
23 
23 10 
23 10 
23 11 
23 12 
2333 
23 2 
23 14 
23 14 


Alte Einth, 


Gr, M, S, 


4 45 WO 
46 48 32 


46 51 144 
4 
52 19 
52 516 
53 24 


54 285 
5 01 
90 33 


46 56 38: 


57 43 
58 1506 
53 48 


46 59 
46 59 52 
47% 25: 


02 34 
03 07 
03 39 
12 
70 4 
05 
05 40 
06 21 


0798 
3 
09.03 
5306 
47 19 08 
10 40 
33 
45 
12 18 


Paten 


a 
’unclionen 


R 


0,935 0445 
0,938 2759 
38 5074 
35 7389 
35 9704 
39 QU20 


0,939 4336 
39 6653 
3) 5970 
4) 1283 
4) 3605 


0,940) 509924 
4) 
41 
41 
41 5200 


0,941 7521 
+41 0541 


0.044 0744 
44 3009 
4+ 5394 
4+ 7719 
+5 0045 

0.945 237 
+45 4508 
45 7025 
4) 0352 


4b 1650 


IS 


_ 
= 
= 


40 (1337 
+7 0005 
47 3325 
0,947 5655 
47 7955 


45 0316 


4511 


Alte Einth. 


N.E. 
Gr, M. Gr. M. S. 
0 83 32,50 31 275 
70 83 92,51 359715 2ı = 
49 048 70 83 2315 16 048 71 45 
70 54 23 16 17 006 71 48 
50420 70 86 3) 23 1% 1720 708 m. 
39 52,56 317 7 75 
37 23 1 18 468 71 51 
70 93 35 23 18 19 192 71 54 A: 
2.03 39 23 77 9 516 7151 
7) 96 60 23 19 240 71 57 
0% 62 23 19 21 2388 71 57 
2.709 63 23% 22 012 71 60 
6 23 1 2 36 757 
710 63 23:2 3 71 64 
71 (0° 2,66 30 479334 710 
71 02 67 23 21 24 WS 7164 
65 42 2162 23 22 24 432 Gy; 
710 69 244 21 536 126 
211.05 42 6805 23 23 2535 480 7L 70 > 
08 32,1 0218 7 76 
i2 3150 % 20 528 
13 33773 3% 27 32 mw 
576 74 43006 93 776 173 
470% 71 1 32,76 35 71% 2 
s 1 ı7 2395 48 71 % 
71 17 23 072 71; 
s 23% 396 717m 
0 71 17 232% 20 717m 
4 712% 32,31 37 
71% 52 23 27 32 7192 
| 23 2097 4,2 IL. 82 
7123 23 238 3 21060 718 
540 71% >> 723 23 3540 718 
47 07 %4 71 27 23 299 47 38 71 8 
8 71 77 57 239 34 588 71 8 
2 713% 35 23 35 3112 718 
2,91 330 737 08+ 719 
? 71 3% 33 23 32 332 7198 
6 71 33 34 23 31 3 56 71% 
0 71 39 48 4979 23 33 130 72 0 
7 12 504 71 36 32.96 332 4739 7109 r 
13 Rs 71 39 97 804 33 228 72 01 
13 52 7: 22 98 9177 34 52 72 (04 
14 76 23 33 41 a6 
| 15 3,00 42 00 


Gr. M. 
53,00 
53,01 
02 
03 
04 
03 
53.06 
07 
OS 
09 
10 
53,11 
12 
13 
14 
15 


0,949 664 


0,949 


51 


0.0954 
5+ 
55 


8979 
1313 
3648 
5953 
Ss319 
0655 
2992 
5329 
7666 
234? 
46851 
7020) 
0359 
10699 


3 4040 


6350 
8721 
1063 
345 
5747 
0433 


‚b 


120 


7404 


- 


2154 


‚ 


» 6846 


7 1539 


DD» 


ww 


ww 


DD 


Gudermunn, Potenzial» Furchunen 


Alte Kinth. 


Gr.M. S. 


47 
47 


47 


4? 


42 
43 


32 


0 


DD 


N 


ı 


19 


w DD» » 


31 


47 


an 
= = 


w 


N.E., 
k==532 


99 
54.00 


2. 


0,961 3851 
0,961 6206 
61 8561 
62 09106 
62 3272 


62 5623 


7985 
0342 
2699 
5057 


7415 


63 
63 


9774 
2133 
4495 
685 

64 9213 


5 1574 
65 3935 
6297 
65 8059 
1021 


3384 
) 5747 
8111 


67 9936 
; 2302 
68 4669 
7036 
; 9403 
732 
414) 
658 


70 1247 
3617 
70 5988 


- 
8358 


0730 
71 3101 


D. 1”, 


23 55 
23 55 
23 59 
23 56 
23 56 
23 
23 57 
23 57 
23 58 
23 58 
23 59 
23 59 
23 60 
23 60 
23 © 
23 61 
23 61 
23 62 
23 
23 
23 
23 63 
23 64 
23 64 
23 65 
23 65 
23 69 
23 66 
23 66 
23 67 
23 67 
23 
23 68 
23 69 
23 
23 70 
23 60 
23 
2313 

23 70 
23 72 
33 7A 
23 
2373 
23:78 
23 74 
23 74 
23 75 


Alte FEinth. 


Gr. M. S. 


45 


45 


48 


09 
10 
10 


324 
0+38 


19 2 


50 4 


01 2 


06 0 


10 8 


485 U 


= 


en 


n 


w 


DD 


DD 


— 


Gr, M, | 
m 31 _ 93,51 | 
5) 35 04 8 07 52 u u 
54) 35 433 372 07 53 | 
5) 36 4 06 10 54 106 
36 4 20 10 55 1 20 
0,051 2337 49785 14 13 33,56 12 144 
m 23 37 5 68 13 57 12 468 
51 23 37 465 192 13 58 
51 23 38 46 516 16 59 63 13 516 
52 23 38 47 240 60 63 14 240 si 
0,952 393 a7 564 19 53,61 0, 
52 39 4s 288 19 62 15 288 S4 
52 39 49 012 19 63 16 m s4 
52 40 49 33 6 22 64 % 336 s4 
53 4 53 060 25 65 17 
53,16 0,05 450334 7202 53,66 0, 48 17 384 37 
17 53 4 ws 72 67 
15 53 42 sı 32 72 68 15 43 2 En 
19 54 42 62 156 72 69 19 156 30 
20 54 42 2 80 70 19 93 
53,21 2343 4753 2904 53,71 0,966 48% 03 
22 23 43 53 528 72 6 20 %; 
23 23 43 54 52 73 6 21 u 
24 zum 2 4 54 576 35 74 67 0475 21 77 
253 5 m 23 4 5 300 35 75 67 254) 22 300 1 nm 
23 45 47 56 024 38 53,76 0,67 5%05 3 230R4 72% 
5 nn 45 56 348 38 77 67 7570 23 3+8 73 02 
56 46 57072 41 24072 30% 
46 57 396 4 2 36 73% 
30 46 ss 120 4 so 3 20 73% 
33,31 0,556 mm 4758 944 4 93,851 0, m 25 44 73 0% 
32 47 59 16 8 44 32 
33 57 3886 48 47 509 492 47 83 32 
57 6234 16 s4 as 
33 540 4 85 733 
33,360, 234945 01 53,56 0% 23 %4 
37 533790 239 555 15 
3 50 02 312 85 29 12 73% 
49 23 5 03 360 90 7321 
235 AS 084 56 33,01 "u 331084 318 
4) 595m 23 52 4 408 59 92 31 ws 721 
43 59 7381 23 51 5132 5 93 71 5473 2 132 3% 
44 50 97372 23 52 5 456 34 71 7846 32 4506 
497 G) AS4 23 53 6 180 62 03 72 0219 33 1S 0 73 24 
53.465 4437 353 504 62 53,96 0,072 2592 m 33 504 73 
47 23 53 07 228 62 07 72 4966 34 28 73327 
48 50 0143 23 54 07 552 65 OS 72 734) 34 52 73 30 
43 GL 1407 23 54 276 65 729715 23 55 7 
50 ı 3553 09 73 m 3b 


Guuermunn, Potenzial- Functionen Taf. 1. 


N.E. Alte Eiuth. Alte Einth. 
k=54° D.1”. D. 1”. k=54° D.1” 


Gr. M. Gr. M, 8. Gr. M, Gr.M. 8, 
54,00 0,973 00 237 4 36 00 62 30 54,50 0,05 13972307 4 0 wo 
34,01 0,973 4605 237 4 36 32 62 33 54,51 0,085 3788 9397 49 03 324 
02 7364 37 3748 02 % 52 38 02 048 
03 23 37 372 62 33 93 585799308 372 
04 74154 23 78 3 62 39 54 S6077 5 
05 743972 23 77 3320 02 36 33 33623 05 420 
54,06 0,9746399 78 48 39 144 62 39 34,56 0,086 5775 239% 3290 144 
07 7487277 23 7 9 65 3 37 sb 8174 24 06 46 8 
05 75106 23 79 ww 192 62 43 53 87 0574 24 01 07 192 
0%) 753485 23 79 8 59 372905 2 01 07 516 
10 755546 23 8 4 40 9 % 60 875376 24 01 08 240 
54,11 0975824 380 4841564 63 46 94,61 0,957 7777 24 02 279 08 564 
22 23 80 2 238 63 4 62 0179 24 02 19 28 8 
13 76 3004 23 3012 9 63 23551 24 02 1) 012 
14 76535 23 82 43 36 8 5 64 S3 4983 24 03 10 336 
15 70 7767 23 82 4 WU 63 52 65 83 7356 24 04 1 060 
54,16 097019 392 82% 34,66 0,088 24 0449 11 334 
17 23 83 3 08 85 67 80 219% 22 08 12 108 
15 7414 23 8 432 85 65 4 05 12 432 
19 7717297 238 6 56 0935 69 7003 24 05 13 156 
20 7708023 84 48063 58 79 891040824 06 13 45 0 
22 73449 238 47 5328 63 72 06 14 528 
23 756834 38 32 69 6 73 24 07 
24 78 919 23 86 ss 376 8 & 74 00033 24 07 15 576 
35 791005 293 86 9 208 15 300 
34,26 0,09 301 63 64 34,706 MIT 435 
79637723 87 50 348 63 67 77 916257 24 08 11 a8 a» 
23 79 8764 23 88 531172 8 75 91 8665 24 
29 1152 23 88 51 396 63 2174 18 96 94 3 
30 23 83 2 20 65 7% 92 3454 241 I 43 
34,31 0,980598 3839 85244 87% 94,5 AN MP 
32 8317 23 89 3168 8 7 39 u 
33 SL0706 23 89 3902 87 33 
34 3% 4 16 6 77 34 9337 1 116 
39 315485 23 9 + 540 63 33 93 55399 24 12 1540 744 
34,36 091776 3A 835 %4 4,560, AB 
37 82067 23 5 55 940304 24 13 2 558 
28 8 Ss 94277 24 13 33 12? 728 
39 3250503 5706 88 45m 14 0306 74 51 j- 
40 2743 537 360 63 3 30 4 7004 24 15 4 7 54 
43 3% WS 6 8 92 5244 4155 WS 
43 23 94 599132 63 8 93 5449 3132 94 37 
44 3W5 GH 24 5765 6 456 7 57 
45 34 3% MN 95 9 24 17 27 130 74 = 
34,46 0,84 1804 239% 5304 63 N 34,96 0,96 08 417 9 54 740 
47 449 9% 1 2365 97 %4515 %4 17 3 28 
45 34654 23 % 152 689 98 6932 22 18 72 > 
49 SW 3 n 58 99 035024 19 92076 
30 8 1387 03 00 35,00 97 1769 


d 

D. 1” — 

. 


72 Guuermann, Fafıl. 


N. E. Alte Eiuth. N.E. Alie Einth. 


k=559° D. 1“ D.1”. x=55° 2.x D.1“. D. 49. 
Gr. M. 61. M. S, Gr. M. Gr.M. 
33,00 0,997 1769 24 19 49 0 WU 74 66 


9,90 1,009 3263 24 49 57 W0 75 3% 
33,01 0,997 41885 24 19 49 30 324 74 66 39,51 1,000 24 42 


37 

02 97 6697 24 2% 31 048 74 69 52 09 S146 24 42 75 37 
03 372 74.69 53 10 0585 24 43 53 372 75 
04 24 21 2096 772 54 10 3031 24 43 06 75 W 
0) 95 3868 24 21 32 20 74 72 55 10 5474 4 4 4 59 20 5 4 
55,06 0,008 6289 24 21 49 353 114 72 35,56 1,010 7918 24 4 Ss 7 45 
07 95 8710 24 22 33 468 7+ 75 57 11 0362 »4 45 W 468 75 46 
08 W152 24 23 74 75 55 112307 244 u 7 46 
09 9) 35524 23 34 516 74 75 59 115252 4 
10 9) 59785 241 23 35 240 74 75 60 11 7697 24 46 02 24V 75 49 
35,11 0.999 8401 2+ 24 49 35 564 7+ SI 55,61 1,012 0143 24 47 502 564 5 52 
12 1.085 24 24 362585 7 62 12 24 47 03 28 8 52 

1.5 242 37 012 74 8 63 12 5937 2% 4 
14°. WE 37 36 748 64 12 7434 24 48 04 36 7 
15 8099 24 25 WU 75 65 12 9932 48 75 


39,16 101054 3427 93534 79 


33,66 1,013 2300 2+ 49 50 05 354 755 
17 291 24 26 74 8 67 13459 24 49 WS 755 
iS 01537 ° 4 97 39432 749 63 13 72735 24 50 6 432 75 6 
69 13 728 22 5 7 56 5m 
24 28 7409 14 2175 24 51 17450 756 
55,21 1.002 2659 24 28 43 41 04 + 4 35,71 1,014 4629 24 51 IS 204 565 
22 02 50857 24 1 628 7 9 72 4 WSV 24 51 W528 56 
7516 24 29 42 232 07409 73 14531 249 7508 
24 02 945 576 74 1519853 24 53 576 571 
2) 2375 24 30 43 300 73 i5 4430 24 52 75 68 
29,20 1.003 4805 4 31 43 44 024 75 03 55,76 1,015 6888 24 54 SO 11024 75 74 
03 7236 24 31 4 48 750 77 159342 23 54 1 a8 57 
- 3 967 “ 072 03 75 10 1796 54 2 072 74 
24 32 45 306 75 30 24 55 396 75 77 
30 04 4530 24 32 4 120 75 06 “0 16 6705 2+ 55 3 12 U 35 77 
553.31 1082606 3 6 44 5,51 10600 HA 5 
32 04 03524 33 47 75360 17 24 56 14 168 
15 05 1825 4 4 492 12 17 4072 24 56 I+ 402 5 
05 4202 2+ 5+ 45 216 75,4 17 6528 24 57 15 216 93 
1.005 9131 24 35 9 9 %4 51 55,56 1015143 28 DE 58 
37 24 35 5585 535 15 24 58 16 558 75 
24 36 50 312 38 15 6550 2+ 59 312 75.80 
06 6437 24 37 75 IS 8818 60 IS 036 
8874 1 19 1278 24 00 15 300 75 63 
93.41 1,007 134 35 7 55.91 1,019 3737046 
4. 07 2 92 25 9» 19 6198 24 60 19 408 
453 07 618 2+ 38 3 1232 2% 43 8655 2+ 62 23 13 2 
44 07 8024 35 3 456 24 1120 24 61 293 456 4 
45 1062 75 31 45 Wu 3581 2+ 63 21 1S0 
1.008 3502 39 43 5+ 504 38 353.96 1.020 6044 24 02 21 504 m 
47 5041 2258 31 47 24 65 22 208 
4r 8351 2+ +1 55 55 7534 2100698 24 64 2 52 605 
4 24 41 56 27 3 21 3433 04 276 
3203 WU 36,00 21 0897 


1,021 5897 


1,021 8362 
22 (1827 
22 3292 
22 5758 


22 5224 


1,23 0691 
23 3159 
23 5626 
23 8095 
24 0563 


1,024 3033 
24 5502 
24 7973 

5 0443 

25 2014 


26 0330 
26 2803 
26 5277 


1,06 7751 
27 0225 
27 2700 
27 5175 
27 7651 


1,028 0127 
25 
25 5081 
23 7559 
29 0037 


1,029 2516 
29 4995 
29 7475 
29 9955 
30 2435 


1,030 4916 
30 7308 
30 0880 
31 2363 
31 4846 


1,031 7329 
31 9813 
32 2297 
32 4732 
32 7208 


1,032 975 
33 22) 
33 4726 
33 7214 
33 9701 


24 65 


24 
24 
24 
24 
2} 


65 


24 693 


24 
24 


» 


» 


» 


24 
24 


76 


Gr. M, 


24 
24 


25 
25 
26 
26 


29 


50 32 


50 35 


s0 43 


49 
50 
51 


Alte!Einth. 
D. 1”. 


S. 

000 
324 
048 
37 2 
096 
420 


14 4 
468 
109 2 
240 


56 4 
238 
01 2 
33 6 
06 0 


35 4 
108 
43 2 
15 6 
45 0 


204 
528 
25 2 
576 
30 0 


24 
348 
072 
396 
12 0 


44 4 
16 8 
49 2 
216 
54 U 


2% 4 
58 8 
31 2 
036 
36 U 


4 
4) 8 
13 2 
45 6 
15 0 


228 
55 2 
276 
000 


Crelle’s Journal d. M. Bd. VII. Hit. 1. 


a 


.I 


8, 


1,033 9704 


1,034 2100 
34 4678 
34 7169 
34 9657 
35 2147 


1,035 4638 
35 7129 
35 
36 2113 
36 4606 

1,036 7008 
36 9592 
37 2086 
37 4580 
37 7075 

1,037 957 
38 2067 
38 4563 
38 7060 
38 9557 


1,039 2055 
39 4554 
39 7052 


4) 09554 
41 2056 
41 4558 


1,041 7061 
41 0564 
42 2068 
42 4572 
42 7077 


1,042 9582 
43 2088 
43 4504 
43 7100 
43 9607 


1,044 2115 
44 4623 
44 7132 
44 
45 2151 


1,045 4661 
45 7171 
45 982 
46 2194 
46 4706 


24 


24 
24 
24 
24 
24 


24 
24 
24 
24 
24 


24 
24 
24 
24 
24 


24 


D 19 
a an 24 [2,3 


an 


» » 


» 


» » » 
u 


» 


6. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf.1l. 


D. 1”. 


89 


sg 
9 


Alte Einth. 
Gr. 
sn 5sı 324 

52 0% 
06 
s3 220 
so 53 1+4 
468 
55 192 
55 516 
565 240 
sn 56 564 


87238 
55 012 
58 336 
59 60 


s0 59 38 4 
0 108 
w 432 
01 156 
01 4850 


05 


10 


s1 13 084 


15 04 


Ss 


-1 


Ss ss 


73 


D. 1”, 


04 
04 
07 
07 
10 


w 
m 


31 


k=56° 8, X. D.1”. x=56° 
Gr. M. Gr. M. 
56,01 7608 56,51 76 79 
02 65 76 08 92 8 
03 66 93 82 
04 66 76 11 54 85 
05 67 76 14 76 88 
56,06 50 27 56,56 8 
07 67 27 57 92 
03 69 28 2% 53 92 76 91 
09 68 28 6 17 59 92 sau h 
10 24 29 6 23 60 93 76 9 | 
56.11 | 76 56,61 94 76 97 
22 2+ 71 30 76 62 24 97 
13 2+ 31 63 63 94 6 97 
14 24 71 31 76 26 64 95 77 01 = 
15 24 72 32 65 96 77 04 
56,16 10556 2272 96,66 96 
17 257858 24 72 33 76 30 67 24% 
15 24 73 33 76 33 63 24 97 ie 
19 4 74 34 76 36 69 24 9 e 
20 24 7 34 76 36 70 24 
56,21 273 76 36 56,71 23099 5102 %4 13 
22 24 75 35 76 39 72 24 8 02 528 10 Mi 
23 24 75 36 76 39 73 03 2 16 
24 2 m 36 76 42 74 39 0955225 00 03 576 16 = 
25 2+ 76 37 76 42 73 2052 04 30 0 16 
56,26 60 38 56,76 1,0042 19 
27 24 77 38 76 45 77 40 7053 25 01 05 348 19 5 
25 78 39 76 48 73 25 02 06 072 R 
29 78 39 76 48 79 25 02 06 396 | 3 
30 79 40 76 51 80 25 03 07 120 E: 
56,31 50 56,81 03 51 07 444 
32 s0 41 76 54 82 04 08 168 = 
33 24 80 41 76 54 83 04 08 492 
34 24 80 6 54 s4 05 09 216 
33 24 81 42 76 57 85 05 09 54 0 m x 
56,36 2902 76 60 56,86 | 35 x 
37 24 82 43 76 6 87 06 10 588 35 ; 
35 24 8 44 76 64 85 06 11 312 35 : 
39 24 83 45 76 64 89 m 07 12 036 38 = 
40 24 83 45 76 64 90 25 08 12 36 0 4 = 
56,41 22 50 46 76 62 56,91 4 3 
42 24 54 46 76 67 92 13 44 
43 24 8 47 76 70 93 1) 14 13 2 44 ge 
44 24 8 47 76 73 94 10 14 %6 47 = 
45 24 85 48 76 70 95 10 so 
56,46 24 87 50 48 76 76 56,96 77 47 
47 2 m 49 | 76 97 11 16 28 77 50 = 
45 88 9 98 12 52 78 - 
49 87 u B 76 99 12 17276 775 > 
50 57,00 ıs 


74 6. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. 1. 


N. E. Alte Finth. N. E. Alte Einth, 
D.1“ D.1”%. x=57 2x D.1”. D. 1”. 
Gr. M. Gr.M. S, Gr. M. Gr.M. S. 
57,00 1,046 4706 235 12 51 8 77 5 57,50 1,059 092 25 37 51 45 WO 78 3% 
7,01 1,96 7118 23 14 51 18 324 77 59 57,51 1,059 3479 25 33 51 5 324 78 33 
02 46 9732 25 13 19 048 77 56 52 5917 3 39 46 048 78 36 
03 125 51 19 3772 7759 53 598556 25 39 “6 372 75 36 
04 47459 3531 206 770% 54 60105 35 39 47 096 78 36 
05 4124 515 220 76 55 60 3634 235 47 20 73 39 
57,06 1,047 9789 25 15 Ssı 21 1414 77 02 57,56 1,060 6174 34 51 8144 733 
07 438 2304 35 16 1 48 76 57 3 83 
03 484220 25 17 2 192 770 58 6112356 25 42 49 192 78 4 
09 48 73377 235 16 2 516 76 59 49 516 78 46 
10 48 9853 18 23 240 777% 60 235 42 5240 78 % 
57,11 1092371 518 51 354 77 57,61 1,061 8882 2% 43 51 50 564 78 49 
12 4945599 18 2438 77 62 2145 3 4 2838 78 52 
13 49 747 25 19 >12? 77% 63 62 369 235 4 52 012 78 52 
14 49 0726 2% 25 36 77 64 026513 35 3685 
15 50246 235 500 7778 65 62 35 4 360 85 
57,16 1,050406 25 51 % 34 777 57,66 1,0803 35 1533834 85 
17. 0786 35 21 27 77 8 67 63448 4 ss 78 61 
15 SLO007 235 22 7 32 789 65 63 6695 25 46 54 432 78 58 
19 512529 235 22 23156 778% 69 63 9241 25 48 5 56 786 
20 515051 25 22 380 794 70 641789 25 47 5 480 78 61 
57,21 1,051 7573 35323 51 9) 7839 57,711 1,0644336 23543 $1 56 04 78 64 
22 5206 235 24 293 528 7% 12 64 6854 25 49 56 528 78 67 
233 523620 25 24 352? 79 73 64 933 25 49 572352 78 
24 254 5 24 3 576 77% 74 65 1982 25 50 57 576 78 0 
25 52 7668 25 25 31 #0 779 75 65 4532 25 50 73 W 
57,26 1.053098 51 779% 57,76 1,065 082 23551 51 787 
27 Sat 5 % 32 a8 7% 77 65 633 235 51 51 59 348 78 73 
23 97 33 072 779 66 2184 25 52 52 W 072 78 77 
29 53711 235 27 33 396 77% 79 66 4736 25 52 w 396 78 77 
30 540298 235 27 3 120 79 so 66 72858 25 53 0 120 735 0 
57,31 1043835 58 51 34 44 57,81 1,066 9841 23553 5201 44 73 9 
32 54 535393 2% 35 68 70 82 67234 235 54 02 168 78 8 
33 54 73327023 35 492 73 06 83 67448 235 54 02 492 78 8 
34 5041 3 2% 3 16 78 84 67 7502 25 55 03 16 788 
35 55 294) 25 30 36540 785 0 s5 68 0057 25 56 0 540 38 
37,3 1,055 5470 235 0 51 377 %4 70 57,36 1,068 613 25 56 52 04 254 78 89 
37 5 25 31 37588 m 87 68 5169 25 56 4 38 788 
33 56 0531 25 32 3 12 7831 83 63 7725 25 57 05 312 739 
39 56 3063 35 32 393036 3 89 69 0282 25 57 606 89 
4o 56 555 25 32 39 50 83 90 69 2339 25 58 EU 
57,41 1056817 3 512084 78 18 57,91 1,0695397 23559 52 0784 
42 57060 3 3 Ba 92 69 756 25 59 07 08 738 
43 57314 35 3 41 32 82a 93 70 0515 25 59 08132 738 
44 57578 235 3 4 456 72 94 074 235 6 456 799 
45 33 2 3% 95 70 5634 25 68 09 180 70 
57,46 10807 535 37,96 1,070 8195 25 61 52 9 50% 79 04 
47 58 3332 25 36 43 28 727 97 710756 235 6 1 28 790 
48 58 5868 25 37 4352 78 % 98 713317 23 62 152 790 
49 37 4 76 73 30 99 715579 2356 78 7 
50 59 0942 s WO 58,00 71 842 ı2 00 


N. E. 

Gr. M. 

58,00 

58,01 

02 

03 


04 
05 


8. 


1,071 8442 


1,072 1005 
72 3569 
72 6133 
72 8698 
73 1263 


1,073 3828 
73 6395 
73 8961 
74 1529 
74 4097 


1,074 6665 
7+ 0234 
75 1803 
75 4373 
75 0943 


1,075 0514 
76 2US6 
76 4058 
76 7230 
76 


1,077 2377 
77 4951 
77 7526 
78 0101 
78 2676 


1,078 5253 
78 7829 
79 0406 
79 2984 
79 5563 


1,079 8141 
su 0721 
so 3301 
su 5881 
8402 


1,081 1043 
81 3625 
81 6208 
sı 8791 
82 1375 

1,082 3959 
8% 6543 
82 9128 
83 1714 
83 4300 


1,083 687 
83 9474 
84 2062 
34 
8+ 7239 


87 


89 


Gudermann, Potenzial - Functionen Taf. 1. 


Alte Einth. N. E. Alte Einth. 
D.1%,. x=58° & 
Gr. M. S. Gr. M. Gr. 8, 
12 71m 58,50 1,0879 3 52 39 wo 
24 98,51 1,082 089 25 52 30 324 
3048 91 92 35249 23 w 048 
3» 372 53 8550 25 4) 372 
14 06 791 54 35 4106 
20 99 0192 9 4 420 
23 58,56 1,056 2754 235 93 52 42 144 
15 68 79 37 86 53777359 42 468 
16 92 79 26 58 86 7970235 94 433 192 
16 5316 92 59 87 0564 235 9 43 516 
17 220 79 %6 60 8373158 35 9 4 240 
52 17 564 79 9 98,61 1,087 5753 25 08 52 44 564 
38 79% 62 % 45 288 
19 012 79 32 63 88 0044 235 % 46 012 
19 36 79 32 64 ss 35) 235 97 46 336 
79 35 65 ss 6137_ 235 97 47 
2 034 8 58,66 1,0188 8734 25 98 52 47 384 
21 18 79 38 67 89 13372 35 9 48 108 
21 #32 79 38 63 80 3931235 882 
22 156 79 4 69 39653026 W 49 156 
22 80 79.44 70 39 % W 43 48 U 
52 23 79 44 58,71 26 52 50 04 
23 28 7938 72 W430 02 528 
24 2532 79 48 73 6932 0 252 
24 576 70 348 74 W933 08 51 576 
35 0 79 54 7» 91 2136 26 03 52 300 
2 6524 79 51 58,76 1,1479 03 52 53 024 
26 338 79 54 77 91 7342 26 04 53 34 8 
702 98 78 9 00% 236 04 54 072 
27 396 79 W 79 92 39 6 
23 20 79 57 so 92 515 2% 06 5 120 
238344 960 98,81 1,092 7761 2% 06 52 55 444 
29 168 796 82 930367 % 07 56 168 
29492 796 83 9329974 % 07 56 49 2 
216 79 & 84 93 55511 2% 07 57 216 
u 540 79 66 85 03 8518 23% 09 57 540 
s2 64 798 58,56 1,004 0797 % 08 52 58 
31 588 79 72 87 94305 % W 58 58 8 
2 12 46015 % 52 59 312 
336 9% 89 9865 % 33 086 
3 90 412235 u 36 U 
2 4 95 58,91 3,005 36 % 12 53 01 084 
34 92 95648 % 12 01 40 8 
132 9a 93 5 WO 12 u2 13 2 
35 56 7 8 94 1682 1 456 
180 798 95 425 26 14 180 
2 504 98 38,96 1,05 609 14 53 03 504 
37 28 908 97 % 15 04 228 
352 799 95 072138 2% 16 04 55 2 
3276 798 99 974754 2% 16 05 276 
39 59,00 7370 06 
10 * 


80 


a N 


own 


- 


37 


65 


6. 
77 
D.1”. 
25 63 
25 64 2 
25 64 
25 65 
25 65 
53,06 
07 25 66 SV 03 m 
08 25 683 03 
09 25 68 
10 25 68 
09 
38,11 
12 25 69 
14 25 7U 
15 235 71 
su 15 
58,16 
15 su 19 
20 s0 
20 25 74 : 
58,21 25 74 
22 25 75 

23 78 
24 5 5 
25 25 77 
33 som 
283 25 78 = 
29 25 79 
32 25 80 
33 235 80 
35 so | 
Su 52 
37 25 83 
38 25 83 
39 25 84 

25 

40 s4 
55,41 25 54 | 
42 25 85 | 
| 
45 258 
58,46 25 | 
49 2588 | 
50 


76 6. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. 1. 


N.E. Alte Einth. N.E. Alte Einth. 
k=59° %.x D.1” D.1v. D.4“. D.1”. 
Gr. M. Gr. M. S. Gr. M. Gr. M, S. 
59,00 1,007 730 % 16 535% WO 80 74 39,50 1,110 8868264 55 3000 81 
59,01 1,007 086 17 53 06 324 80 77 99,51 1211112 40 53 33 724 81 64 
02 03 17 07 vısSs 77 523 11 4157 20 45 33 048 81 64 
03 8520) 2% 19 07 372 08 53 116802 26 46 34 372 SL 67 
04 98 7339 2% 18 08 096 80 80 54 1048 230 35 W6 SL 67 
05 9057 19 08 420 80 8 55 12 20094 26 47 35 20 81 
59,06 1,09 307696 53 09 144 80 56 59,56 11124741 2% 48 53 36 144 81 73 
07 09 468 80 86 57 12 7389236 48 3468 817 
08 10192 80 69 13 037 49 37192 81 % 
09 1,100 22 w 516 80 9 59 13 056 49 37 516 
10 WW 3559 22 11 220 809% 60 13 53355 26 50 3 20 SI 
59,11 1wes 808 59,61 1,113 7085 2% 50 653 38 564 79 
12 008803 26 23 12 8388 80% 62 14 0635 23 51 39 2838 81 82 
13 3 012 63 14 32356 26 52 w 012 818 
14 014050 %6 3 36 0% 64 44 5933 26 52 4 336 818 
15 016674 2% 2% 1 60 8% 65 14559) 26 52 41 60 8155 
59,16 1101008 53 14 352 81 0 539,66 11151242 26 53 41 384 91 
17 021924 % 15 81 02 67 15 336 26 53 42 81 
15 02 4549 2% 27 15 #32 st 08 65 15 6549 26 55 42 32 81 % 
19 7176 2% 27 16 156 81 08 69 159204 26 55 #3 156 % 
90 02 903 26 27 16 450 81 08 70 16 1859 26 55 430 81 9 
59,91 2028 53 17 BL 59,71 1116414 56 53 4 204 SI W 
99 03505896 9 17528 811 72 16 7170 26 57 4 528 82 01 
93 03 7697 % 9 18 532 814 73 16 9827° 26 57 252 82 
04 040316 % 18 576 81 14 74 17 2484 26 58 “56 82 06 
25 08.2945 26 31 19 390 81 20 75 17 5142 26 58 “300 82 04 
59,96 1145576 30 5320 024 BL 17 59,76 117700 26 59 593404 07 
27 04 806 26 32 2) 348 81% 77 13 04559 26 60 47 348 82 W 
98 05 0838 26 31 21072 81% 75 18 3119 26 48 072 82 
29 05349 33 21 396 SL 97 79 18 5779 26 3396 832 
30 056 33 22 120 81 %7 s0 13 8:39 26 62 120 82 16 
32 06 1368 35 233 168 81 33 82 362 26 68 82 19 
33 06 26 34 23 492 81 3 196425 26 62 82 MW 
34 066637 26 36 24 216 8ı 36 84 19 987 26 64 216 82 2 
35 530 85 2) 1751 236 64 531 540 82 22 
59,36 1,17 37 81 39 59,86 5352 %4 822 
20 700 26 65 52 558 82% 
35 07 7182 2% 38 % 312 81 42 ss 20 9745 26 66 53 312 82 28 
39 07080 2% 37 277036 81 9 89 21 2411 26 66 5 036 8228 
40 08 257% 30 27 360 81 4 90 21 5077 26 67 54 360 82 31 
59,41 1,108506 % 39 53804 818 59,91 1,121 7744 2% 67 53 55 084 82 31 
4? US 7735 26 39 Ss WS 8135 92 220411 26 68 5 48 82 35 
43 000372 4 29 32 sı 5 93 132 982 38 
44 09 3015 40 29 456 st 48 04 22 5748 26 69 56 456 38 
45 09565 % 42 301830 81 54 95 22 5117 26 7 57 180 92 4 
39,46 1,109 8297 5 59,96 1,123 1037 7059357504 92 4 
47 128 18 9Y 233757 % 82 4 
10 3585126 43 3ı 52 57 98 23643 72 552 82 47 
49 Wer % 4 32 976 8 99 72 6359 276 82 47 


50 10 300 60,00 24 1772 


N, E . 
Gr. M. 
60,00 
60,01 
02 
03 


k. 


1,124 1772 


1,124 4445 
24 7118 
24 9792 
25 2466 
25 5141 


1,125 7817 
26 0493 
26 3170 
26 5847 
26 8525 


1,127 1204 
27 3883 
27 6562 
27 9242 
23 1923 


1,128 4605 
28 7287 
23 9969 
29 2652 
29 5336 


1,129 80% 
30 0705 
30 3391 
30 6077 
30 8763 


1,131 1451 
31 4138 
31 6827 
31 9516 
32 2205 


1,132 4806 
32 7586 
33 0278 
33 2970 
33 5662 


1,133 8355 
34 1049 
34 3743 
34 6438 
34 9134 


1,135 1830 
35 4526 
35 7224 
35 9921 
36 2620 


1,136 5319 
36 S013 
37 0719 
37 3419 
37 6121 


6. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. 1. 


D. 1”, 


26 


26 
26 
26 
26 
26 


26 
26 
26 
26 
26 


26 
26 
26 
26 
26 


26 

26 
26 
26 
26 


26 
26 
26 
26 
26 


26 
26 
26 
26 
26 


26 
20 
26 


26 


73 


73 
74 
74 
79 
76 


76 
77 
78 
79 


93 


Alte Einth. 
D. 1”, 


Gr.M,. 
s4 W 


54 32 
(4 
01 37 
02 09 
02 42 


5+ 03 
46 


0 


4 
8 
2 
6 
0 


144 


19 2 


24 


54 05 56 
06 23 
07 vi 
07 33 


03 
04 
04 516 
05 


0 


+ 
8 
2 
6 


03 W660 


5+ 08 38 
u9 


+ 


10 8 


09 43 
10 15 
10 48 


54 11 2%0 


2 
6 


4 


11 528 
12 25 2 


12 57 


6 


13 


5s+ 14 02 


+ 


14 


15 07 
15 39 
16 12 


16 4 


2 
6 
0 


+ 


17 168 


17 49 
15 21 
13 5+ 


54 19 26 
19 53 
20 31 
21 03 
21 36 


s4 22 08 
22 4) 
23 23 
23 45 
24 15 


54 24 50 


2 
6 
0 


+ 
2 
6 


+ 
2 
6 
+ 


50 
50 


N,.E. 
k=60° 


Gr. M. 
60,50 
60,51 

52 
53 
54 
55 


k 


1,137 6121 
1,137 8823 
35 1525 
35 4229 
33 6932 
33 9637 


1,139 2342 
39 5047 
39 7753 
40 0460 
40 3168 


1,140 5875 
40 8584 
41 1293 
41 4003 
41 6713 


1,141 9424 
42 2136 
42 4848 
42 7501 
43 0274 


1,143 2988 
43 5702 
43 8418 
44 1133 
44 3850 


1,144 6567 
44 9251 
45 2002 
45 4721 

45 7440) 

1,140 
46 2581 
46 5602 
46 5324 
47 1046 


1,147 3769 
47 6493 
47 9217 
43 1941 
45 4667 

1,148 7393 
49 0120 
49 2847 
49 5575 
49 8303 


1,150 1032 
50 3762 
50 6492 
50 9223 


1954 


27 


27 
27 


BD» 


0 


DPD» »D 


3 
22% 


D. 1”. 


Alte Einth. 


Gr. M. S. 
54 27 


27 324 
23 048 


54 41 24 


s3 39 
s3 39 
4 
3 
85 49 
s3 49 
s3 % 
83 52 
5 
58 
83 59 
s3 vl 
61 
85 064 
07 
s3 70 
s3 70 
83 43 
35 
77 
77 
s3 s3 
s3 % 
0) 
s3 
83 8) 
83 92 
83 32 
s3 05 
85 05 
s> 
s+ 01 
01 
04 
07 
S4 07 
07 
14 
It 
s+ 17 
S+ 17 
% 
20) 
84 23 
26 
26 
20 
s4 29 


77 

82 53 04 

82 53 27 03 23 372 3: 

04 82 66 2705 29 096 = 
05 82 59 27 05 29 420 27 
60,06 82 59 60,56 2705 54 30 144 4 
07 82 62 57 27 06 30 468 N 
05 82 62 55 27 07 31 192 A 
09 82 65 59 27 08 31 516 AR 
10 82 69 60 27 07 32 240 E- 
60,11: 79 82 09 60,61 270 54 32 564 
12 79 82 69 62 27 0 33 288 
13 80 82 72 63 27 1 34 012 = 
14 81 82 75 64 27 10 34 336 i 
15 82  S2 75 65 27 11 35 060 
60,16 82 327 60,66 2712 5135 384 
17 82 BEL, s2 78 67 27 12 36 18 > 
18 83 82 81 65 13 36 43 2 = 
19 84 I 82 81 69 13 37 156 N 
90 82 82 70 14 37 48 0 
60,21 5 37 60,71 14 5438 
22 86 82 72 16 38 528 
23 86 BEE 82 73 15 39 25 2 Er 
24 u 86 EEE 52 00 74 17 39 576 & 
25 83 52 96 73 17 40 30 0 
60,26 52 03 60,76 
27 89 77 13 41 348 
28 89 s2 9 75 19 42 072 - 
29 89 I s2 69 79 19 42 396 ”” 
30 91 s3 80 43 120 

60,31 60,81 293 44 Ei 
32 53 00 82 27 21 44 1658 
33 92 s3 0 83 27 22 44 40 2 
34 26 92 83 09 84 45 216 
35 2: 3 12 85 07 23 
60,36 26 9% s3 15 60,56 27 22 53 46 %4 
37 26 9 s3 15 87 27724 46 588 n 
38 26 9 83 18 85 27 24 47 512 Fe 
39 26 96 83 21 89 27% 43 036 ze 
40 26 9% 83 21 90 27 2% 43 360 
60,41 26 % 83 21 60,91 27 53.49 084 
42 26 98 83 27 92 27 40 8 
43 07 83 24 93 28 so 132 
44 26 9 3 94 28 456 
43 26 9 30 95 29 150 
60,46 83 30 60,96 30 54 51 50% 
47 27 01 23 28 83 36 97 30 52 228 
48 27 00 552 8 33 93 52 552 
49 2702 76 83 3 99 31 3 76 
50 27 WU 61,00 WU 


78 6. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. 1. 


N. E. Alte Einth. N. Alte Einth. 
k=61? D.1”. D.1”. x=61? &.xr D.1”. D. 1”. 
Gr. M. Gr. M, S. Gr. M. Gr.M. S. 
61,00 1,1511%4 73 54 83 61,50 114935 79 %8 
61,01 11514897 72 45 24 9 22 61,51 1,1520 2709 SS 358 
2 51 7419 27 34 5 04884 38 52 656441 276 22 048 85 31 
03 52 0153 27 34 5 3772 83 38 53 65 7606 27 65 2 72 853 
04 52 2897 27 34 ss 84 38 54 76 306 85 34 
05 52 56211 27 35 55 66 3136 27 66 23 20 8 37 
61,06 112365 457 4 61,56 77 
07 531092 36 57 65 8 4 57 66 8669 27 68 4 65 5 
08 53 388 27 37 58 192 84 4 58 67 1437 27 68 5 92 85 4 
09 53 6565 27 38 ss 516 3 59 6748 27 3:56 % 
10 53 9303 27 39 1240 60 67 69% 27 640 85 % 
61,11 1,152 2041 27 39 54 59 564 84 54 61,61 073 7 mW 5% 564 5 
2 54 4780 27 39 50 258 sı 654 62 68 2513 27 71 27 288 s5 52 
13 54 7519 27 40 01 012 8% 57 63 68 574 77 71 012 85 52 
14 502359 27 336 84 60 64 05 977 3 36 85 5 
15 55 300 27 4 nr 8 60 65 69 08277 27 72 29) 85 56 
61,16 1,155 57+1 2722 5 N 384 83 63 61,66 1,169 359 27 73 29 384 s5 59 
17 558453 27 43 03 108 84 66 67 69 6372 27 74 w1WwsS 8 02 
15 126 27 43 03432 8 66 68 97 7 „32 56 
19 56 27 4 156 8 6 69 WIN 377 31 56 56 
20 56 6713 27 04 480 84 09 70 746 27% 31 80 3 6 
61,271 1,156957 5 05 84 72 61,71 1m 1 77 5 Wa 
23 572202 27 % 05 528 84 75 72 710248 27 77 2928 
23 57498 27 % “52 475 78 713025 27 77 3352 5 
24 57 709 27 4 06 576 347 74 715802 27 78 3576 857 
25 ss 041 27 47 07 300 84 78 75 7138580 27 79 85 7 
61,26 1,158 3158 79 50824 83 8 61,756 11239 5 
27 58 5937 27 48 08 348 81 77 24139 27 35 338 5 
23 53 8085 27 50 072 84 88 7 726919 27 36 072 8% 8 
29 59 1435 27 50 09 396 84 8 79 72 9W 27 81 36 3996 85 83 
30 59 41855 27 50 10 120 83 8 80 73 2331 27 82 3720 85 s 
61,31 1,15906095 2751 510 44 8 9 61,51 113503 2783 53744 5 9 
32 59 9086 27 52 11 168 84 9 82 73806 27 83 3 168 8 8 
33 27 53 1 492 84 9 83 74 0829 27 8 92 5% 
34 60511 27 53 12 216 84 9 84 74 3613 27 8 16 % 
35 60 7944 27 53 12 50 8 9 85 74038 27 55 39) 540 85% 
61,36 75 61,856 117209083 76 50 %4 5 
37 61 3452 2755 135585 50 87 75 1969 27 87 au) 5858 8 02 
38 66T 75 14 3112 850 88 75 4756 27 87 4 312 8 02 
39 61 8062 27 56 135006 35 0 89 757543 27 88 2006 
40 62 1718 27 57 15 60 ° 35 0% 90 76 0331 27 88 2 50 6085 
42 62 7233 27 58 08 8512 92 76 508 27 u 
43 62 091 27 58 93 76 8668 27 W 4 32 
44 63 277490 27 17 3536 18 94 718 27% 4 36 s 17 
45 63 5509 27 18 18085 18 95 7720) 27 9 5 BU 
61,46 113860 61,96 117 79% 545 4 8 
47 6310299 27 61 8 9Y 779864 27 93 28 86 
48 63370 27 62 19 52 25 98 78 2657 279 “46 52 S6 % 
49 64 6552 27 63 20 276 85 238 99 785450 27% 47 % 


50 6+ 9315 21 62,00 78 8245 WU 


N.E. 


Gr. M, 
62,00 


62,01 
02 
03 


1,178 8245 


1,179 1040 
79 3835 
79 6631 
79 9428 
80 2226 


1,180 5024 
7823 
s1 0622 
81 3422 
81 6223 


1,181 924 
82 1826 
82 4629 
82 7432 
83 0236 


1,183 3041 
83 5846 
83 8652 
84 1459 
84 4266 


1,134 7074 
84 0883 
85 2692 
85 5502 
85 8312 


1,186 1123 
86 3935 
86 6748 
86 9561 
87 2375 


1,187 5189 


87 8004 
83 0820 
83 3637 
83 6454 


1,188 9271 
89 2090 
89 4909 
89 7729 
9) 0549 


1,190 3370 
90 6192 
14 
O1 1837 
91 4661 


1,191 7485 
92 0310 
92 3136 
92 5962 
92 8789 


6. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. I. 


D. 1”, 


27 
27 


Alte Einth, 


Gr, M, 


55 48 


55 53 


55 56 


55 59 


56 02 


56 


56 10 


S, 
w0 


32 4 
04 8 
37 2 
09 6 
42 0 


144 
46 8 
19 2 
516 
240 


56 
28 8 
012 
33 6 
06 U 


334 
108 
43 2 
15 6 
43 0 


20 4 
528 
25 2 
576 


02 4 
34 8 
072 
39 6 
120 


44 4 
16 8 
49 2 
216 
540 


264 
558 
31 2 
036 
36 0 


084 
40 8 
13 2 
45 6 
15 0 


50% 
228 


59 2 


276 


58558 


5 83588 


EEEEE 


1”, 


27 


27 
30 


866% 


wc o 


16 


N. E. 


k=62° 


Gr: M. 
62,50 


k, 


1,192 3789 


1,193 1617 
93 4445 
93 7274 
94 010% 
94 2035 


1,194 5766 
94 8597 
95 1430 
95 4263 
95 7096 


1,195 9931 
96 2766 
96 5602 
96 8438 
97 1275 


1,197 4113 
97 6951 
97 97% 
98 2630 
98 5470 


1,198 5311 
99 1153 
99 3995 
99 6538 
99 9682 

1,200 2527 
0 5372 
00 8217 
v1 1064 
v1 3011 


1,201 6759 
01 9607 
02 2457 
02 5306 
02 8157 


1,203 1008 
03 3560 
03 6713 
03 9566 
04 2420 


1,204 5274 
04 8130 
05 0086 
05 3842 
v5 6700 
1,205 9558 
06 2416 
06 5276 
06 8136 
07 09% 


Alte Einth. 
D. 1, 


Gr. M. S, 


56 


56 


56 


56 


15 


15 
16 
16 
17 
17 


13 


wu 


32 4 
04 8 
„2 
42 0 


144 
46 8 
19 2 
516 
24 U 


56 4 
28 8 
012 
33 6 
06 U 
33 4 
108 
43 2 
15 6 
45 U 


204 
528 


25 2 


576 


79 

| 25 23 m 57 25 

55 48 62,51 23 28 87 

| 27 49 52 28 29 s7 31 au 
27 49 53 23 30 87 35 u: 

04 27 50 54 28 31 87 38 
05 27 50 55 28 31 37 38 2 
62,06 27 ss 39 62,56 23 31 56 mm 38 
07 27 51 39 57 28 33 183 
08 28 52 42 58 23 33 19 s7 4 = 
09 28 52 45 59 28 33 19 s7 4 Zn 
10 28 53 45 60 23 35 20 87 50 Er 
62,11 28 48 62,61 23 35 56 57 50 
12 23 54 5. 62 23 36 21 87 53 4.7 
13 28 55 51 63 28 36 22 s7 53 H Fi 
14 28 55 53 64 28 37 22 87 56 By: 
15 23 56 57 65 23 38 23 87 59 L 
62,16 28 57 62,66 2333 5623 s” 59 
17 28 57 co 67 28 39 24 62 
18 28 57 64 68 28 40 2 576 u 
19 238 07 58 64 69 23 40 25 8376 Er 
20 23 08 58 86 67 70 23 41 25 87 68 ie 
62,21 2300 70 62,71 u 87 72 
22 30 5 59 70 72 28 42 26 837 72 j 
23 28 10 56 73 73 23 43 27 75 
24 23 10 w 73 74 23 44 27 mm 57 78 rn 
25 23 11 01 76 75 23 4 3 87 
62,26 2312 62,76 36 56 9 87 
27 298 13 77 28 45 29 338 87 

| 28 238 13 03 73 23 47 072 8978 = 
29 28 14 03 79 28 47 30 396 87 89 % 
30 23 14 04 80 23 48 1 20 897% u 
62,313 3 5 m 62,81 23348 31 444 
32 28 16 05 82 25 50 32 168 
33 28 17 05 83 23 49 32 492 93 s 
34 28 17 06 84 28 51 3 16 
35 28 17 06 85 23 51 3540 97° 
62,36 2319 56 07 87 62,86 
37 23 19 07 87 87 23 53 3458 8 
38 23 20 08 87 88 23 53 35 312 88 
39 28 20 v9 87 89 28 54 36 8 w 
40 28 21 v9 87 90 28 53 36360 
62,41 2322 87 62,91 23 56 37 084 16 = 
42 23 22 10 87 92 08 56 37 ws 815 R 
43 23 23 11 87 93 28 56 
44 23 24 11 87 94 23 58 
43 23 24 12 87 95 23 58 82a 
62,46 3235 56 12 u 87 19 62,96 23 55 56 39 504% 8 
47 28 26 13 87 22 97 23 8% 
48 23 26 87 22 98 28 6 W552 88 % 
49 23 27 14 87 25 99 23 8% 
so 63,00 2 wu 


80 6. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. 1. 


N. E. Alte Einth. N.E. Alte Einth. 
k=63° 8.x. D.1”. D.1”. 63° %. x. D.1”. D.1”. 
Gr. M. Gr. M, Gr. M. Gr. M. S. 
63,00 1,0706 362 56 22 WO 83 33 63,50 1,2210 38% 8938 
63,01 1,207 3558 23 02 56 42 324 83 33 63,51 1,221 7810 28 07 57 0 324 80 4 
02 07670 238 63 43048 88 36 52 22 0707 28 97 10 048 89 41 
053 07 95853 238 63 43 372 88 36 53 273002388 1 372 89 4 
04 08246 23 68 4 88 39 54 22 6502 238 9 1 89 47 
05 8550 386 4 20 884 55 22 901 29 W 1 420 89 51 
63,06 1,208 8175 23 66 56 45 144 88 46 63,56 1,2320 9 0 57172 144 9 5 
07 09 1041 28 66 35 468 8 4 57 23502 29 01 12 68 89 54 
03 09 3W7 28 67 “6 192 88 9 58 238103 29 04 13 192 89 54 
09 0 6774 23 67 5688 4 59 241004 29 03 13 516 
10 0 964 23 69 47240 85 60 24 397 29 03 14 220 89 © 
63,11 1,21023510 2369 56 47 54 855 63,61 1,223650 04 57 14 564 8 9 
12 10 537923830 3833 85 62 240714 290% 15 38 
13 38 49 012 88 61 63 20 05 16 012 89 6% 
14 111119 4 336 8 64 255524 29 06 15 36 89 
15 11 283 72 060 8 6 65 25830 2% 07 171060 
65,16 1211002 23 72 56 50 334 88 64 63,66 1,2261337 07 57 17 34 80 72 
17 1109734 238 73 5 WS 8 607 67 26 4244 29 08 13 WS 807 
15 12 2607 28 7 Ss 432 8 70 68 26 7152290 138 432 89 78 
19 125451 87 2136 8 69 27 0061 29 19 156 8 
20 12835 23 7 5280 8 7 70 27 2971 29 W 19 480 589 81 
65,21 1231390 87% 693%04 8 7 63,71 1292755: 29 1 %04 89 8 
22 134106 238 77 533528 8 8 912 528 80 8 
23 13 60853 238 77 4 532 8 8 28 1704 29 12 12352 89 8 
24 13 9860 23 78 4576 88 74 28416 29 14 21 576 80 % 
25 117383 237 5 30083 86 75 28 750 29 14 2 300 89 9% 
63,26 1,212 5617 23 79 56 56 024 83 86 63,7 129004 914 59723024 99 
27 14 S406 285 80 56 338 893 89 77 29 33538 29 16 23 38 mw 
28 15 1376 28 SL 702 892 73 2) 627 29 16 24072 9» W 
29 15 457 238 57 306 8 9 79 2910 29 16 96 9» 
30 15 71338 25 82 ss 120 8% so 30 2106 20 18 35 20 9% 0 
63,31 565544 63,81 1305094 2918 57% 44 06 
32 16 203 23 84 82 30,742 29 19 168 
33 1657587 56 9492 9a 85 3108561 29 
34 570 216 54 31 37511 29 % 27 216 @ 12 
33 17 1556 28 86 00 540 80 07 85 31 6701 29 21 7 540 mW 15 
63,36 1,217 202 23856 587 01 80 07 63,86 1,231 22 2 59723%4 
37 17 738 28 87 5858 891 87 32954 29 22 23588 19 
35 15 011528 88 312 91 85 32506 29 24 23312 
39 18 3103 28 88 30306 801 89 32 29 23 036 2 
40 15 5991 283 89 03 360 89 17 90 331313 293 8 
63,41 12158550 6570484 89% 63,91 1,3328 9% 5731084 3 
42 191770 2383 % 418 9% 92 337164 29 % 31 31 
43 194660 28 5 132 %6 93 33000 29 2%6 32 132 m 31 
44 19752 05 356 80 % 94 33016 29% 32 56 37 
45 20044 2383 92 180 89 % 95 33594 33 ® 37 
63,46 1,20 3355 %8 93 57 06 504 89% 63,96 290 9 57354 W 
47 20629 23 9 92% 97 35 1501 29 3% 285 43 
48 8 07 52 89 35 95 35 4731 29 3% 352 
49 21 DIS 23 9% 08 276 8SO 38 99 35 7661 29 32 35 76 8 4 


90 4904 03 wo 64,00 36 0593 36 0, 


6. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. 1. sl 


N.E. Alte Einth. N. E. Alte Einth. 
k=64° 8%. D.1%, D.1%. x=64° D.1”. D. 1%, 
Gr. M, Gr. M., 'S. Gr. M, Gr. M, S. 
64,00 1,236 0693 31 57 36 46 64,50 1,250 8085 2969 5850 9 6 
64,01 1,236 3514 %9 3 57 64,51 125110 9 80324 M 
02 36 29 33 377048 32 32 51 4024 04 048 01 67 
03 3530 29 35 37372 5 53 7 v4 3772 9 70 
04 3735 29 34 3306 56 54 51065 72 05 006 91 73 
05 375359 29 36 320 W 02 59 52 2937 29 72 520 47 
64,06 1237315 579144 0 64,56 1,252509 29 73 550 44 9 % 
07 38 1131 29 37 39 468 W 65 57 52 8882 29 74 06 468 01 79 
03 38 4068 29 38 192 9068 58 531856 07192 08 
09 38 7006 29 38 59 53 48531 29 76 7516 18 
10 33 094 29 39 41 20 w 60 53 7807 29 76 08 240 918 
64,11 1892383 %9 0) 574 5654 74 64,61 1,254 0783 77 58 08 564 01 88 
12 30552329 4 42 238 77 62 54 370 78 23838 
13 39 8764 29 4 3012 7 63 546738 29 78 012 99 
14 41705 29 42 3 36 %» 8 64 54 9716 29 79 1036 91% = 
15 4) 464729 43 4 060% 8 65 55 695 29 80 1060 9% 
64,16 1,290 750 29 44 57 4 334 86 64,66 125565 no = 
17 410533 29 44 35 67 55 5656 29 82 12 108 92 04 
18 413478 209 45 32 68 56 1638 29 82 12432 02004 
19 41 6423 29 46 56 83 69 56 460 29 83 13 156 9 07 
20 41 9369 29 47 46 430% 9% 70 56 7603 29 84 134850 1 7 
64,21 1,22 2316 294 574902 64,71 1257057 
22 42 48 47 9280 9 72 57 357129 86 14928 92 
23 42 8211 29 48 352 9 73 57 055729 86 1552 16 E 
24 43 1159 29 50 576 910 74 86 15 576 92 16 
25 43 4109 29 50 300 91 05 73 58 2529 29 88 16 30 9 22 
64,26 1,233 7090 51 575004 910 64,76 12857 98 
27 4 WI0 29 52 348 1 77 58 8505 29 89 17348 2% 
28 44 2%2 29 52 72 9 1 78 59144 29 38072 02238 
29 44 5014 29 53 3936 1 79 5944842 29 9 138 396 31 
30 44 8367 29 54 52 20 9 17 80 59745 299 20 3 
64,31 123518211 955 575244 91 64,81 9 N 31944 35 
32 45 4776 29 56 533 68 9 233 82 00 345829 93 2) 168 92 38 
33 45 731 29 56 492 9 23 8: 04 92 4 
34 46 06897230 57 16 9 27 604529 4 21 16 9@ 4 
33 46 3644 29 58 540 9 3% 55 612439 29 % 21 540 92 4 
64,36 1,215 0002 58 575 %4 3 64,56 1055 
37 45 29 59 65 588 01 33 61831 29 % 22 5858 92 47 
33 47 2519 29 60 56 312 91 36 88 62 1427 29 08 3» ı2 m5 
39 475479 29 0 57 036 91 36 89 62 4425 29 98 4 36 9 53 
40 478439 29 61 57 360 91 39 90 62 72329 9 0 92 
64,41 1,2810 2962 575084 9 42 64,91 12302 
42 48 4362 29 63 914 92 63 34222 30 8 92 59 
43 43735 29 6 132 091 4 93 03 622 30 02 632 26 
44 49089 2964 5759456 A188 94 63 09424 30 02 56 26 
45 493253 965 55 W 180 9 51 95 64 2426 30 03 27180 926 
64,46 1,230 0218 29 66 58 504 91 54 64,96 1,262549 3003 582754 Mn 
47 49 0154 29 66 01 28 01 5 97 648432 30 05 328 Mm 5 
48 50 2150 29 67 01 52 a 597 98 65 1437730 05 352 2 75 
49 29 68 02 76 v1 © 99 65 442 30 06 2976 NR 78 
50 50 8085 0300 65,00 65 7448 


Crelle's Journal d. M. Bd. VIII. Hit. 1. 11 


82 


N. E. 
k==65° 


Gr. M. 

65,00 

65,01 
02 
03 
04 
05 


65,06 
07 


65,36 
37 
35 

39 
40 

65,41 
42 
43 
44 
+45 

65,46 
47 
48 


1,205 7448 
1,266 0455 
66 3462 
66 6470 
66 9479 
67 2489 


1,267 5500 
67 S5ll 
68 1523 
65 4536 
63 7549 


1,269 0564 
69 3579 
69 6595 
69 9612 


70 2629 


1,270 5648 
70 8667 
71 1687 
71 4707 


1,273. 5574 
73 s9oL 
74 1028 
7+ 4057 
7+ 70986 

‚275 1016 
75 4047 
75 7079 
76 
76 314 

1,276 6178 
76 9213 
77 2248 


5285 


3322 


1,275 1300 
75 4399 
78 7438 
79 0478 


1,279 6561 
79 9604 
2647 
Sr 50692 


4) 5737 


6. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. I. 


07 


07 
083 
09 
10 
11 


11 


58 


58 


os 


30 


Alte Einth. 
D. 1’, 


IS. 


324 
04 8 
372 
096 
420 


14 4 
46 8 
19 2 
2+ 0 


56 4 
258 
012 
336 
06 0 
33 4 
108 
43 2 
15 6 
450 


93 
93 
03 
93 
33 


93 
93 
93 
093 
9% 


93 
93 
93 
93 


985 


N.E. 


k==65° 


Gr.M., 
65,50 


65,51 
52 
93 
54 
55 


65,56 
57 
58 
59 
60 

65,61 
6?2 
63 
64 
65 


65,66 
67 
68 
69 
70 

65,71 
72 
73 
74 
75 


65,7 
77 
783 
79 
30 

65,81 
82 
83 
34 
85 


65,86 
87 
38 
39 
90 

65,91 
92 
93 
94 
95 


65,96 
97 
98 
99 

66,00 


1,280 8737 


1,281 1783 
81 4829 
81 7877 
82 0925 
82 3974 


1,282 7024 
83 0074 
83 3126 
83 6178 
83 9231 


1,284 2285 
84 5339 
84 8305 
85 1451 
85 4508 


1,285 7566 
86 0624 
86 3684 
86 6744 
9805 


1,287 2867 
87 5930 
87 8993. 
85 2057 
5122 


1,238 8188 
1255 
39 4322 
7391 
90. 0460 


1,2%. 3530 
90. 6600 
90. 72 
91 2744 
91 5817 


1,291 
92 196 
92 5042 
92 8118 
93 1195 


‚293 4273 
93 7352 
0432 
94 3512 
659 

1,294 9676 
95 2759 
95 5842 
95 8927 
% 


D.1”. 


30 46 
20 46 


Alte Einth. 


Gr. M. S. 
57 


53 57 324 
535 048 
55 37 2 
59096 
59 420 


1414 
00 468 
01 192 
vr 516 
02 240 


02 564 
03 258 
012 
0+ 33 6 
05 060 


59 05 354 
06 108 
06 43 2 
07 156 
07450 


59 08 20 4 
08 528 
09 25. 2 
09 576 
10 300 


s9 11 024 
11 348 
12 07 2 
12 396 
13 220 


s9 13 444 
14 168 
14 49 2 
15 216 
15 5+0 


16 54 
16 538 
17 312 
15 036 
15 360 


59 19 084 
19 8 
20 13 2 
20 456 
21 180 


sy 21 604 
22 
22 552 
23 276 
2+ 


EREER 


| 
Gr. 
30 ss 30 92 81 08 
30 31 92 84 30 07 
30 31 92 87 30 \ 07 
30 32 92 30 49 10 
30 32 92 93 30 50 14 
30 m 55 33 92 93 30 50 59 14 
30 12 33 92 96 30 52 
08 30 13 34 92 99 30 52 
09 30 13 34 922 9 30 53 23 
10 30 15 35 93 06 30 54 2% 
65,11 93 06 30 54 26 
12 30 36 93 09 30 56 32 
13 30 17 37 93 12 30 56 32 
14 30 17 37 93 12 30 57 35 
15 BEE 30 19 383 93 18 30 58 38 
65,16 19 m 38 93 418 30 58 383 
17 3) 2% 39 93 21 30 60 04 4 
15 39 93 21 30 60 44 
19 30 22 40 93 27 30 61 48 
20 717729 30 22 RM) 93 27 30 62 52 
65,21 1272051 023 MA 9 30 63 5% 
22 72 3774 30 24 41 5928 9 33 30 63 54 
23 72 678 30 2% 42 52 9 33 30 64 57 
24 72 9822 30 24 42 576 9% 33 30 65 60 
23 732838 30 % 3 0 93 30 66 63 
65,26 UT 34 30 67 
27 30 27 4 348 33 30 67 \ 66 
23 20 3 072 39 30 69 
29 30.20 45 396 93 49 30. 69 72 
30 30 30 20 9 52 30 70 
65,31 44 35 30 70 
32 3) 32 4 168 9% 58 30 72 sı 
33 30 32 7 92 9 58 30 72 sı 
34 30 33 16 93 30 73 85 
33 30) 34 3 540 3% 30 74 88 
35 58549 364 67 3075 9 
30 35 4) 588 67 30 76 a4 
3) 37 5) 312 73 30 76 94 
77 30 37 531036 73 30 77 97 
77 30 38 sl 360 77 30 78 00 
39 55 52 084 30 79 03 
30 39 52 4,8 su 30 80 06 
30 4 53 132 30.80 06 
30 42 53 456 39 30 82 12 
EEE 30 4 5+ 150 sh 30 82 12 
30. 43 5+ 04 30 8 15 
55 228 92 30. 83 15 
3045 5 52 30 85 22 
49 276 30 85 22 
30 57 


6. Gudermann, Potenzial - Functionen Taf. 1. 83 


N. E. Alte Einth. N,.E. Alte Einth. 

D.1”. D.1”. x=66° D. 1“ D. 1. 

Gr. M. Gr. M, S. Gr. M, Gr. M, S, 

66,00 1,6 30397 94W0 % 38 66,50 131737 31 %8 5 51 wo 54 

66,01 1,2% 09 3857 94 24 % 8 66,51 1312065 31 9 5951 24 % 57 
02 % 8186 30 88 548 9% 3 52 12 3594 31 52048 96 57 
03 97 1274 30 88 5 372 9% 3 53 12 6723 31 31 2 3772 .% 64 
04 97 4362 30 % 206 9% 37 54 12 0854 31 31 3m 
03 97 7452 30 W 25 420 9 37 55 13 2985 31 32 3 RU % 67 

66,06 1,28 0542 30 59 27144 66,56 1,313 6117 31 3 595144 % w 
07 98 3633 30 92 27 68 935% 57 13 9250 31 34 4 68 nn | 
08 98675 30 9% 23192 9% 4 58 14 23894 31 34 92 % 
09 98 0818 30 9 59 14 5518 31 36 5 516 % = 
10 30% 940 8 60 148054 31 36 

66,11 1,2m 30% 59 9564 66,61 1,315 17W 31 37 50 56 564 % 82 A 
12 1,29 9101 30 % 3238 95 56 62 15 4n7 31 38 57238 
13 1,300 21097 30 9 31 012 9 59 63 15 8065 31 39 ss 012 06 88 a 
14 520% 30 98 31 36 9% 62 64 16 120% 31 40 ss 36 % 9 = 
15 3392 30 9 32 9 65 16434 31 4 

66,16 1,301 140 31 59 32 34 68 66,66 1,316 7455 31 41 59 59 354% 94 
17 31 3 9 68 67 17 06% 31 42 60 w WS 06 
18 OL 76W 31 01 332 97 68 17 3768 31 4 w 432 97 0 
19 02 0791 31 02 3456 57% 69 176912 31 44 01 156 97 04 ER 
20 v2 3893 31 03 34 480 9% 70 18 W056 31 44 01 450 097 04 

66,21 1,302 6096 3108 5935904 66,71 1,318 97 10 
22 03 0099 31 05 35 5928 83 72 18 6346 31 47 285 73 
23 03 304 31 05 652 8 73 18 9493 31 47 3 32 73 
24 03 6309 31 06 57685 86 74 19 2640 31 49 576 
25 03 9415 31 07 377 wu W 7 19 5789 31 49 04 330 97 

66,6 1,3032 3107 66,76 1,319 8085 31 0722 
97 04 31 9 3 % 77 20088 31 51 348 17% 
78 8738 31 09 9072 78 20 5239 31 51 7% 
29 05 1847 31 33 96 5 79 20830 31 53 06 26 97 31 
30 05 4957 31 11 21153 31 5 20 9735 

66,31 1,305 8068 31 12 59 0 44 96 66,81 1,3214697 31 53 07T Ma 07 5% 
32 1180 31 13 41 68 21 7851 31 55 168 07 38 
33 06 4293 31 33 41 492% 08 83 22 106 31 56 402 07 4 
34 31 15 2 16 1 84 024102 31 57 216 97 44 
35 07 0521 31 15 2 40 % ı 85 22 7319 31 58 WW 540 979 

66,36 1,307 3636 31 16 5993 %4 17 66,86 1,32230477 3158 1 %4 97 47 
37 076752 31 17 43585 S7 23 30635 31 w 58 53 
33 07 9569 31 18 4 312 % 3 236795 31 6 12 7: 
39 08 2057 31 18 5036 % 3 89 23 0055 31 62 12 36 059 
40 08 6105 31 5 % W 90 24 3117 31 62 2 50 

66,41 1,308 92235 31 594 % 66,91 1,3230 
42 235 31 21 33 92 24 042 31 64 3 #8 976 - 
43 00 5406 31 22 7 232 % % 93 25 06 31 64 4 32 07 6 
44 09 8588 31 23 47 56 % 39 94 25 5770 31 6% 14 56 9 72 
45 wırıı 31 3 43 BU % 39 95 25 8936 31 66 5 SU 97 

66,46 1,310 4834 31 25 59 48 504 4 66,96 1,36 202 31 68 15 S04 97 78 
7 1) 7959 31 2 49 97 26 5270 31 68 16 28 97 78 
45 11 1084 31 %6 49 52 8 95 26 8438 31 69 1 52 9 
49 114210 31 27 5 99 27 1607 31 7U 17 276 9 
50 11 7337 51 Wu) 67,00 27 4777 15 wu 


1l 


81 6. Gudermann, Potenzial=- Functionen Taf. I. 


N.E. Alte Einth. N.E. Alte Einth. 
k=67° &.xr D.1”. D.1”. D. 1”. 
Gr. M, Gr,M. S, Gr. M. Gr.M. S. 
67,00 1,327 477 WO 97 87 67,50 1334W 25 93 
67,01 1327798 3172 © 1 3224 9 % 67,51 1336065 26 24 
02 23110 31 72 19 048 97% 52 44 0831 32 17 46048 9 9 
3 23492 31 74 1 72 97% 53 44 4048 32 18 72 93 
04 28 7466 31 74 206 9 % 54 44 7266 32 19 47 06 9 35 
05 29 64) 31 75 2 420 97% 55 45045 32 19 47 420 09 35 
67,06 1,39 35 31% 80 67,56 135304 2 2 08 144 Wal 
07 29 6991 31 77 21 468 98 06 57 45695 32 21 48 689 4 
05 0168 31 7 22 92 9 53 46 0146 32 3 49 92 948 
09 30 3346 3 22 516 938 12 59 46 3369 32 23 49 516 99 48 
10 30 65235 31 79 23240 82 60 46 6592 32 %4 59 240 9 51 
67,11 1,330 9704 31 St 60 23564 9 18 67,61 1,346 816 32 25 60 50 564 99 57 
12 31 285 31 81 24 238 98 18 62 47 3042 32 %6 51 288 9 57 
13 31 6066 31 82 63 47 6268 32 27 52 012 9 60 
14 319248 31 83 5 36982 64 47 9495 32 28 52 336 9 63 
15 322831 31 & 25 060 9 27 65 48 2723 32 238 3%0 96 
67,16 1,332 55 31 5 60 % 34 3% 67,66 1,348 551 32 0 5334 9 
17 32 8800 86 277 WS 98 33 67 48 91sL 32 31 9 
15 33 1956 31 87 27432 08 36 63 49 2412 32 31 54 432 9 72 
19 33 5173 31 87 23 1256 98 36 69 49 5643 32 33 5 156 99 78 
2 33 8360 31 88 23480 98 49 8376 32 33 580 9 7 
67,2 1,334 158 310 0 9 9% 86 67,71 1,350 2109 32 33 05 94 
22 34 47338 31 W 29 528 98 46 72 50 5343 32 35 5 528 95 
34 7238 31 MA 532 89 73 50 85738 32 37 572352 99 9 
24 35 1119 31 92 576985 74 511815 32 37 57 576 99 91 
25 354311 31 9 1 85 75 51 5052 32 38 300 9% 
67,26 1,335 7504 31 9% 60 32 024 098 58 67,76 1,35182W 32 38 60 59 024 99 9% 
27 36 0698 31 9 32 348 908 58 77 52 158 32 4) 60 59 348 1 W 
28 36 3592 31 % 30702 98 % 73 5247685 32 4 61 W 072 180 0 
29 36 7085 31 % 3 396 98 79 SW9 32 41 396 1W 03 
30 37 0284 31 97 3+ 20 9% 7 so 53 1250 32 43 u 120 10 0 
67,31 1,3731 319 0 34 44 87 67,51 1353493 3243 6101 44 
32 37 6680 31% 35 168 08 73 2 53 7736 32 45 02 168 1%) 15 
33 37 9579 32 00 35 492 9 77 53 54 0951 32 92 
34 38 3079-32 0 A6 98 77 84 54426 32 46 03 16 10 1 
33 33 6279 32 02 36 5+40 93 83 s5 5+ 7472 32 47 03 540 10 22 
07,36 1,335 94851 32 036 37 %4 98 s 67,56 1,355 0719 32 48 61 04 54 100 23 
37 39 26054 32 03 377558 98 s6 87 55 367 32 49 04 58 10 28 
33 39 5587 32 05 33 312 9% 9 ss 55 7216 32 50 05 312 1080 31 
39 39H 32 05 3936 8 9 89 56 0466 32 51 06 0136 10 34 
40 40 2207 32 06 33 50989 90 56 3717 2 52 06 360 1W 37 
67,41 1,54) 5503 32 07 60 084 098 9 67,91 1,356 669 3253 6107084 10 
42 40 32 08 92 57 0222 32 53 07108 10 
43 41 1018 32 09 4 132 90 93 57 3475 32 55 8132 mW 4 
44 41 5197 32 W 4 456 09 07 94 37 6730 32 55 08 456 100 46 
45 4183377 32 ı1 42 1380 9 w 95 57 9985 32 57 0 180 10 52 
746 21 504 MW 67,96 1,358 3242 32 57 61 504 52 
47 42 4759 32 13 3 28 9 ı7 97 58 6499 32 58 10 22,38 100 56 
45 42 7972 32 13 352 WM 17 983 58 975732 59 10 552 10 59 
49 431155 32 15 4 276 923 99 59 W16 32 61 1 276 1W 65 


50 43 440 > Wu 68,00 59 6277 12 0 


6. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. 1. 


N.E. Alte Einth. N.E. Alte Einth. 
k=68° k. D. 1”, D. 1”, k=68° D. 1”, 
Gr. M. Gr, M, S. Gr. M. Gr.M. S. 

68,00 1,359 627° 32 61 6112 10 6 68,50 1,376 043 33 08 61 39 WO 102 
68,01 1,359 95385 32 692 61 12 324 1m 68 68,51 1,376 3701 33 1m 61 39 324 102 
02 32 62 13 048 100 68 52 76 33 048 102 
03 32 13 3772 74 53 77041 33 4) 3772 12 19 
04 09326 32 65 14 06 7 54 7322 333 4106 
05 612591 32 66 14 420 100 95 77705 33 13 420 
68,06 1,3615857 32 66 61 15 144 10 80 68,56 1,3738 0348 33 14 61 42 144 
07 61 91233 32 68 15 468 10 86 57 78 362 33 15 42 68 12 31 =. 
08 62 2391 32 69 16 92 % 58 78 7977 33 17 43 192 102 3 
09 62 5660 32 69 16 516 1W 99 79 029% 33 17 43 516 w2 35 

10 62 8929 32 70 17 240 10.9 60 79 3611 33 18 4 240 102 4 
68,11 1,363 219 32 72 61 17 56% 10 68,61 1,3969 39 m 
13 63 8743 32 73 19 012 63 80 3568 33 21 4 012 12 50 
14 64 016 32 74 19 336 11 05 64 su 6839 33 22 46 336 102 53 = 
15 64520 32 75 20 60 08 65 81 0211 33 23 4700 102 56 
68,16 1,364 8565 32 75 61 20 334 101 08 68,66 1,381 3534 33 61 47 334 50 
17 05 1842 32 70 21 108 101 1 67 810858 33 24 4s 5 
13 65 5118 32 73 21 452 101 17 63 82 0182 33 26 38 32 © 
19 65 836 32 79 22 156 101 69 82 3508 33 27 49 156 102 g 
20 66 1675 32 80 22 480 ıu1 23 70 82 06835 33 28 49 40 12 72 „N 
68,21 1,366 4955 32 81 61 23 204 101 27 68,71 1,333 0163 33 29 61 50 102 75 
22 66 8236 32 82 23 528 101 30 72 83 342 33 30 50528 12 78 a 
23 67 1518 32 8 252 101 73 83 682 33 30 352 102 78 
24 67 4580 32 84 24 576 11 36 74 84 0152 33 32 St 576 102 
25 67 8034 32 4 25 300 101 36 73 84 3484 33 33 52 #0 12 87 
68,26 1,368 1368 32 86 61 %024 4 68,76 1,384 68517 33 32 61 53 02% 102 
27 63 4054 32 86 26 338 42 77 85 0151 33 34 348 w 
25 68 3288 27 072 11 48 55 34855 33 36 72 102 % 
29 69 1223 32 88 27396 11 48 79 85 6811 33 36 54 396 102 % 
30 69 4516 32 89 28 1220 11 51 so 0157 33 38 5 20 1 
68,31 1,369 7505 32 61 28 444 57 68,81 1,386 3495 33 39 61 55 44 103 
32 32 9 23 168 101 57 2 6834 33 39 1685 13 
33 70 4337 32 92 29 92 101 83 870173 33 4 
34 70 7679 32 9 216 6 Ss4 87 3514 33 4 16 12 + 
35 710972 32 9 30 50 11 67 85 87 0855 33 43 57 540 
68,36 1,3714266 32 95 61 31 264 11 68,56 1,388 0198 33 43 61 58 103 18 
37 71 7561 32 31 558 73 87 3541 33 533 13 
38 72.0857 32 97 2 312 mı 7 ss 6856 33 45 61 59 312 193 4 
39 72 4154 32 98 3036 79 89 334 62 103 30 
40 72 7452 32 098 3 35650 101 79 90 89 3578 33 47 w 360 103 30 ge 
68,41 1,37 0750 33 0 61 34 084 101 8 68,91 1,3890 005 3349 103 30 
42 73 4050 33 01 101 88 92 33 49 103 36 
43 73 7351 33 02 > 32 11 9 93 90 3623 33 51 2 32 03 3 
45 43955 33 4 36 1850 11 05 910325 33 55 3 193 9 
1,370 7250 38 06: 36.000. 202.0 68,96 1,301 3678 33 53 62 03 504 103 49 PR 
47 75 05664 33 0 37 28 12 01 97 91 7031 33 55 28 03 55 
45 75 369 33 07 37552 12 07 95 92 0386 33 55 v4 52 4103 55 u 
49 75 7176 33 07 33 276 07 99 92 3741 33 56 76 103 58 


50 76 0483 33 69,00 92 7097 06 00 U 


85 

wo 

er 


56 


N.E. 
k=69° 
Gr. M. 
69,00 
69,01 
02 
03 
04 
05 


69,06 
07 
083 
09 
10 


69,11 
12 
13 
14 
15 
69,16 
17 
18 
19 
20 
69,21 
22 
23 


2. 2. 


1,392 7097 


1,393 0455 
93 3813 
093 7172 
94 0533 
9+ 3594 


1,394 7257 
05 0620 
95 3954 
35 7350 
9 0716 


1,396 484 
% 7452 
97 0821 
97 4192 
97 7563 

1,308 0936 
38 4309 
98 7684 
99 1059 
39 4436 


1,399 7813 

1,400 1191 
U) 457 
7951 
01 1333 


1,401 4715 
01 8009 
02 14853 
02 4809 
02 8256 


1,43 1643 
03 5032 
03 8421 
04 1812 
04 524 


1,404 8507 
05 1990 
(5 5385 
05 
06 2178 


1,406 5575 
06 8974 
07 2374 

ze 


5779 
07 9177 


1,405 2580) 
08 5084 
08 0389 
09 6202 


6. Gudermann, 


33 


33 
33 
33 
33 
33 


33 
33 
33 
33 
33 


33 
33 
33 
33 
33 


33 
33 
33 
33 
33 
33 
33 
33 
33 
33 
33 
33 
33 
33 
33 


33 
33 
33 
33 
33 
33 
33 
33 
33 
33 


33 
34 
34 


34 


53 


53 
59 


Alte Einth. 


Gr. M. S. 


62 


62 


62 


62 


32 4 
04 8 
„2 
096 
420 


14 4 
46 8 
19 2 
516 
2+ 0 


396 


103 


103 
103 
103 
103 
103 


103 
103 
103 
103 
103 


103 
103 
104 
104 
104 


104 
104 
104 
104 
104 


104 
104 
104 
104 
104 


104 
104 
104 
104 
104 


104 
104 
104 
10% 
104 


104 
104 
104 
104 
104 


103 
104 
105 
1115 


105 
105 
105 
105 


Potenzial- Functionen Taf. 1. 


N.E. 
k—=69° 
Gr. M. 
69,50 


R. 


1,49 642 


1,409 9610 
10 3019 
10 6429 
10 9340 
11 3252 


1,411 6666 
12 0080 
12 3495 
12 6911 
13 0329 


1,413 3747 
13 7167 
14 0587 
14 4009 
14 7431 

1,415 0855 
15 4280) 
15 7705 
16 1132 
16 4560 


1,416 7989 
17 1418 
17 4849 
17 8281 
18 1714 


1,418 5148 
15 5583 
19 2019 
10 5456 
19 3395 


1,420 2335 
20 5775 
20 9216 
21 2659 
21 6102 


1,421 9547 
22 2903 
22 6439 
22 9887 
23 3336 


1,423 6786 
24 0237 
24 3689 
24 7142 
25 05% 


1,425 4051 
25 7507 
26 05 
26 4423 
7882 


34 


34 
34 
34 
34 
34 


34 
34 
34 
34 
34 


34 
34 
34 
34 
34 


34 


Sl 
52 
53 
54 
55 


56 


Alte Einth. 
D. 1”. 


Gr.M. S. 
62 3 WO 


62 33 724 
34 048 
34 372 
35 096 
35 420 


62 36 144 
36 8 
37 192 
37 516 
38 240 


4 
39 28 8 
w) 012 
33 6 
41 06 U 


38 4 
42 108 
43 2 
43 156 
#3 WU 


62 44 204 
4 528 
45 25 2 
45 576 
30 0 
2 7004 
47 348 
07 2 
438 396 
49 120 


02 49 444 
5) 168 
50 49 2 
216 
51 540 
24 
52 558 
53 312 
036 
54 36 U 


02 5 184 
8 
13 2 
456 


18 U 


278 

552 
59 2776 


D. 1. 


108 


105 
10 
105 
100 


5 
06 64 69.51 22 
07 67 52 10 25 
61 07 73 53 11 28 
61 08 73 54 12 31 
63 08 80 55 14 105 37 
63 62 @ 80 69,56 14 105 37 
64 09 83 57 15 105 
66 10 89 58 16 105 43 | 
66 10 89 59 18 105 40 
68 11 95 60 18 105 40 
68 62 11 564 95 69,61 0 62 105 :6 
69 12 238 08 62 105 56 
71 13 012 04 63 22 105 62 
71 13 33 6 04 64 22 105 62 
73 14 06 0 10 65 24 105 68 
3 02 1 354 10 69,66 mM 235 0 105 71 
75 15 108 17 67 34 8 105 71 
75 15 43 2 17 65 34 27 105 77 
77 16 156 23 69 34 28 105 80 
77 15 450 23 70 34 29 105 93 
Ss 62 17 94 26 69,71 34 29 105 83 
50 17 528 32 72 3+ 31 105% 
s0 18 352 32 73 34 32 105 9 
24 82 18 576 38 74 34 33 105 9% 
25 82 19 300 38 73 34 34 105 9 
69,26 “+ 02 © 024 44 69,76 34 35 106 02 
27 s4 20 348 44 77 34 36 108 05 
28 S6 21 072 51 73 34 37 10 08 
29 87 2 um 54 79 34 39 106 14 
30 87 22 120 54 s0 34 106 17 
69,31 92 22 44 60 69,81 34 40 106 17 
32 89 23 168 60 82 34 4 106 % 
353 gl 23 492 66 s3 34 43 106 97 
34 42 24 216 69 54 34 3 106 27 
33 93 24 540 72 85 3 4 100 33 
69,36 3 MS %4 22 69,86 34 4 106 36 
37 95 25 588 78 87 34 106 86 
33 26 312 88 34 106 42 
39 97 27036 85 89 34 Ib 4. 
40 97 27 360 s5 90 34 50 106 48 
69,41 9 383084 69,91 34 106 51 
42 0 238 208 94 92 34 100 54 
43 on 29132 97 93 34 106 57 
44 02 29 456 94 34 106 
45 u3 30 180 03 95 34 57 mM 106 64 
69,46 03 30 504 06 69,96 3 106 67 
47 3+ 05 31 22 8 0) 97 34 u 1 73 
43 33 06 552 12 98 33 106 73 
49 3 07 32 2776 15 99 34 76 
0 3 wu 70,00 


1,426 7882 


1,427 1343 
27 4805 
27 8267 
23 1731 
23 5196 


1,423 8662 
29 2129 
29 5597 
29 66 
30 2536 


1,430 6007 
30 9479 
31 2953 
31 6427 
31 


1,432 3379 
32 6857 
33 0336 
33 3815 
33 7296 


1,434 0778 
34 4261 
34 7746 
35 1231 
35 4717 


1,435 8205 
36 1698 
36 5183 
36 8673 
37 2165 


1,137 5658 
37 9152 
38 2647 
38 6143 
33 9640 


1,439 3139 
39 6618 
40 0139 
40 3640 
40 7143 


1,441 0647 
41 4152 
41 7657 
42 1165 
42 4673. 


1,442 8182 
43 1692 
43 5204 
43 8716 
44 2230 


6. Gudermann, Potenzial- Functionen 


D. 1”, 


34 
34 


62 
62 


Alte Einth, 
D. 1”, 


Gr.M,. S, 
630 106 82 


63 W 324 106 83 
01 048 106 85 
01 372 16 9 
02906 106 9% 
02 20 106 8 


63 03 144 107 0 
03 468 107 04 
0% 192 17 07 
0% 516 17 1m 
0240 073» 


63 05 564 107 16 
06 238 107 22 
07 012 107 22 
07 336 107 28 
038060 107 28 


63 08 334 107 35 
108 107 38 
09 432 107 38 
10 156 107 44 
1) 450 107 47 


63 11 20% 107 50 
11 528 107 56 
12 252 107 56 
12 576 107 59 
13 0 107 6 


63 14 024 107 56 
14 348 107 72 
15 072 107 72 
15 396 107 78 
16 120 107 81 


63 16 44 107 84 
17 168 107 87 
17492 17 % 
13 216 701 9 
13 540 107 99 


63 19 2164 107 09 
19 5358 108 6 
2) 312 108 06 
21 036 108 12 
21 360 108 15 


63 22084 108 18 
22 8 108 18 
23. 132 108 27 
23 456 108 27 
24 1830: 108 30 


63 24 504 108 33 
25 2278 108 40 
25 52 18 9 
26 276 18 46 
27 


N, E. 


k=70?° 
Gr. M, 


70,50 


70,51 
52 
93 
54 
55 


70,56 
57 
53 
59 
60 


70,61 
62 
63 
64 
65 

70,66 
67 
68 
69 
70 

70,71 

2 
73 
74 
75 

70,76 
77 
78 
79 
so 


x. 


1,444 2230 
1,444 5745 
44 W261 
45 2778 
45 62% 
45 9815 


1,446 3336 
46 6857 
47 0380 
47 3903 
47 7423 


1,448 0954 
48 4481 
45 8009 
49 1538 
49 5069 


1,449 8600 
50 2133 
50 5667 
51 2737 

1,451 6274 
51 9813 
52 3352 
52 6802 


53 0434 
1,453 3977 


93 7920 
5+ 1065 
4611 
5+ 8159 


= 


a 
an 


807 
> 2359 
> 


> 9465 
3021 
6577 
3 0134 
3003 


& 


1,458 7252 
59 0813 
59 4375 
50 7938 
60 1502 


1,460 5067 
60 8634 
61 2202 
61 5770 
61 934 


Taf. I. 


D. 1”. 


35 15 


35 16 
35 17 
35 18 
35 19 


w w 


w 


w 


35 36 


ww w 
w 
» 


w w w w 

Pop 


Alte Einth. 


Gr. M, 
63 27 


63 


DD 


63 30 


63 32 


63. 35 


63 33 


63 41 


03 43 


63 46 


48 


63 49 


63 51 


x 


=70? &r. D. 1”. 

76,00 

70,01 324 108 52 
02 34 18 55 
03 32 64 372 108 58 
04 34 65 006 108 01 u 

05 34 66 35 2 29 420 108 67 | 

70,06 34 67 35 22 134 67 

07 34 68 30468 73 

05 34 69 31 92 7 

09 34 70 31 516 A108 

10 34 71 32240 1088 

70,11 34 72 35 27 564 108 
12 34 74 35 238 33 238 108 
13 34 74 35 29 012 
14 34 76 35 31 34 336 108 

15 34 76 35 31 35 060 108 08 u 

70,16 34 78 35 3 334 100 04 

17 34 79 35 34 36 WS 109 07 

15 34 79 35 34 36432 10 02 

19 34 81 377156 10 14 

20 43 82 35 37 37450 1 17 x 

70,21 34 83 35 39 100 23 

22 34 85 3528 m 3 = 

23 3+ 85 39 3532 1090 % 

24 34 86 39 576 10 32 or 

25 34 83 4 300 109 35 

70,26 34 88 024 100 35 

27 34 % 4 348 10 

285 34 90 42 072 109 44 

29 34 42 396 109 51 

30 34 93 43 120 109 51 „r 

70,31 >39 70,81 3549 100 54 

32 34 05 82 35 51 4 168 100 

33 34 96 83 35 52 4 492 109 03 = 

34 34 97 54 35 52 5 216 100 08 

34 99 85 35 54 45 540 100 00 

70,36 32 9 70,86 3556 254 1m 7; 

37 35 01 87 35 56 46 558 10 Be 

38 3 01 83 35 57 47 312 109 78 == 

39 35 03 89 35 59 036 10 55 

40 35 04 90 35 59 8 360 100 8 2 

70,41 35 05 70,91 35 61 084 100 0% 

42 35 05 92 35 62 49 408 1m 94 Ga 

43 35 08 93 35 63 5) 132 1% 97 >” 

44 35 08 94 35 64 5456 110 w . 

45 35 9 95 35 65 180 110 0% 

70,46 35 m 70,96 3567 504 110 va 

47 35 12 97 35 68 52 228 110 ı2 

45 35 12 98 35 68 252? 10 1m 

49 35 14 99 35 U 53 76 110 19 a 


1,461 0340 


1,462 2911 
62 6484 
63 0057 
63 3632 


63 7207 


1,464 0784 
64 43062 
64 7941 
65 1521 
65 5103 


1,465 8035 
66 22309 
66 5554 
06 944) 
67 3027 


1,467 6615 
65 0205 
68 3795 
63 7387 


693 0980 


1,460 4574 
| 609 s170 

70 1766 

7u 536# 

7) 8%2 
2562 
71 6163 
71 9766 
33069 
72 6974 
0580 
73 4187 
73 779% 
7+ 1404 
7+ 5014 


75 2239 
5355 


> 0468 


6 3085 


1,476 6702 
77 0321 
7562 
75 1154 


1,478 4807 
73 8432 
79 2058 
79 5685 


79 913 


6. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. 1. 


[#8] 
a 


w 


a a 


05 
34 


96 


20 


26 


63 


63 


6+ 


64 


6+ 


64 


64 


64 


64 


an 
an or 


an cn 
1-1 


an 


Alte Einth. 
D. 1, 


110 


110 
110 
110 
110 
110 


110 
110 
110 
110 
110 


110 
110 
110 
110 
110 


110 
110 
110 
110 
110 


110 
110 
111 
11 
111 


111 
111 
111 
111 
111 


111 
111 
111 
111 
111 


111 
111 
111 
111 
111 


111 
111 
111 
111 
111 


111 
111 
111 


su 
86 
90 


05 


05 


20 
20 


30 


N. E. 


k==71? 


Gr. 
71,50 
71,51 

52 
33 
54 
55 


71,56 
57 
58 
59 
60 


71,61 
62 
63 
64 
65 


1,479 9313 


1,480 2942 
6573 
st 0205 
3838 
81 7472 

1,482 1107 
82 4744 
82 8381 
83 
83 5660 


1,483 9302 
54 2044 
6588 
85 0233 
85 3879 


1,485 7526 
86 1174 
4524 
86 8475 
87 2127 

1,487 5780 
87 9435 
83 3000 
85 6747 
80 0405 

1,489 4005 
89 7725 
1357 
5050 
90 8714 


1,491 2380 
91 6046 
91 9714 
92 3383 
92 7053 


0725 
03 4398 
03 8072 
094 1747 
94 5423 


9101 
95 2779 
95 6459 
96 0141 
06 3823 


1,496 7507 
07 1192 
97 4878 
07 8565 
093 2254 


36 
36 


36 
36 
36 
36 
36 
36 
36 
36 
36 
36 
36 
36 
36 
36 


36 
36 
36 
36 
36 
36 
36 
36 
36 


36 
36 


29 
31 


on on 


en 


a 


28% 


Gr. M, 


64 
64 


64 


64 


64 


64 


64 


64 


64 


406 


Alte Einth; 
D. 1”. 


S. 


324 
048 
372 
n6 
42.0 


14 4 
46 8 
292 
516 
24 0 


56 4 
2S 8 
01 2 
336 
06 0 
35 4 
108 
43 2 
156 
45 0 
20 4 


928 
25 2 
576 
300 
3+8 
07 2 
396 
12 0 


444 
16 8 
49 2 
216 
54 0 


26 4 
55 8 
31 2 
03 6 
360 


08 4 
13 2 
456 
180 


54 
228 
55 2 
276 


D. 1”. 


an en 


88 
Gr. M. Gr. M. S. 
7100 1 IM 2 55 21 112 01 
71,01 3 324 28 36 21 112 07 
02 73 048 23 36 32 22 112 10 
03 . 75 37 2 34 36 33 22 112 13 
04 75 006 3+ 36 34 23 112 
05 KEEEEEE 77 420 40 30 35 23 112 19 
71,06 | 14 4 43 36 7 24 112 25 
07 35 79 B 46 8 46 36 37 24 112 25 
08 35 80 | 19 2 49 36 39 25 112 31 
09 35 82 516 56 36 25 112 35 
10 35 82 MM 240 56 36 42 26 112 41 
1114 sı 50 564 62 3642 % 112 41 
12 355 mW 238 65 36 4 27 112 47 
13 35 86 01 012 68 3b 45 28 112 
14 35 87 01 33 6 71 46 28 112 
15 35 88 02 06 0 74 | 47 29 112 
71.16 350 mE 02 384 71,66 64 29 112 
417 9 03.108 67 30 112 
13 92 03 43 2 63 30 112 69 
19 I 04 156 69 31 112 72 
20 BEE 04 480 03 70 31 112 75 
71,21 99 71,71 [ 32 112 
05 528 99 72 32 112 
23 35 8 06 235 2 _ 73 33 112 87 
24 35 98 06 576 | 74 \ 33 112 90 
25 36 00 07 30 0 11 75 34 112 96 
1.% 3601 08 14 71,76 35 112 
27 36 03 08 348 77 62 35 113 02 
28 36 03 09 072 | 78 63 36 113 0 
99 36 05 396 27 79 64 36 113 m 
30 % 06 10 120 66 37 113 15 
71,31 3507 mM 10 ara 33 71,81 6 ME 37 113 15 
39 36 08 11 168 36 82 68 38 113 21 
33 36 09 11 492 39 53 69 33 113 24 
24 36 12 216 42 54 70 39 113 27 
35 36 12 12 540 48 85 72 39 113 33 
71.36 14 3613 13 %4 51 71,56 1,4 3 113 36 
37 nu 36 14 13 55 8 54 87 74 4) 113 40 
38 36 15 14 312 57 83 75 113 43 
39 m 30 17 15 036 64 89 76 42 113 46 
40 7 36 17 15 36 0 64 90 36 78 42 113 52 
1.4 36 19 16 084 70 71,91 4, 3678 4 113 52 
4? 36 mu 16 48 73 92 | 0 43 113 58 
43 36 21 17 132 6 93 82 44 113 64 
44 36 22 17 456 79 94 3 44 113 64 
4) 36 3 13 180 22 95 63 84 45 113 70 
71.46 6% 64 18 504 88 71,96 5 6465 113 73 
3 19 228 97 36 86 113 77 
48 36 27 19 52 94 98 36 87 46 113 9 
49 36 28 20 276 8 99 u 36 89 47 113 56 


N.E. 
k==7%2° 
Gr. 7. 
72,00 
72,01 
02 
03 
04 
05 


72,46 
47 
48 
49 
50 


LK. 


1,498 2254 


1,398 5944 
98 9635 
99 3327 

1,499 7021 

1,500 0715 


1,500 4411 
8109 
01 1807 
01 5507 
04 9208 


1,502 2010 
02 6615 
03 0318 
03 4024 
03 7731 


1,503 1440 
04 5149 
04 8360 
05 2572 
05 6286 


1,506 
06 3716 
06 7434 
07 1152 
07 4872 

1,507 8503 
08 2315 
08 6038 
08 9703 
vu 3489 


1,509 7216 
10 0945 
10) 4674 
10 S45 
11 2133 


1,511 5871 
11 
12 3342 
12 7079 
13 


1,513 4558 
13 8299 
13 2041 
14 5785 
14 4530 


1,515 3276 
15 
0772 
10 4522 
1b 5274 


6. Gudermann, Potenzial - Functionen 


D. 1”, 


36 


36 
36 
36 
36 


92 

24 
04 


36 


39 


Alte Einth. 
D. 1”, 
Gr. M, S, 
64 4383 WO 113 89 
64 45 324 113 92 
49 048 113 095 


49 37 2 11+ v1 
006 114 01 
420 114 07 


14143 14 
114 14 
52 192 113 2% 
52516 114 23 
53 230 114 26 


64 53 564 114 29 
238 114 35 
5 012 114 33 
5 336 114 4 
55 11+ 43 


64 56 384 114 48 
57 183 114 54 
57 43 2 114 57 
55 156 il+ 63 
450 1l+ 


204 114 66 

528 114 75 

25 2 114 75 

576 114 

30 114 85 


64 54 


65 012 114 883 
02 345 114 91 
03 07.2 07 


03 306 115 WW 
04 120 115 035 


65 04 150 
05 168 115 0 
05 92 15 14 
216 15 22 
152% 


26 4 115 25 
07583 115 31 
08 312 115 34 
N 036 115 4) 
45 


6 west 15 4 
408 115 49 
2 115 56 
1 456 115 50 
12 50 15 62 


65 12 504 115 68 
13 156 
1352 15 7 
14 76 115 
15 wo 


Crelle's Journal d. M. Bd. VII. Hit. 1. 


N.E 


k:=72° 


Gr. 
72,50 
72,51 
52 
53 
54 
55 


72,56 
57 
58 
59 
60 


72,61 
62 
63 
64 
65 
72,66 
67 
68 
69 
70 


72,71 
72 
73 
74 
75 
72,76 
77 
78 
79 


72,96 


73,00 


1,516 8274 


1,517 2026 
17 5780 
17 09535 
18 3292 
18 7050 


1,519 0809 
19 4569 
19 8331 
20 2093 
20 5858 


1,5%0 9623 
21 33%) 
21 7158 
22 0927 
22 4698 


1,522 8469 
23 2243 
23 6017 
23 9793 
24 3570 


1,524 7348 
25 1128 
25 4900 
25 8601 
26 2475 


1,526 6200 
27 0046 
27 3334 
27 7622 


28 1412 


1,528 5204 
28 8996 
29 27% 
209 6586 
30 0392 


1,530 4180 
30 7980) 
31 1780 
31 5582 
31 9385 


1,532 31% 
32 6996 
33 0803 
33 4612 
33 8321 


1,534 2253 
34 6045 
34 9859 
35 3674 
35 74% 


Taf. 1. 
Alte Finth. 
D. 1”. D. 1”. 
Gr. M, S. 

37 82 65 135 WO 115 80 
37 54 65 15 324 115 86 
37 55 16 048 115 % 
37 87 16 372 115 % 
37 58 1706 115 9% 
37 59 17 420 116 02 

37 6% 65 18 144 116 05 
3769 15 468 116 11 

19 192 116 11 

37 8 19 516 116 20 
3765 20 240 116 23 
37 67 6 2 564 116 27 
37 68 21 258 116 30 
37 69 22 2 33 
37 71 = 228 39 
37 7 23 060 116 39 
37 74 65 23 383% 116 48 
3? 24 108 116 48 
37 76 24 432 116 54 

37 77 25 156 116 57 

25 480 116 60 

37 80 65 % 04 il6 67 

37 8 26 5298 116 70 

37 82 27 32 116 73 

378 27 576 116 79 
5 23 30 0 116 82 

37 8 65 29 024% 116 S5 

37 88 29 348 116 9 

378 30 072 116 091 

379 30 396 116 98 
37 92 31 120 117 0% 
37 9 65 31 444 117 0% 
372 32 108 117 10 
37 96 32 492 117 16 
37 % 33 216 117 16 
3798 33 540 117 22 
33 0 65 34 %6 4 117 28 
330% 3+ 558 117 28 
33 02 35 31 2 117 35 
38 03 3506 35 
338 05 36 360 117 4 
33 06 65 37 084 117 4 

38 07 37408 117 50 

35 09 232 117 56 

38 09 38 456 117 56 

38 12 39 180 117 65 

35 12 65 39 504% 117 65 

38 14 4) 228 117 72 

38 15 4) 552 117 75 

33 16 4 276 117 78 


12 


36 
72,06 6 
07 36 98 
08 37 w 
09 37 01 ir 
10 
72,11 37 03 
12 370 
13 37 = 
14 37 07 
15 370 
72,16 37.09 
17 7 2 
15 37 12 
19 37 14 
20 37715 
72,21 373 
22 37718 6 
23 78 6 
24 37% 
25 37 21 
72,26 
27 23 
23 37% 
30 37 27 80 
72,31 37 29 72,81 
32 37 29 82 
33 37 31 83 a, 
34 37 33 
33 37 33 85 & 
72,36 735 6 72,86 
37 3’ m 87 
35 37. 37 58 4 
39 37 m 39 
40 377 90 
72,41 37 4 72,91 2 
42 372 92 E 
43 37 4 93 & 
44 37 4 94 
45 37 95 
3748 
37 48 97 
37 50 98 
373 99 
42 WU 7 


Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. 1. 


Alte Finth. N. E, Alte Einth. 


D. D.1”. ı=73° x D.t“ D. 1“. 
Gr. WM. Gr. M, Gr, M, Gr. M, 
73,00 1,5570 3m 6 42W00 17 3 73,530 12,555 07 386 6 m wo 110 
73,01 1,536 1308 38 19 65 42 324 117 97 73,51 155303 38897 
02 527 3 21 3048 17% 33 55 38 88 10 48 20 
03 36848 38 21 3 72 MS 53 50 38 72 
04 4 Als 54 5655758 38 1 10 m 
05 #20 93 56 469 38 92 20 122 
713,06 15507 6545143 73,96 1557361 3% 612149 
07 384243 38 27 3 68 118 12 57 5775 388 12 
38 33 233 #5 102 118 15 583 38 97 13 2 120 28 
03 33 33 30 “516 118 21 39 58 5047 38 516 1m 3 
10 39578 38 31 185% 60 53 8045 38 13 230 190 34 
73,88 125390950 333 06 4 564 118 25084 
2 4) 3392 38 33 33% MS 30 6? 596745 390 15 238 33 
13 7225 38 36 #9 012 4 63 60.0647 30 03 
14 41 1008 38 36 936 18 64 45503908 1 36 190 52 
15 41 4897 38 33 115 46 65 30 07 17 120 59 
73,16 1,541 873533 30% 065 50 3834 118 49 73,66 156120 
47 42 257435 4 St WS 55 67 610270 39.09 133 120 65 
15 420415 38 4 51 432 1S 55 65 62 0179 30 4352 1290 68 
19 43 38 4 521506 18 63 6% 62 489 39 12 7% 
20 43 +100 33 92 480 113 64 70 62 S001 13 17 38 0 120 
735,21 2155902 346 6553 73,71 u 10 
22 41790 38 47 53 528 18 73 72 635829 39 16 528 120 
23 44 50637 38 4 5+ 232 113 80 73 63 9745 308 32 
24 44 9486 38 50 576 118 83 3 64 3663 239 19 576 10 
25 38 51 5 118 73 54 7582 39 20 22 10 
73,26 1,545 715738353 6 18 73,76 92 6 me 
27 46 1040) 38 54 565 348 180% 77 65 5424 39 23 23348 121 (8 
2 404 38 55 57072 18 8% 78 65 9347 39 25 072 11 1 
29 408749 38 57 57306 119 04 3272 39 26: 2 396 17 
30 47 2606 385 58 53 120 119 07 80 66 718 30 27 25 120 121 0 
73,38 859706464 3590 6565 43 10 m 73,51 20715 99% 6544 
32 43032335 61 59 119 17 82 67 5054 39 30 168 
33 48 4154 3802 65 59492 19 © s3 67 39 32 pı % 
3 48 S040 3364 216 119 % 84 05 2916 33 33 27 216 121 539 
3) 3865 w 119 29 83 68 68549 39 34 730 
73,360 159575 336 66 119 73,86 1,569 07833935 6 %8%% 118 
37 44 38 68 558 119 38 37 69 4719 39 38 23 558 14 54 
33 50 3509 38 69 412 19 4 85 69 3657 39 38 29 5312 121 54 
39 7378 38 70 033 036 119 44 89 702595 39 41 64 
40 SL 35 7 03 3560 119 58 90 76536 39 3 64 
73,4 73,91 1,571. 097393 66 31 084 
42 5180903 38 75 110 3945 31 11% 
43 52 280838 75 05 132 119 93 718365 30 35 232 m % 
44 33 78 05 456 119 09 94 722310 307 256 185 
45 38 78 180 110 69 95 726358 30 49 3 180 
7346 15549 3390 660 504 19075 73,96 457300 3950 6 354% a 
47 3385793582 228 119 07 73 4157 3% 51 34 228 121 
48 54 38 8 752 98 73SU8 30 53 52 
49 38 08 276119 88 99 30 55 35 2776 22 


6b. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. 1. 


N. E. Alte Finth. N. E. Alte Einth. 
D.1”, D. 1”.  D. 1%. 


Gr. Gr. M, S, (ir. Gr. M. S 


7400 1,573 016 30 565 36 wo 192 10 74,50 1.50 5594 0703 wo 14 3 

02 75309 39 59 37048 12 1 32 05 40 32 
03 75788830 60 mn 35 95 7686 30 34 372 19 St 
05 7658 39 63 ss 20 3 33 9% 5755 37 

74,06 15690773 6 n4 m 3 74,56 1,5602 038 mo 
07 77 3737 39 m2 4 37 97.3830 Mu 39 
03 77703 3968 4 35 97 7569 4 m2 mm 
09 78 1671 39 69 w 516 122 59 
10 78 5640 39 41 30 12 53 60 40 194 

7411 1,578 8510 390 72 66 41 564 122 59 74,61 158008 078 ms 
13 79755 397 3 012 12 63 1,500 8000 40 49 012 1% 07 
14 801535030 76 3 36 1m 72 64 1,00 2139 40 50 10 36 1935 
15 550 39 77 4 12 75 65 52 1 125 

7416 1,5003 74,66 40 53 67 11 382 1% 
17 SI 342 39 81 WS 7 67 01204 40 55 12 ws 1515 
15 743 39 892 s 32 w 68 018349 56 2 432 1% m 
19 82145 39 83 69 022405 58 3 156 15% 
20 82548 3985 46 480 9 02645 480 125 31 

74,2 1,582 0305 3087 64 123 74,71 1003 6714 WA 195 
33 83 3380 30 87 475928 1223 0% 72 03 4583 40 63 14 928 1935 
23 s3 7367 39 383532 9335 73 5 %2 15 43 
24 811355730 0 56 1935 74 42710 4065 15 576 195 
253 +57 20 193 21 79 046775 67 15 300 25 52 

74,26 1,584 93390 300 66 0 13 7476 105082 
27 s5 3355 3995 123 30 71 05 40) 70 17 3+8 125 062 
23 K5 73830 07 072 123 75 05808040 72 18 072 195 
29 sh 13253008 3906 193 w 79 06 3052 7 18 296 18 71 
30 sb 5323339 9% 2 93% 75 ı5 

7431 193 74,51 1,7 100 40 67 19 444 1% 
323 003 1935 82 075276 4 77 
33 87735 04 53 02 1935 33 07953 0 2) 492 195 03 
34 1330 40 05 54 216 193 s4 08 383 40 1 195% 
33 407 54 50 123 07 55 08 7513 40 83 1540 1960 

74,3 1,588 93492 40 0860 55 %4 123 74,56 101% 083 172 %4 1% 
37 sy 3350 1m 65 5855 13 7 S7 507940 86 2258 1% 1 
38 so 7300 40 12 56 312 1938 ss 9765 40 87 23 3112 185 9 
39 57056 1938 s9 10 385524088 24036 1% 7 

744 74,91 16112000 0 67% 084 1% | 
42 3414 40 18 45 194 01 92 110121 0 235 WS 1% 3 
43 18 93 120215 40 94 132 1% 3% = 
45 2 67 124 05 284054008 277 1380 1% 4 

74,46 1,502 a) 24 07 W504 174 % 74,96 1.613 2503 40.009 6 7 m& 126 51 
47 3350 as 194 97 136002 41 01 25 2285 1% 57 
48 03 7540 27 52 24 95 140703 41 02 23 52 1% 
49 04 15667 27 02 276 314% 99 144805 41 04 29 6 
50 5504 03 U 75,00 14 89 


D 17 
| 
12 * | 
| 


92 6. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. 1. 


N.E. Alte Einth. N.E. Alte Einth. 
Gr, M. Gr.M, S, Gr. M. Gr, M, S. 
75,00 165489 41% 607 1% 7550 1,635617 485 6757 1917 
75,01 1,615 wıs 41 67 30 324 1% 75,51 1,636 0302 41 67 57 324 19 20 
02 15 7122 41 08 31 048 1% 79 52 36 4488 41 88 ss 048 129 % 
03 16 1230 41 1 31 372 1% 8 53 36 676 41 W 58 3772 19 32 
04 16 534) 41 12 3206 1% A 54 37 2866 41 92 59 W6 129 38 
05 15952 4 13 320 1% 9 55 37 7058 41 93 67 59 20 1% al 
75,06 1,61735665 415 67324 170 79,56 1,68 12351 4% 6 W144 129 4 
07 17 7690 41 17 3 17 0 57 33 546 129 51 
08 18 1797 _ 41 18 34 192 127 1m 58 35 %42 41 98 01 192 129 57 
09 18 5915 41 m 3516 73% 59 39 330 41 9 u 516 129 
10 19 0034 41 2 353 40 17 1 60 39 8039 42 02 022 230 129 
75,11 16945 4193 97 3554 97% 75,61 203 6 02 564 19 
12 19 82735 41 24 88 273 62 W644 42 04 03 23838 139 75 
13 20 2W2 AL % 7012 73 63 40648 42 06 04 U0L2 129 81 
14 20658 41 97 37736 27 38 64 41 4854 42 08 04 36 129 8 
15 4 3060 17 4 65 41 62 42 W 5 129% 
75,16 1,021 41 31 67 38 334 127 50 75,66 1623272 1 68 06 334 19 9 
17 21895 41 32 39 175 67 42 7453 42 12 06 130 
18 22 3047 41 34 39 432 17 5 68 “21085 42 35 180 
19 22 41 35 W156 17 02 69 42 86 
20 23 1316 4L 37 4 480 1727 69 70 4 0126 42 13 07430 130 19 
75,21 1343 13 75,71 16MaM 42 19 6 08 204 130 22 
22 2351 4 4 528 17 72 8563 42 21 528 130 28 
23 um 73 45 2784 42 23 2352 130 34 
24 24 7873 41 43 42 576 17 897 T 42 24 576 130 37 
25 235 WI6 41 4 3 #0 179 73 “1231 30 130 4 
75,26 1656161 41% 674 024 17 % 75,76 166557 81024 130 4 
97 26 0307 41 48 4 338 18 02 7 46 42 29 11 348 130 532 
28 26 4455 41 50 35 072 128 09 73 47 3014 42 31 12 07 2 130 59 
29 26 8605 41 51 4 396 18 22 79 47 8145 42 33 12 96 106 
30 272756 4 53 #6 120 128 18 so a8 2378 42 34 13 120 130 068 
75,31 415 7644 8 75,851 236 6813 44 1307 
32 28 1063 41 56 47 168 18 97 82 490848 42 37 14 168 107 
33 28 5219 41 58 47 492 128 33 83 49 50855 42 14 492 130 s6 
34 28 93777 41 59 48 216 128 36 34 49 93235 42 Al 15 216 130 
35 29 3536 4 61 48 530 188 855 su 135 5340 1309 
75,36 1,629 7697 4 62 67 49 198 75,56 1,650 7808 295681 %4 110 
37 30 1859 41 64 49 558 128 52 87 51 2053 42 46 16 558 131 05 
38 3003 A 50 312 128 58 88 51 6299 42 47 17 312 131 08 
39 31 0189 41 67 036 18 89 52 0546 42 50 13036 131 17 
40 31 4356 41 60 SA 50 18 67 90 52 476 42 51 13 350 131 
75,41 1,3185 4 7% 67 52084 18 75,91 1,652 42 52 68 19 84 131 23 
42 32 W005 41 72 52? 408 18 77 92 53 3299 42 55 19 98 131 33 
43 32 68667 41 74 3 132 18 8 93 53 7554 42 56 2) 132 131 36 
44 3W1 47 56 18 s6 94 1810 42 57 456 1231 39 
45 335216 41 77 180 189% 95 54 0067 420 21 180 131 48 
7546 163993 41 78 67 53 004 128 75,96 1655 0927 26 21 504 131 5 
47 34 3571 41 81 5 n8 12004 97 55 1588 42 63 22 228 131 57 
48 34 7752 41 81 5 52 1290 04 98 22 552 131 
49 35 193 41 84 ss 276 129 44 99 563115 42 233 276 131 


50 35 6117 wu 76,00 56 7381 24 0 


\ 


1,656 7381 
1,657 1649 
57 5919 
58 01%) 
58 4463 
58 8738 


1,659 3014 


59 7292 
60 1572 
60 58553 
61 


1,661 4421 
8708 
62 2996 
62 7256 
63 1578 


1,063 5871 
64 V166 
4463 
64+ 8762 
65 3062 

1,665 73604 
66 1668 
66 5974 
67 0281 
07 45% 


1,667 80 
68 3213 
68 7527 
69 1843 
69 6161 


1,670 0480 
70 4801 
9124 
71 3448 
71 7775 


1,672 2103 
72 6432 
73 0764 
73 5097 
73 9432 


1,674 3769 
74 8107 
75 248 
75 67% 
76 1134 


1,676 5479 
76 9827 
77 4176 
77 8527 
7a 2870 


0. Gudermann, Potenzial- Functionen 


D. 1’, 


Alte Finth. 


Gr. W, S. 


68 
68 


63 


68 


68 


24 


25 
29 


30 


wo 
3724 
37 2 
420 


144 
48 
19 2 
516 
24 0 


50 4 
23 8 
v1 2 
336 


33 4 
10,8 
43 2 
15 6 
48 0 


52 8 
25 2 
976 
4 
34 8 
072 
396 
12 0 


44 
16 8 
49 2 
21 6 
0 


26 4 
55 8 
31 2 
036 
36 0 


034 
48 
13 2 
456 
15 0 


504 
228 
55 2 
276 


D. 1”. 


131 


ww 


73 
9 
52 
83 


N.E, 


k=76° 


Gr, M, 
76,50 


76,81 
s2 
83 
54 
85 
76,86 
87 
s9 
90 
76,91 
92 
93 


8. k. 


1,678 2879 
1,078 7234 
79 15% 
79 5948 
80 0308 
80 4669 


1,680 9032 
81 3397 
81 7764 
82 2133 
82 6503 


1,683 0875 
83 5249 
83 9625 
84 4002 
8382 


1,685 2763 
85 7146 
86 1530 
86 5917 
87 0305 


1,687 4695 
87 987 
85 3481 
83 7876 
89 2274 

1,659 6673 
1074 
5476 
01 4257 


1,601 8695 
92 3105 
92 7517 
93 1931 
93 0346 


1,694 0763 
04 5183 
94 %03 
95 426 
95 8451 


2877 
96 7305 
97 1736 
97 6167 
98 0601 


1,698 5037 
98 0473 
9a 3913 
90 8354 
1,700 2707 


Taf. 1. 


43 55 


43 56 
43 58 
43 60 
43 61 
43 63 


43 65 

43 67 
43 69 
43 70 
43 72 


43 74 
43 76 
43 77 
43 80 
43 


43 85 
43 8 
43 87 
43 88 
43 


43 
43 9 
43 95 
43 98 


Alte Einth. 


Gr. M, 8. 


68 
63 


68 


68 


09 


69 


69 


69 


69 


60 


51 


50 


w 0 


324 
0+ 8 
372 
420 


14 4 
40 8 
19 2 
516 
24 0 


56 4 
28 8 
v1 2 
336 
wu 
38 4 
108 
43 2 
15 6 
0 


| 76,01 42 70 24 131 76,51 51 134 44 E 
02 42 71 25 131 52 52 134 51 3 
03 42 73 25 131 93 52 134 57 u 
04 75 26 131 94 54 53 134 
05 42 76 26 131 98 55 53 133 66 E 
76,06 32 73 68 27 132 04 76,56 133 72 
07 42 80 27 132 10 57 
05 42 28 13 58 55 13+ 85 : 
09 53 2 19 59 55 134 8 
10 s5 25 60 56 134 9 
76,11 m 132 31 76,61 cs 135 
12 SS m 132 35 62 57 1355 06 
13 % 31 132 4 63 58 135 00 = 
14 22 31 132 47 64 58 135 19 3 
15 93 32 132 50 65 59 135 22 F 
76,16 425 68 32 132 56 76,66 m 135 28 
17 42 97 33 132 62 67 00 135 31 
18 42 9 33 132 69 65 135 30 
19 43 34 132 72 69 01 135 43 u 
20 3 02 34 132 78 70 v1 135 49 “ 
76,21 304 6 3 132 84 76,71 mM 02 204 135 56 € 
43% 35 132% 72 528 135 62 
23 43 07 36 13293 73 3 352 156 
24 23.00 36 132% 74 03 576 157 
23 37 133 02 75 135 7 
76,26 m3 133 12 76,76 15 8 
27 43 14 38 133 15 77 4 05 348 15 
28 43 W 34 133 21 75 405 15 
29 43 18 39 133 28 79 44 W 06 
30 43 19 4) 133 30 80 4 08 120 136 0 
76,31 3217 133 36 4 10 07 44 186 U 
32 43 23 a 133 43 4 12 B 168 16 
33 43 24 4 133% 4 14 402 1369 
34 43 27 42 133 55 4 15 m 216 136 % 5 
35 43 28 42 133 53 4 17 540 3 
76,36 329088 133 61 420 136 42 
37 43 32 43 133 70 4% 10 558 130 22 
38 43 33 4 133 73 4 23 11 312 136 51 
39 43 35 45 133 80 4 % 12 036 136 57 
40 m 4% 12 360 180 
76,41 2333 68 % 133 89 084 10 07 
42 3 4 % 133 98 44 31 13 08 136 76 | 
43 3 2 47 13+ 01 44 31 14 132 136 
44 34 47 13+ 07 94 4 34 11 56 13% 8 i 
45 33% 13+ 10 95 4 56 15380 1% 9 
76,46 68 48 134 20 76,96 4 5 091553 1% 
47 43 49 4 134 23 97 4 16 28 137 08 
45 43 51 49 134 9 98 “4 4 16 52 137 07 j 
49 43 52 50 13+ 32 99 4 1976 1798 
50 sı WU 717,00 13 09 


N.E. 


Gr. Wi. 
77,00 
02 
05 
04 
0) 
77.06 
07 
09 
10 
77,11 
12 
13 


17,40 
47 
43 
4) 


1,710) 2797 
7242 
1608 
01 6137 
0588 


5040 


1,702 9404 
053 3950 


03 


in 


4137 
07 8612 
3085 
7506 


v3 


1,700 6525 
10 54085 
10 9980 


4476 


1? 341 
12 
13 2453 


3 


14553 
556 
15 0461 
15 48 


15 9476 


17 3015 
17 


IS 2145 


193 
19 5014 
20 0140 


4007 


31749 
21 3729 
21 S26?2 
22 27985 


22 7335 


b. 


44 


44 
+4 
4 
44 


+4 
+4 
44 
44 


Alte Einth. 


(hr. 9. 


64) 


69 


69 


64 


6) 


64 


6) 


15 
18 
19 
19 


Gudermuant, 


Potenzig!» Functionen 


19 


N. E. 


—77° 


Gr. M. 
77,90 
77,51 
52 
53 
54 
55 
77,56 
37 
58 
59 
60 


77,61 
62 
63 
64 
65 

77,66 
67 
68 
69 

17,171 


77,81 
32 
S3 
85 
77,86 
87 
ss 
89 
90 


77,91 
92 
93 
95 
77,96 
97 
99 
78,00 


1,725 
26 
26 


21 


1,727 


3704 
s255 


2815 


1935 


23 6497 


29 


29 


1,730 


30) 
30 


31 


41 


1,741 


41 
42 
42 


1062 
0197 
4767 
954) 
3014 
8401 


309 
7649 
2231 
1402 
0581) 


5172 


5 01767 


1951 


1203 
5817 
0433 
5052 
+204 


43 354 


1,733 
4 


s172 
2802 
7434 


45 0704 


1. 


D. 1’. 


Alte Einth. 


Gr. M. S, 


09 45 WO 
69 35 324 
46 048 

46 378 
7096 

47 420 

00 48 1374 
48 408 

4) 19 2 

4) 516 

22410 

69 50 5654 
51 288 

2 

52 336 

69 53 38 4 
s+ 108 

s+ 432 

55 56 

55 450 

56 04 
56 528 

5’ 232 

57 96 

58 3200 

6 59 
59 348 
02 
w 306 

v1 120 
44 
02 168 

Nr 492 

3 210 

03 
04 264 
558 

05 312 
056 

16 360 
07084 
07 408 

08 13 2 

4506 

150 
504 
10 228 

1u 552 

23 :276 

1? WO 


D. 1. 


140 


14) 
14) 
140 
140 


140 
140 
140) 
140) 
14) 


10 
14 
14 
14) 
141 


141 
141 
141 
141 


341 
141 
141 
441 


141 
141 
141 
141 


141 
142 
142 
14? 
142 


142 
142 
142 
142 
142 


14 
14? 
1+2 
1+2 
14? 


14? 
142 
143 
143 


m 45 wo 1337 1,722 7335 45 39 

324 137% 1723 18074 9 

48 0+ 8 137 23 93 6416 45 43 22 

2 24.009 45 45 

52 245504 45 47 

54 420 137 47 | 45 49 

56 113% 1375 51 4; 

BE 58 oe 468 137 59 45 53 52 

22192 & 45 5% Kin 

0+ 2567 62 22 516 137 72 45 57 65 

114 7329 4 03 23 2+0 137 75 45 59 

1,705 1792 44 065 69 23 137 81 u 6 

0725 09 0,2 137.93 56 80 

14 5 36 137% m 45066 03 

15 44 75 m 35 09 v2 

7716 3,7 4 53 % 138 35 v5 

17 44 76 27 ms 2331 #5 73 4 

15 44 78 277432 133 21 7 17 

19 44 80 23156 138 97 5 77 

20 9° 23 330 138 33 31 45 78 30 

77,21 4 1385 39 1,732 235 36 

22 44 Sb 29 528 133 % 72 39 5 82 42 

44 83 138 52 73 33 435 8 5ı 

>4 + 30 5706 135 58 74 33 54 

00 135 61 75 24 25 8 

4 m 32 024 158 5% 77,76 1722 

27 05 32 338 18 73 77 35 

>28 44 97 0273 135 50 | 45 05 s2 

29 33 306 135 8b SEE 45 

30 45 3+ 20 138 02 so 35 

17.31 1,7 4503 33 44 133% 1,736 0 

32 45 05 355 168 133 04 37 3561 46 02 v3 

33 u 45 07 35 492 159 W 37 8165 4) 0% 10 

34 45 (8 36 216 130 14 38 2767 46 06 

3) 4 11 3b 5+0 2139 23 38 7373 a) 08 

se m 37 139% 10 08 

37 45 14 37558 139 32 SE 36 12 35 

38 u 33 512 130 4 40 14 4 

39 45 18 33 036 139 u) 47 

+40 | 43 360 159 51 45 19 6 

17 45 22 m 340) 054 150 57 46 % 

42 2 1539 063 22 65 

43 4 2% 4 132 139 6% 46 24 

44 27 4 4506 139 72 46 2% 78 

4) 45 30 42 1850 139 81 45 28 S4 

1,7 45 32 42 8 4 30 

45 35 43 228 1390 46 32 

45 30 43 552 ix 44 45 34 v2 

45 37 2706 110 45 4) 36 

35 wu 


k. 


1,745 6704 
1,746 1343 
45 5083 
47 9025 
47 5209 
47 9916 


1,738 4504 
48 0215 
491 3867 
5522 
5) 3178 
50 7837 
2407 
51 700 
52 1825 
52 6401 


1,753 1160 
53 5331 
5+ 
54 5179 


1,755 4535 
55 
56 350 
57 3272 

1,757 701 
53 20553 
55 7340 
51 2042 

51 6740 


1,700 1430 
BL 0845 
5551 


62 0259 


1,762 4970 
62 WS? 
03 430% 
63 9113 
64 3834 

1,764 8552 
65 3275 
65 
66 2727 
00 7450 

1,767 2187 
67 6921 
68 1656 
08 03% 


Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. 1. 


D.t”, 


45 
46 


ww 
EEE SE 


Alte 


Gr. M, 


12 
0.12 
15 
13 
14 
1+ 


3 


17 


7) 


70 23 


70.25 


7) 28 


31 


$, 

wo 
324 
8 
372 
6 
14 4 
46 8 
2 
516 
240 
564 
23 8 
ur 2 
336 


D.1’. 


143 


143 
143 
343 
145 
143 


143 
145 
143 
145 
143 


145 
145 
143 
144 


134 
144 
14 
14 


14 
144 
144 
144 
14 


144 
14+ 
14+ 
145 
145 


145 
145 
145 
145 
145 


145 
145 
145 
145 
145 
145 
145 
145 
145 
140 


146 
145 
14 


N,E. 
k=j78° 
Gr. WM, 
75,50 
73,51 
52 
53 


54 
93 


78,56 
97 
99 


73,81 
52 
54 
78,56 
87 
33 
59 
90 


78,91 
92 
93 
94 
78,96 
97 
98 
99 
73,00 


1,7609 1134 
1,700 5875 
70 0619 
70 5365 
71 0114 
71 4864 


1,771 0636 
72 4371 
72 91283 
73 3887 
73 8647 


1,772 3411 
74 8175 
75 2043 
75 7713 
76 2485 


8,776 7259 
77 2035 
770813 
78 1505 
78 63706 

1,779 1100 
70 5947 
0730 
80) 5525 
BL 0328 


1,781 5116 
st 0014 
4714 
9516 
83 


1,783 0126 
3+ 3035 
84 8746 
25 3559 
85 8374 

1,756 3101 
soll 
87 2853? 
87 7650 
83 2483 


1,788 7311 


80 2142 


30 6974 
1800 
90 8046 


1,791 1486 
91 0327 
m 1171 
6017 
95 8605 


D.1”, 


47 
47 


47 


45 
33 


48 
45 
+4) 
50 


20 


Alte Einth, 


Gr, WM, 


70 39 


70 39 
4) 
41 


42 


44 


47 


70 53 


7105 


S. 
324 
048 
372 
v6 
420 


1+ 4 
408 
192 
516 
240 


D. 


140) 


140 
140 
146 
14 
146 


140 
146 
140) 
140 
147 


147 
147 

147 
147 
1417 

147 
147 
147 
147 

147 
147 

147 

147 
147 
148 
148 
148 
144 
148 


145 
145 
248 
148 
+45 


148 
145 
148 
148 
149 


144 
140 
140 
140 


149 
149 
149 
140 


Bi 


3 
| 
78,01 21 42 
02 46 42 27 47 
03 40 24 33 47 57 2 
04 40 #7 45 47 
03 47 52 4 67 
78,06 55 75 m & 
07 52 15 53 47 57 22 s2 
08 4 55 16 67 47 509 43 sg 
09 45 56 zu 59 47 43 
10 46 59 17 s) 60 47.04 4 04 
78,11 83 75,61 #765 564 07 
12 40 63 18 22 62 67 35 288 13 
13 46 65 19 08 63 47 70 45 012 2? 
14 46 66 19 64 47 72 336 
15 46 69 29 10 63 47 74 4700 35 
17 4 73 21 108 23 67 47 78 4 108 47 5 
18 46 75 21 332 2) 63 47 80 432 53 
19 45 77 22 156 35 69) 47 83 49 156 62 
70 22 480 4 47 84 480 65 
78,21 204 43 78,71 47 87 m 50 204 
232 46 83 23 528 54 72 47 89 50 528 
9: 85 4 2352 80 970 51 2352 
— f 
4083 24 576 47 93 576 “3 
>53 46 89 > 300 73 47 05 52 A 
97 03 25 348 85 00 53 348 15 
28 27 072 % 43 02 54 072 
29 27 396 43 04 54 306 27 
30 9 23 120 03 so 23 06 5 120 33 
32 4704 108 11 50 16 8 40 
33 47 29 49 2 25 13 56 49 2 55 
34 3. 216 48 15 57 216 
35 47 11 30 540 48 17 57 5+0 67 
78,36 12 203 35 70 58 %4 77 
37 47 14 31 585 39 320 55 58 8 
38 47 32 312 59 70 59 312 su 
39 47 18 3 036 02 48 27 71 WW 056 
40 22 3 #0 48 23 300 
42 47 3 s3 35 32 408 14 
43 47 35 132 35 132 23 
44 47 36 4506 % 48 37 456 29 & 
47 36 180 03 180 38 
45 
78,46 47 36 504 11 50 4 41 
47 47 37 228 14 228 51 
48 47 37 52 23 a6 04 552 57 
49 33 276 43 5 276 63 
50 vo. 
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79.41 
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2, 
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% 3732 
97 971 
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12 0633 
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13 65928 
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13 6125 
15 1373 


1,515 6320 
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17 119 


6. 
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48 583 
43 50 
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Alte Einth. 


Gr. M. S. 


71 
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71 


06 
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2) 
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31 
32 


wu 


324% 
0+ 8 
37 2 
096 
420 


144 
46 8 
19 2 
516 
24 0 


56 4 
288 
vi 2 
336 
35 4 
8 
43 2 
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+0 
24 
52 8 
25 2 
5706 
300 
02 
34 8 
072 
396 
12 0 


41 4 
8 
492 
216 


5+ 0 


264% 
988 
31 2 
036 
36.0 


84 
13 2 
456 
15 0 
228 
55 2 
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3 wu 


Gudermunn, 


149 


149 
149 
149 
149 
150 


150 
150 
150 
150 
15U 


150 
150 
251) 
150 
151) 


150 
150 
151 
151 
151 
151 
151 
151 
151 


151 
151 
151 
151 
151 
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oo 


62 


63 


89 
0937 


05 


17 
23 
30 
39 
42 
5+ 
57 
67 
73 


79 


85 
94 
10 
15 
22 
25 
38 
41 
55 
sb 
65 
218 
75 
233 
02 

15 


P’ıtenzial- Functionen Taf. 1. 


N.E. Alte Einth. 
=79 8&.x D. 1“. D. 1”. 
Gr. M. Gr. M. 
79,90 1817 6161 96 713 15 
79.21 158 16 67 1 3 324 153 W 
32 18 0003 49 69 33 048 153 36 
53 19 12 49 72 34 372 153 
54 19 6034 49 73 3 06 153 4 
55 2017 49 77 35 20 15 61 
79,96 594 49 78 71 36 124 153 64 
57 49 81 153 73 
58 215043 49 83 377 192 153 
59 206 49 86 37 516 153 
60 22512 49 88 20 13 % 
79,61 1283 m 4 m 71 38 564 154 01 
62 23580 49 093 3928388 154 
63 240883 49 05 ww 012 154 17 
64 24 5875 49 089 wu 36 14 % 
65 250876 50 0 4 WU 154 32 
79.66 1,825 5876 50 02 71 41 384 154 38 
67 50 05 42 WS 154 8 
65 25 5853 50 07 42 432 154 54 
69 27 08% 50 09 a3 156 154 
zo 27539 50 12 153 00 
79,71 18801 W4 14 
72 28505 50 17 4 283 14 5 
73 290942 50 19 5352 1% a 
74 29 5%1 50 21 45 576 194 
753 0982 50 24 “6 300 155 
79,76 1,830 6006 50 7147 024 155 12 
77 31 1032 50 28 47 338 155 19 
73 31 6000 50 31 48072 15 3 
79 32 101 50 33 4 396 155 3% 
326124 50 36 43 20 15 
79,81 1,833 10 50 337149 44 155 
82 3618 50 4 155 50 
83 3+ 1230 50 43 156 
84 62%82 50 45 16 15 71 
85 35 1327 50 48 540 155 80 
79,56 13356375 50 51 7152 155 90 
87 36145 50 52 58 15% 
883 36 64738 5055 312 
89 37 1533 50 58 5343036 156 u 
90 3765 5+ 360 156 17 
79,91 1838 1651 50 62 7155084 156 23 
92 336113 506 5 WS 156 3 
9: 39 1778 50 68 56 132 156 42 
94 39 68415 50 60 7 
95 W105 50 72 57 150 156 54 
79,96 1800087 50 75 71 57 504 156 64 
97 41 202 50 77 ss 228 156 
98 4 7139 50 79 352 16 
99 42 215 50 82 71 59 76 156 8 
80,00 42 7300 wu 


Ber: 
75 
07 94 
47 
4364 (09 12 
43 68 10 25 
43 10 34 
43 73 
48 75 ı 46 
48 77 12 52 
43 50 13 __ 
48 82 13 
Si 14 74 
386 m 13 
45 859 15 
15 
10 
433 16 
43 8 m 17 
43.00 17 
43 05 15 
49 06 19 
39 
43 
21 
43 10 21 
49 15 22 | 
43 u 22 | 
43 23 23 5 151 
49 25 23 152 
43 28 24 152 
43 30 243 152 
4932 
4) 34 25 
43 37 20 2 
38 27 152 
43 9 27 152 
49 33 238 
41 % 23 
43 49 
43 
4) 53 
43 55 152 
41 58 153 
4) 60 153 
4) 672 4 155 


6. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. 1. 


N. E. Alte Einth. N. E. Alte Einth. 
k=80? D.1”. D.1”. %.x D.1“. D. 14%, 
Gr. Gr.M. S. Gr. M, Gr.M. S. 
80.00 1,842 730 50 5 720 WO 156 4 ‚80,50 1,868 4586 52 1 72 27 00 160 
80,01 1,843 2385 50 897° 72 324 157 01 80,51 1,868 976 52 1a 72 27 24 1W 9 
02 43 7472 50 8 (1048 157 07 52 69 52 15 23048 160 
03 44 2561 50 92 372 157 1% 93 52 1 28 372 161 08 
04 44 7053 50 94 2 006 157 2 54 754 52 2 29 0906 161 14 
05 45 2747 50 97 02 420 157 31 95 710665 52 23 29 20 161% 
80,06 1,845 7544 50 72 03 144 157 38 80,56 1,871 5888 52 72 30 144 
07 46 2943 51 02 03 468 157 47 37 721114 52 30 4658 161 39 
08 46 8045 51 04 04 192 157 53 58 726343 52 31 31 192 a1 3 
09 47 3149 51 07 04 516 157 9 59 731574 52 34 31 516 101 54 }: 
10 4782356 51 09 0 40 157 0 60 736808 52 37 322420 161 64 : 
80,11 1,848 33565 51 12 7205 564 157 78 80,61 1,874 045 52 30 72 32 564 A161 m 
12 488547 51 14 17 62 747234 52 42 338 11 79 
13 49 3591 51 MW 07012 157% 63 75 2526 52 44 34 012 W118 = 
14 49 8707 51 % 07 36 1580 64 75 770 52 47 34 336 WI % * 
15 3527 51 21 08 060 158 06 65 76 52 50 3560 12 04 
80,16 1,850 8948 SI 24 72 08 334 158 15 80,66 1,8976 5%7 52 53 72 35 384 102 13 
17 5L4972 51 27 15 24 67 77350 52 5 35 18 102 m 
48 51 0199 51 432 158 3 68 7787755 52 57 36 432 102 %5 
19 52 4328 51 31 1) 156 158 36 69 73432 52 37156 162 35 
90 52 9509 51 34 1) 850 155 # 0 75 9m 52 6 3740 12 4 
S0.?71 1853409 51 37 18 5 80,71 1,8794555 52 6 72 35 102 53 
29 53730 51 39 11 528 158 6l 72 790821 52 68 33 5285 162 59 
23 54+ 569 st 42 12 25 2 155 70 73 Ss 5089 52 22 a 252 162 69 
24 5 51 4 12 576 153 77 52 75 39 576 102 75 
95 555155 51 47 13 300 158 8 7) 5033 52 77 300 12 87 
50,26 1,856 5149 72 14 24 158 92 80,76 1,852 0010 52 7872 41 024 162 
97 565451 51 52 14 348 159 01 6153 52 82 4 348 
28 57003 51 54 15 07 2 159 07 78 83 1470 572 54 42 072 1653 09 
29 5757557 51 57 15 396 159 17 v9 83 6754 52 86 42 396 1985 ; 
30 55 0914 59 16 20 159% s0 4 52 W 43 120 1683 %7 
80,31 185503 7216 4% 1932 80,81 1,884 730 5292 724 44 103 33 
32 591235 51 6 17 168 159 4 82 85 W202 52 9 4 168 163 3 
33 59 640 51 67 1742 159 48 8: 85 7917 52 9% 4 492 163 52 
34 60 1567 51 69 138 16 159 5 s4 53215 53 W 35 216 163 58 
35 51 7 18 540 159 63 85 Ss6 8515 53 03 5540 183 
80,36 1,861 108 5175 7219 264 19 72 80,56 1,887 3518 53 05 72 46 4163 73 
37 61 7083 51 77 19 558 159 78 87 53 46 558 163 
38 62 2200 51 79 312 198% 83432 53 1 7 312 198 
39 62 7439 51 83 21 036 159 97 89 830743 53 13 45 036 103 98 | 
40 63 022 51 21 350 160 90 89 5056 53 17 45 360 164 1 
80.41 1,863 7506 51 88 72 22 084 160 12 80,91 1,8W 037353 19 72 49 084 164 17 
42 64 2094 51 W 22 W585 160 19 92 WE 49 164 23 
43 64 81854 51 M 23132 10% 93 911013 53 5132 164 35 
44 65 3376 51 9 23456 160 34 94 91 6338 53 27 546 164 4 
45 65 85571 51 8 + 180 160 #3 95 92 16065 53 30 51 150 164 51 
80,46 166 3709 ‚52 72 24.504 100,09 80,96 53 32 72 51 50% 164 57 
47 06809 52 08 25 228 160 59 97 93 2327 53 36 52 28 164 
48 674172 52 W 25 552 160 68 93 93 7663 53 37 52 55 104 72 
49 67093785 52 18 26 2776 74 99 94 300 53 4 53 276 164 
50 68 4586 27 00 81,00 94 8341 54 00 U = 
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98 6b. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. 1. 
N.E. Alte Einth. N.E. Alte Einth. 
i=81? D.1“. D.1%. D.1”. D. 1. 
Gr.M. Gr. M. Gr. Gr. M, S. 
s1,00 184831 34 72500 81,50 1,2139 43 7321W0 169% 
81,01 159545 725 24 165 W 81,51 497 10 35 
02 5031 53 9 5048 105 () 52 22 889 54 W 2048 10 4 
03 96 4380 53 51 55 372 165 1 53 23 5379 54 92 22 372 169 5 
04 99731 53 5 165 38 54 24 08571 54 9 2306 109 60 
05 97 50866 33 57 ss 20 1655 55 24 6366 54 8 233 20 169 
31,06 1,898 043 53 60 72 57 144 16 3 81,56 1,925 1564 55 01 73 24 144 169 78 
07 BER 7357 52 57 25 7365 55 04 24 468 169 88 
08 916 53 58 192 165 59 53 26 2369 55 07 >35 192 169 97 
09 1,89 6531 53 68 55 516 165 6° 59 26 8376 55 0 >35 516 170 03 
10 1,909 1899 53 71 240 165 77 60 27385 55 13 40 108 
S1,11 720 53 7% 73 59 564 165 56 81,61 107938 515 73% 564 %2 
12 01 2644 53 77 165 62 284913 55 19 272388 10 34 
13 v1 sı2L 53 79 01 vL2 165 02 63 29 0432 55 21 23 012 170 
14 02 30 53 82 01 336 166 11 64 295953 28 336 1m 52 
15 02 87852 53 02? 060 166 17 65 301478 55 27 29 060 170 59 
81,16 1,993 4166 5388 7302 334 166 30 81,66 1,930 705 55 0 73 29 384 170 68 
17 039554 53% 033 166 36 67 312535 55 33 ws 107 
18 04 4944 53 9% 332 10 3 65 3i s068 55 37 30 32 10 
19 05 03377 53 % 04 156 15 54 69 32 3605 55 39 31 156 10 % 
20 05573 53 8 4 30 100 70 32 914 55 42 31 80 11 8 
s1,21 131 5402 730 166 73 81,71 1,933 40856 55 44 7332 1 
06 06533 54 04 05 528 166 79 72 340230 55 48 2 528 11323 
22 07 1937 54 07 52106 78 73 34 5778 55 51 3352 11 3 
9 07 734 54 1 06 576 166 98 74 351329 55 5 33 576 17 42 
25 08 2754 54 13 07 300 167 07 73 35 6853 55 56 34 300 11 #3 
81,26 1,08 8167 54 15 73 08 24 167 13 81,7 1,96 239 560 7335 11 
2 v0 3582 54 18 08 348 17 2 77 36 7999 55 63 35 348 171 
28 000 54 22 02 175 78 373562 56 36 072 11 
29 104422 54 24 09 396 167 4 79 37 9127 55 © 36 396 171 8 
30 10 846 54 % 10 120 167 47 s0 33 4596 55 71 37220 171 9% 
81,31 1,911 52772 54 300 73 10 44 167 59 81,51 1990867 55 75 73 37 44 172 07 
32 12 0702 54 32 11 168 17 6 s2 395842 55 77 33 168 172 13 
33 12 6134 54 35 1 492 167 75 33 4) 1419 55 81 392 172% 
34 13 1569 54 38 12 216 167 84 s4 4) er) 55 83 39 2116 172 3 
33 13707 5 4 12 540 167 9 35 41 2583 55 87 39 540 172 44 
S136 120428 44 313 %4 180% 81,86 1918170 55609) 73 254 172 53 
37 700 54 46 13 538 108 0 87 42 3766 55 92 4) 538 172 59 
33 15 333585 54 4 1+ 312 168 18 sg 42 9352 55 © 4 3112 1727 
39 15 8787 54 52 15 36 168 27 89 43 4948 55 98 42 036 172 78 
40 16423399 545 15 360 168 36 90 44 0546 56 02 42 360 172 © 
S1,41 1,1604 5458 7316 84 168 46 81,91 56 04 73 084 17205 
4? 17 5152 54 61 16 W8 168 55 92 45 1752 56 08 3 48 1730 
43 18 0613 54 64 17132 168 64 93 45 7360 56 1 4 132 17331 
44 18 6077 54 66 17 456 168 94 46 2970 56 14 4 456 173 27 
45 191543 54 0 18 130 168 8 95 46 8584 56 17 35 180 173 36 
S1,46 1,919 7013 54 72 73 18 504 163 89 81,96 1974201 56 19 73 45 504 173 93 
47 54 75 19 28 168 8 97 47980 56 3 28 135 
45 2) 760 54 78 19 552 169 07 95 48543 56 25 46 55 2 73 61 
49 213438 54 81 20276 19 17 99 49 168 56 29 776 173 73 
50 21 8919 21 oO 82,00 49 6697 3 WU 


6b. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. 1. 


Alte Einth. N. E. Alte Einth. | 
Di“ D. 1%, & x. D.1“. D. 1”. 
Gr. M. Gr.M, Gr. M. Gr. M. 
82,00 1,939 6697 56 32 73400 1738 82,50 1,978 209 578 415 18 6 
82,01 1,950 2329 56 34 73 48 324 173 9 82,51 10857 18 7 
02 507 5638 49 048 174 01 52 79 3669 57 9% 16 048 178 86 
05 56 4 4 372 174 53 79 9464 57 08 16 372 18 9 
04 51 942 56 4 06 14 W 54 80 52 58 02 1706 179 07 = 
05 52456 56 4 174 32 55 SL 1064 58 04 120 14 
32,06 1,953 0534 56 50 7351 144 174 3 82,56 1,8166 88 1M4 19 
07 536154 56 53 51 468 174 48 57° 82076 58 18 46835 193 
05 54 1857 56 56 52 192 174 57 53 8284897 53 15 19 192 179 4 | 
09 54 7493 56 60 52 516 174 59 83 4302 #5 17 19 516 19 54 x 
10 55 3153 56 62 3 220 147 60 54 0119 58 21 20 240 179 66 =: 
82,11 1,95 ssı5 56 66 73 53 564 174 83 82,61 1984590 34 4 
12 56 44851 56 69 54 38 17 97 62 85 1764 58 28 21 238 179 8 ; 
13 57 0150 56 71 5 012 175 03 63 85 7592 53 31 22 012 10 9 E 
14 5675 5 36 1515 64 86 3423 58 34 22 336 180 
15 56 78 56060 175% 65 86 9257 58 37 23000 18015 
82,16 1,955 7172 56 SI 73 56 334 175 82,66 1,987 509% 58 41 74 23 384 180 28 
17 59 2355 56 57 15 67 83 0035 58 43 24 WS 180 34 
15 59 8539 56 87 57432 175 52 68 6778 58 48 24 32 180 49 
19 60426 56 9) 156 1750 69 8) 58 50 25 156 180 56 
20 6) 56 93 ss 40 175 71 70 SI 58 54 25 480 180 68 
82,21 1,6156 56 77359 175 8 82,71 1,90 4330 58 57 74% 180 77 
22 62 1306 569 735 528 15% 72 910187 53 25 528 180 
23 02 05 570% 252 176 02 73 016047 58 68 277 2352 10 
24 63 2708 57 06 w 576 176 1 74 92 1911 58 67 27 576 481 08 
25 63 8414 57 09 300 176 75 92 7778 58 0 23 300 481 17 
82,26 1,6443 5712 402024 176 30 82,76 1,0 587% 73290 151 30 
27 64935 57 16 02 348 176 42 77 9395272 58 77 29 348 181 39 
25 65 5551 57 18 03 072 10 4 78 94 5399 53 80 30 072 181 48 
29 66 1269 57 22 03 396 176 79 95 1279 58 84 30 396 181 
30 606901 5724 04 120 176 67 80 95 7163 58 87 31 120 181 w 
S2,31l 1,07 716 57% 7404 44 176 7 82,81 1,0906 3050 74 31 444 181 
32 67 57 31 05 168 176 8 82 968940) 58 94 32 168 181 9 
33 68 4175 57 34 05 492 16% 097 4834 58 97 32492 182 01 
34 57 37 216 17 07 59 33 216 198 mw 
35 69 56465 57 41 06 540 17 10 85 98 6631 59 04 3540 
82,36 1,970 1357 57 4 74 07 %4 177 28 82,56 1,99 25355 59 0774 33 %4 1892 31 
37 7131 57 0758 173 S7 1,0842 59 W 34 58 4 
35 7123877 57 312 177 47 2,000 43552 59 14 35 312 182 53 
39 718627 57 53 09 036 177 56 89 VL0%6 59 17 36 036 182 02 
40 72 4390 57 57 0 360 176 90 016183 59 21 36360 182 7% 
S2,41  1,930137 5759 412004 177% 82,91 2,002 2104 59 23 74 37 084 192 
p 73586 57 63 ww 2)8 177 87 92 02 08 59 27 37 48 182 03 
43 74 1659 57 66 1 1232 17% 93 03 3955 59 31 33 132 183 06 
44 74745 576 1 456 178 06 94 03 0856 59 34 33456 183 15 
45 75 3194 57 73 12 150 178 18 095 04 5520 59 37 39 150 153 24 
82,46 1,975 807 57 75 7 12 504 82,96 23,005 1757 59 41 74 39 504 183 3% 
47 764742 57 79 13 28 178 3 97 05 7098 59 45 4) 228 183 9 
4s 77 0521 57 82 352 18 3% 98 06 3643 59 47 w552 18355 
49 77 6303 57 86 14 276 173 58 99 06 5W 59 52 4 276 183 w 


50 73 2089 15 wu 83,00 07 5542 42 WO 


13 * 


g 100 6. Gudermann, ‚Potenzial- Functionen Taf. 1. 
N. E. Alte Einth. N. E. Alte Einth, 
Gr. M. Gr. M. Gr. M, Gr.M. 
83,00 2,007 5542 590 54 74 42 WO 83,50 2,037 753 61 31 75 09 WO 
83,01 2,08 146 59 58 74 42 324 83,51 2,038 367% 61 34 75 00 324 
02 08 7454 59 61 43 048 52 38 0808 61 38 10 048 
03 09 3415 59 65 43 372 53 39506 61 42 1) 372 
04 9380 59 69 #4 006 54 4) 1 006 
05 10 5349 59 71 4 42 0 55 40 8933 61 49 120 
83,06 2,011 130 59 75 7445 124 83,56 2,021 4382 6153 75 12 144 
07 117295 59 79 45 258 97 42 0535 61 56 12 468 
08 12 32774 59 8 46 19 2 53 42 6691 66 61 13 192 
09 129256 59 8 46 516 59 43 2352 61 63 13 516 
10 13 5241 59 59 47 240 60 43 015 61 68 14 240 
83,11 201412330 50 93 74 47 564 83,61 2,04 5183 61 71 75 14 564 
12 14723 59 % 48 238 62 45 1354 61 75 15 288 
1: 15 3219 59% 49 012 63 45 7529 61 78 16 012 
14 15 R18 60 03 49 336 64 46 3707 61 82 16 336 
15 16 5221 60 06 50 (50 65 46 09859 61 86 17.060 
83,16 127 0 10 74 50 38% 33,66 2,047 6075 61 89 75 17 3843 
17 17737 013 51 18 67 48 2264 619% 15 108 
18 18 3350 60 17 51 432 685 45 8458 6L 97 138 432 
49 18967 0 2 52 156 69 945 00 19 156 
20 195288 23 52 48 0 70 50.0855 62 05 19 480 
83,271 2m 7453 04 83,7 2,050 00 62 8 75 20 204 
22 20 7339 60 30 53 528 72 51 3368 62 12 20 528 
23 21 3369 60 35 4 3572 73 519480 62 15 21 252 
24 21 9404 60 38 54 576 2 52 5695 62 1) 21 576 
25 2254 4 55 30 0 75 53 1914 62 23 22 300 
83,26 23031483 60 45 74 56 024 53,76 2053837 2 7 752304 
27 23 7523 60 48 56 34 8 77 54 4364 62 31 23 34 8 
28 24 3576 (0 52 57 072 7 55 0595 62 34 24 072 
29 24 6238 KO 56 57 396 7 55 6829 62 38 24 396 
30 25 5654 60 59 55 120 s0 56 3067 62 42 25 120 
2673 758 44 S3,S1 2,056 93090 62 46 75 235 444 
39 26 7305 60 66 168 52 57 5555 62 49 26 168 
33 27 33771 60 ww 759 492 83 58 1804 62 53 492 
34 s4 58 8057 62 57 27 216 
35 SWR © 7 w 540 59 4314 62 61 27 540 
83,36 23029 60 75 01 2%64 83,56 21005 265 75283 %4 
37 2981771 © 8 01 538 S7 60 6849) 62 68 28 588 
33 30 4355 60 858 02 31 2 s3 61 3108 62 72 29 312 
39 31 0343 03 036 89 61 9380 62 76 30036 
40 31 6434 6) 95 03 360 90 62 5656 62 80 30 360 
83.41 2308223529 6098 75 04 0894 83,91 23,053 136 62 75 31 084 
32 56977 61 02 408 92 63 62 87 31 
43 33 4729 61 05 05 13 2 95 64 4507 62 91 32 13 2 
44 34 0834 61 W 05 356 94 65078 62 05 32 456 
45 326%44 61 12 06 180 95 65 03 62 9 33 180 
83.46 23,035 30566 61 17 75 06 504 83,96 2,066 332 63 03 75 33 504 
47 35 173 61 19 07 228 97 66 W005 63 07 34 228 
48 36 592 61 24 07552 98 6702 63 34 552 
4) 37 1416 61 77 08 376 99 68 312 63 15 35 76 


50 wo s4,00 68 8627 36 00 


2,068 8627 


2,059 4945 
70 1267 
70 7593 
71 3923 
72 0257 


2,072 6594 
73 2936 
73 
5630 
75 1984 


2,075 8341 
76 4702 
77 1067 
77 7436 
75 3509 
2,079 0185 
79 6566 
su 2051 
50 9339 
81 5732 
2,032 2128 
32 8529 
83 4033 
s+ 1542 
8+ 7754 
2,085 4171 
0591 
S6 7015 
87 3444 
87 876 
2,088 6313 
s9 2753 
89 9198 
5646 
91 2009 


2,091 8556 
92 5016 
33 1481 
93 7950 
94 4423 


2,095 0899 
95 7380) 
96 3565 
97 0355 
97 6848 


2,008 3345 
98 0847 
2,009 6352 
2,100 2362 
9375 


6. 

Alte Einth. 
D. 1”, 

Gr. M. S. 
318 5 35800 
3 2 753% 324 
63 236 37 048 
63 30 37 37 2 
63 34 306 
03 37 33 420 
63 42 75 39 144 
3 45 39 468 
63 49 4) 192 
63 54 4) 516 
63 57 41 240 
63 61 75 41 564 
03 65 42 23 8 
63 69 3 012 
63 73 43 336 
03 76 44 (50V 
3 54 384 
63 5 35 108 
63 858 32 
3 36 156 
63 9% 480 
6 L 754 
64 04 47 528 
43 9352 
04 12 43 576 
64 17 49 300 
20 75 5) 
04 24 50 348 
64 5t 072 
6+ 32 51 396 
64 37 52 120 
52 
04 35 53 168 
64 48 53 492 
64 53 5+ 216 
64 57 54 540 
4 755 %4 
64 65 55 588 
64 69 56 31 2 
64 73 57 036 
64 76 57 36 U 
64 SI 75 58 084 
64 855 58 408 
64 59 132 
64 3 7559456 
4 76 150 
504 
65 05 01 228 
65 01 55 2 
65 13 02 276 


Gudermann, Potenzial - Functionen Taf. 1. 


N. FE. 
k=$S4° 
Cr M. 
84,50 
84,51 
52 
53 
54 
55 


84,56 
57 
53 
59 
60 


84,61 
62 
63 
64 
65 


84,66 
67 
68 
69 
70 
84,71 
72 
73 
74 


84,76 
7 

78 

79 

80 

34,81 

32 

83 

s4 

55 

84,36 

87 

89 

90 

84,91 

92 

93 

94 

95 


84,96 
97 
98 
99 

35,00 


2,10 9375 


5893 
02 2415 
8011 
03 5472 


04 WS 


2,104 8545 
05 5087 
00 1634 
06 8185 
07 4740 


2,103 131) 
08 7863 
09 4431 
10 1003 
10 7579 


2,111 4159 
12 0744 
12 7332 
13 3925 
14 0523 


2,114 7124 
15 3730 
16 0340 
16 60954 
17 3572 


2,118 0195 
15 6822 
19 3453 
20 0088 
20 6723 


2,121 3372 
22 20 
22 6673 
23 3330 
23 9991 


2,124 6657 
25 3327 
26 
26 6679 
27 3302 


2,128 (949 
28 6741 
29 3437 
30 0137 
30 6542 

2,131 3551 
32 0264 
32 6082 
33 3704 
43 0430 


Alte Einth. 


76 


76 


19 


20 


101 
N.E. 
Gr. M, Gr. M. S. 
54,00 55 13 76 03 WO 
84,01 52 24 
02 65 236 04 04 8 
03 65 31 04 372 
04 65 34 05 096 
05 65 59 20 
84,06 6542 76 06 144 
07 u u 65 47 06 406 8 
08 65 51 07192 
09 65 55 07 516 | 
10 05 60 08 240 
54,11 65 63 0S 564 
12 05 63 28 8 
13 65 72 10 012 | 
14 65 76 10 33 6 
15 65 1 wo 
84,16 05 5 76 11 384 
17 65 12 108 
18 05 9 12 432 
19 05 98 13 156 
>30 66 v1 13 450 
54,21 66 06 
23 66 1 14 528 
23 65 14 5 352 
24 66 18 15 576 
25 06 3 16 30 0 ; 
34,26 66 27 76 17 024 
27 66 31 17 348 
28 66 35 18 072 
29 66 40 18 396 
30 66 4 19 120 
84,31 (548 760m 44 
32 66 53 20 168 
34 66 61 21 216 ; 
33 66 66 21 5409 
84,36 6 762 %4 
| 37 66 74 22 588 - 
38 66 78 23 312 = 
39 66 83 24 036 
40 66 87 24 360 
s4,41 6 635 084 
42 66% 35 
44 67 05 26 456 - 
45 67 09 27 180 
34,46 6713 76 277 504 
47 67 18 28 22 8 
48 67 22 23 552 
49 67 2% 29 276 


102 6. Gudermann, Potenzial- Functionen Tuf. I. 


N. E. Alte Einth. N. E. Alte Einth. 
—=85° D.1”. k=85° D.1”. 


Gr. M. Gr.M. C:,M, Gr. M. S. 
35,00 21340390 67 21 % 30 85,90 2,108 248 69 59 76 57 wo 
S5,01 2,134 7101 67 36 76 30 324 85,51 2,165957 69 63 76 57 324 
02 35 3597 67 % 31 04 8 52 69 640 69 69 535 048 
03 36057 607 4 31 372 93 70 3359 69 73 585 37 2 
04 6 7331 67 48 32 006 54 710362 69 78 59 006 
03 37 41299 67 5 32 420 55 71734) 69 82 76 59 420 
85,06 2,133 0852 67 58 76 3 24 85,56 2,1724322 69 87 77 144 
07 >28 7640 67 33 #68 57 73109 69 9% v0 46 8 
OS 676 34 92 55 7385302 69 192 
09 4) 1168 67 71 34 516 59 745298 70 02 v1 516 
10 47939 67 75 35 240 60 75 20 70 07 02 240 
85,11 2311a12 67 76 35 564 85,61 2.175907 WI 77 02 564 
12 42 1204 67 36 258 62 766318 70 16 03 2388 
13 42873 678 37 v1 2 03 77 3334 21 04 012 
14 43 5007 679% 37 33 6 64 73035 70% 04 336 
15 44 1860 67 99 33 060 65 73 7350 70 31 
85,16 2,144 56535 68 02 70 38 384 85,66 2,1941 70 35 770 384 
17 45540 18 07 39 ms 67 Ss) 1416 70 49 066 18 
43 43 2 65 Ss) 8256 70 45 06 43 2 
19 45 W738 68 16 W156 69 81 5531 70 49 07 156 
90 475894 63 % 480 82 2550 70 55 480 
835 7 4 85,71 2182 0635 70 00 7708 
43 9530 528 72 83 6005 7u 62 08 528 
23 290308 68 34 42 2352 73 8: 3759 70 25 2 
24 (8 39 42 576 74 85028 74 09 576 
25 085 23 300 73 85 70 79 1 340 
85.26 21516884 68 47 76 4 024 85,755 2186481 70 34 77 11 024 
27 52 373 (8 52 44 348 27 87 2.5 7U 89 11 348 
28 5305853 08 57 45 072 73 s7 9154 70 93 12 07 2 
29 53740 68 ul 45 396 9 85 6247 70 99 12 396 
30 544301 63 06 so 89 3346 7L 03 153 120 
S5,31 2151107 8 71 76 4 44 85,51 2109049 7108 713 44 
55 8038 68 75 47 168 7557 71 14 14 16 8 
33 56 2913 68 79 47 492 > 914671 71 18 14 49 2 
34 68 48 216 s4 92 1789 713 15 216 
3) 578676 68 89 48 540 s3 92 8912 71 238 15 540 
33.36 2,158 55665 68 94 76 49 85,56 219360 7133 7716 %4 
37 592450 98 49 538 87 94 3173 71 33 538 
59 9357 69 03 5) 31 2 83 35031 71 4 17 312 
30 07 036 05 7455 71 248 15 036 
40 61 3167 690 51 350 90 TE 53 13 35 0 
2,1002 079 6 17 76 52 084 55,91 2,197 17556 7158 
4) 62605 69 21 52 408 92 97 8914 71 63 19 40 
43 63 3917 609 % 132 93 98 6077 71 6 2) 132 

2 44 53 456 04 2,199 3245 71 73 456 
43 647774 35 5 07° 08 71 180 
83.456 23165 4700 69 76 54 504 35,96 23717595 77 21 504 
4% 55 228 97 014779 88 27 228 
66 5469 50 5 552 98 ır 107 71 9 22.86 2 
44 6754 69 54 56 276 99 02 9160 71 8 23 276 


63 2408 57 86,00 v3 6358 24+ WU 


6. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. TI. 103 ee 
Alte Einth. Alte Einth. 
Gr. M. Gr. Gr. M, 
S6,00 2,203 635535 7704 772% w0 56,80 2,200 2877 74 66 77 51 W0 
156,01 3662 03 77 324 86,51 221003 74 72 77 51 324 
02 733 23 048 52 41715 747 52 048 
03 05703 721m 25 372 372 
04 606 54 43 2774 74 88 3.006 
05 26 420 55 4062 74 9 53 
56,06 2,207 9054 72 34 7797 144 86,56 2,294 775 74 0) 7754 144 
07 08.6388 72 39 27 758 57 45 5254 75 04 54 468 
08 09427 72 4 28 192 58 252758 75 W 55 192 
09 10 1371 72 49 23 516 59 47 0%8 75 15 55 516 
10 72 34 29 240 60 473 5 56 240 
S6,11 2211 5974 72 60 77 564 86,61 23850: 756 77 56 564 
12 288 62 49 2550 75 32 57 288 
13 13 038 72 0 31 012 63 50 0562 75.383 58 01 2 
14 25 64 75 43 58 336 
15 14 4093 2 8) 32 (50 65 51 5443 75 48 59 80 = 
86,16 221523 7285 771723 56,06 2332291 755 334 
17 5508 721 33 67 53056 7559 8080 18 
18 16 679 72% 33 432 68 53 805 75 66 432 
19 17294 73 01 4 156 69 545071 757 01 156 
20 18 13065 73 06 450 79 553242 75 76 01 450 
86,21 7312 7755 204 36,71 23360818 7582 7302 04 
22 196113 73 16 35 528 72 56540 75 88 02 528 
93 2) 3329 3» 6 25 2 73 97 598 7 9% 0 252 
4 210051 73 27 36 576 74 58 3592 759 03 576 
25 217978 73 32 37 300 75 59 76 0 300 
232225310 73 3877 33 36,76 2,259 87866 76 MW 78 05 024 
97 23 73 42 38 345 60 6396 76 16 05 34 8 
28 2390) 73 48 072 75 GL WI? 76 22 06 072 
99 04733 7 5 39 396 79 62 1634 76 238 06 39 6 
30 254592 73 53 4 120 80 62 962 76 33 07 120 
86,31 23226050 7306: 70 44 56,51 2,263 66% 76 39 78 07 4:4 
32 26 414 73 69 41 168 82 64 4534 76 44 08 16 8 
33 276783 73 75 41 492 83 65 2178 76 50 08 492 
34 28 458 73 79 42 216 s4 65088 76 56 09 216 
35 29 1537 73 86 422 540 66 7484 76 62 540 
56,36 2,229 8923 73 W 77 43 56,56 2,207 5.65 068 731 %4 
37 30631373 % 43 53 8 37 68 2514 76 73 10 588 
38 313700 74 01 44 312 SS 69 0487 76 79 11 312 
39 321110 74 08 45 036 39 69 765 12 036 
40 32 516 74 12 45 360 90 70551 76 A 12 360 
86,41 22335928 74 17 77 46 034 27132 78123084 
42 34335 7423 48 92 7212333 7702 13 408 
43 35 0768 28 47 132 933 728940) 77.08 14 13 2 
44 35 816 33 47 46 94 363 731 14 456 
45 36 5629 74 39 23 380 95 7445062 77 % 15 180 
86,46 2373068 7708 04 86,96 2,275 082 77235 78 15 504 
47 38 0512 74 50 49 228 97 75 907 77 32 16 22 8 
48 38762 74 55 49 552 5 76 7539 77 37 16 55 2 
49 39547 7 50 2776 99 75926 77% 17 276 


50 2877 si 87,00 73 3019 13 wo 


ri 


Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. 1. 


104 


N. E. Alte Einth. N.E. Alte Einth. 
k=-S7 1’, k=87° 8%. x D.1“. 


Gr, M, Gr. M. S. Gr. M. Gr.M. S. 
87,00 2,278 019 74 7518 wo 81,90 2,317 786080 5 784 
S7.01 232790768 7755 78 18 324 87,51 2318 5915 80 61 78 4 324 
02 79853 77 61 19 048 32 10 3976 80.68 25 048 
03 62354 77 66 19 372 553 74 4“ 372 
04 77 7 20006 54 210118 80 80 47 096 
05 82 1823 77 71 u 40 55 21 S198 80 87 720 
S7.06 2,252 785 78 21 144 87,56 784 144 
0; s3 7356 77% 231 37 234378 80 9 28 468 
OS 79 22 58 242477 81 07 49 192 
04 85 2972 78 03 22 516 59 25 0584 SL 12 49 516 
16 0775 78 08 23 240 60 25 5696 419 50 240 
s7.11 2,286 8553 78 14 78.23 564 S7,61 2,3%660%15 81% 78 50564 
1. 37 6397 75 % 24 2358 62 27 4941 81 32 51 258 
153 78 2% 35 012 63 28 3073 81 38 52 012 
14 2143 78 33 235 330 64 29 1211 81 45 52 336 
15 sa 9876 78 38 26 06 0 65 200356 51 53 00 
78% 384 87.66 2,330 7507 81 58 78 53 384 
17 91 5558 78 50 27 18 67 31665 8165 5+ WS 
13 78 57 27 432 65 32 3830 81 5+ 43 2 
15 1205 78 62 69 3 wı 78 5 156 
9 9127 7568 23 48 70 34 0179 81 55 450 
22465 575.789 87,71 2338363 81 91 78 56 04 
94870 78 29 528 72 35 6554 81 97 56 528 
23 9 2751 75 56 25 2 2 36 475 s2 04 57 252 
24 97 W377 78 30 576 7 372955 82 W 57 576 
25 178530750 31 300 73 38 1265 82 17 58 30 U 
37.26 20560 32 024 7,16 23339332 224 85904 
27200434 79 U 32 34 8 77 39 7606 82 31 78 59 348 
17 40537 82 37 798 072 
29 33 396 7 41 4074 82 43 0) 396 
30 UL S0S6 73 20 a 120 0 42 2317 82 51 01 120 
87,31 E78 34 444 87,81 2,343 0568 82 57 79 01 44 
32 03 3951 42 35 168 2 43 8825 82 64 02 108 
33 04 18095 7948 35 492 83 44 7059 82 70 02 492 
3 04 9841 79 54 36 216 84 45 5359 82 78 03 216 
35 05 7795 61 36 540 46 3037 84 03 540 
87.36 5756706778 37 %4 2,347 121 82 70 04 %4 
37 3793 97 37 558 87 48 ı2ll 82 98 04 588 
35 08 166 79 79 35 512 88 48 509 83 04 05 312 
39 08 9075 os 39 036 89 49 6813 11 036 
40 09 7000 790 39 360 90 50 5124 83 18 0 360 
87,41 2,310 5652 7998 739084 87,91 23351342 8 79 07.084 
4> 11 30650 sı 4) 52 1767 07 4058 
4, 12 1054 132 93 83 38 08 132 
44 12 0664 s) 17 4a 456 94 53 8436 83 45 08 456 
4) 13 0851 80 2 42 180 95 540751 83 52 09 18 0 
387.46 231 5704 75 2504 87.96 2,355 5133 83 59 79 09 504 
47 15 3734 80 33 43 228 07 58366 1) 228 
ds 16 1760 Ss) 43 43 55 2 80 57 1858 s3 72 10 552 
4% 80 8 4 276 99 58 0230.83 80 276 


30 17 7309 WO 88,00 58 12 WU 


N.E. 
k==88° 
Gr. M. 
8,00 
88,01 
02 
0.3 
04 
05 


53,06 
07 


Crelle's Journal d. M. Bd. VII. Hit. 1. 


2. 


2,358 S610 
2,359 6996 
60 5359 
61 37% 
62 2197 
63 V611 
2,363 932 
64 7460 
65 5805 
66 4337 
67 2756 
2,368 1242 
65 9705 
69 8175 
70 6652 
71 5136 


3627 
2126 
0144 
7664 


w 


2,376 6191 
77 4725 
78 3266 
79 1814 
80 0370 


2,350 8933 
sı 7503 
82 
64 
3250 

2,385 1855 
Sb 0461 
9075 
87 7605 
ss 6324 

2,389 4959 
a 3602 
91 2252 
92 0909 
92 9574 


2.393 8246 
94 69236 
95 5613 
965 4308 
97 3010 


2,303 1719 
99 0436 
2,399 9160 
2,40 7802 
01 6631 


6. Gudermann, Potenzial - Functionen 


D. 1”. 


70 


Alte Einth. 


Gr.M, S. 
12 


79 12 32 
13 04 
13 37 
14 09 
11 42 


15 46 
16 19 
16 51 
17 24 


79 17 56 
18 28 
19 01 
19 33 
20 06 


79 20 38 
21 
21 43 
22 15 
22 48 
79 23 20 
23 82 
24 25 


+ 
2 
6 
0 


+ 
2 
6 


4 
8 
6 
0 


4 
2 
6 
0 
+ 
Ss 


2 
- 


24 5706 


25 U 


73 34 08 


79 36 50 


390 


N.E, 


Gr, M, 
88,50 


2,401 6631 
2,402 5378 
03 4133 
04 2895 
05 1664 
06 0441 


2,406 9226 
07 8U1S 
08 6818 
09 5626 
10 441 


2,411 3264 
12 2094 
13 0932 
13 9778 
14 8632 


2,415 7403 
16 6362 
17 5239 
18 4123 
19 3016 


2,420 1916 
21 0824 
21 9740 
22 8063 
23 7594 


2,424 6534 
25 5481 
26 4436 
27 3309 
28 2370 


2,429 1348 
30 0335 
30 0330 
31 8332 
32 7343 

2,433 6362 
34 5388 
35 4423 
36 3466 
37 2516 


2,438 1575 
39 0642 
39 9717 
40 8S00 
41 7802 


2,442 6901 
43 6009 
44 5215 
45 4339 
a6 3471 


Taf. I. 
Alte Einth. 
D. 1, 
Gr,M, 

87 47 793 39800 
87 5579 39 324 
83762 4 048 
87 69 4 37 2 
87 77 41 W6 
87 85 41 420 
„42 144 
83 00 42 68 
83 08 43 192 
8 15 43 516 
83 23 44 240 
83 30 4 564 
83 38 45 258 
83 46 45 012 
8 54 46 336 
88 61 497 WU 
835 69 9 47 384 
88 77 4 108 
385 84 48 432 
s3 93 49 156 
89 00 49 480 
89 08 04 
89 16 s0 528 
89 23 sl 252 
89 31 51 576 
40 300 
89 4 
89 55 53 348 
63 072 
89 71 5s+ 396 
78 5 120 
89 87 79 55 44 
S9 95 168 
02 56 492 
57 216 
19 57 540 
26 7958 %%4 
% 35 5 588 
943 59 312 
50 036 
9 59 360 
67 0u1 84 
01 WS 
4132 
90) 92 02 456 
91099 03 180 
SV 03 5904 
91 16 04 228 
9 24 552 
9g 32 05 276 

nn wo 


14 


105 
83 93 88,51 
07 53 
s 14 54 
s 21 55 
84 35 57 
08 84 42 55 
09 49 59 
10 st 56 60 
s8,11 sı 63 88,61 
12 m 62 
13 s4 77 63 
14 s+ 84 64 
15 9 65 
ss,16 s 88,66 
17 05 67 
15 s5 13 63 
19 5 69 
20 s5 27 
85,21 5 34 83,711 
22 s5 4 72 
23 s5 483 73 - 
24 s5 56 74 
33,26 5 0 79 38,76 
27 85 77 26 348 77 
ss 84 27 072 78 
929 ss 02 27 396 79 
30 s5 9 28 120 80 | 
88,31 TI 44 88,81 
32 14 29 168 82 
33 56 29 492 53 
34 s6 20 30.216 54 
35 s6 35 30 540 85 
83,36 86 43. 79 31 %64 88,86 
37 86 50 31 588 87 
33 86 57 32 31 2 83 
3) s6 65 33036 s9 
40 86 72 33 366 90 
28,41 85,91 
42 s6 87 33 08 92 
43 856 9% 35 132 93 
44 87 02 3546 94 
45 s7 09 3 180 95 
53,46 87 17 & 38,96 
87 24 37 228 97 
45 87 32 37752 93 
49 87 39 99 
50 0 89,00 


6. Gudermann, JPotenzial- Functionen Taf. 1, 


N. E. Alte Einth. N. E. Alte Einth. 
k=89 D.1”. k=89° D.1’. 
Gr. M. Gr. M. S, Gr. M. Gr.M. S. 
89,00 2,446 3371 91 40 80 06 WO 89,50 2,493 08899 05 71 80 33 WO 
89,01 2,47 11 01 49 8 06 324 89,51 2,294 040 9 SL 33 324 
02 43 1760 91 57 07048 52 05 WAL 95 33 048 
03 49 017 01 65 07 372 53 95 0631 05 9 34 3728 
04 50082 91 7 08.006 54 6 9230 96 08 35 006 
053 50 9255 91 82 08 420 553 97 8838 96 17 3 20 
89,06 2,451 8437 91 80.00 144 89,56 218855 80 36 144 
07 52 7627 0.9 09 46 8 57 2,499 SOS1 96 35 36 46 8 
03 53 6826 92 06 12 58 2,500 W 45 37 192 
09 54 6032 92 16 10 516 59 v1 7361 WM 53 37 516 
10 55 5248 92 23 11 240 60 02 014 % 63 38 240 
89,11 2356471 9 32 80 11 564 23503 6677 720 38 564 
12 573703 N 12 2388 62 04 6349 % 82 39 258 
13 53 243 92 4 13 012 63 05 031 WW 4) 012 
14 59 2192 9 57 13 336 64 5721 97 W 336 
15 601 66 14 06 0 65 075421 970% 4 060 
89,16 2,461 0715 902 74 so 14 354 39,66 2,508 5130 07.19 Ss) 41 384 
17 61 9989 902 82 15 108 67 00 4849 07 28 42 108 
13 2 a1 m a 15 43 2 68 1457 9 37 2 932 
19 63 8562 93 0 16 156 69 114314 97 4 3 156 
20 6+ 78502 „08 16 45 0 12? 4060 97 56 43 480 
89,21 2,365 917 817 89,71 253386 976 
22 666887 93% 17 528 72 14351 9 7% 4 528 
>3 675512 9 34 18 25 2 15 33556 9 8 35 2352 
24 68 5146 93 42 18 576 24 16 3141 97 93 4 570 
25 96 4458 93 51 19 00 5 17 2934 03 45 300 
89,26 2,470 3839959 8m" 024 39,76 235182737 98 13 8) 47 024 
27 713108 93 69 20 348 77 19 2550) 98 22 47 348 
23 7225679 77 21 072 W292 48 
29 -3 1044 93 8 271 396 7 21 2204 08 41 45 300 
30 74 1329 03 09 22 120 so 22 2045 VS Sl 49 120 
89,31 2,475 0724 9 03 80 22 444 89,51 2,523 1506 98 6080.40 444 
32 750127 9 23 168 24 1756 038 168 
33 76 5355 21 23 49 2 53 25 98 80 50 492 
34 778059 30 24 216 34 26 1506 98 80 216 
33 78 8389 94 37 24 540 7135 89% 54V 
89,36 2,4975 94 47 0% %4 39,56 2,523 129% 9 08 80 52 264 
37 SI 773 4 55 25 588 87 29102 9 1 52 588 
33 31678 94 65 26 312 83 30 1121 9 28 53 312 
39 8206193 9 73 27 036 89 31 1049 99 38 54 036 
40 83 5606 94 82 27 360 90 32 0879 4 54 360 
89,4 2,484 5148 94 91 8 084 39,91 2,533 0034 9% 57 Ss) 55 (8 4 
4, 35 4639 9 28 WS 92 34 OSOL 99 68 55 408 
43 86 439 9 0 29 132 93 35 08599 099 76 55 132 
44 87 3648 95 18 29 456 94 36 0835 99 87 66 456 
45 ss 3166 9% % 30 180 95 3702 
89,46 2,489 002 9% 36 80 30 504 89,96 2,538 0818 07 80 57 504 
47 Wa 9 4 31 228 97 3908235 400 17 53 228 
48 91173 05 53 31 55 2 89 4) 0842 100 552 
49 2136 6 2 76 99 41 0868 100 36 59 276 
50 93 0839 3 90,00 42 0004 WO 


106 


N.E. 
k=00° 


Gr. M. 
90,00 


90,01 
02 
03 
04 
05 


90,06 
07 
03 
09 
10 


90,11 
12 
13 
14 
15 
90,16 
17 
18 
19 
20 
90,21 


23 
24 
25 
90,26 
27 
23 
29 


30 


90,31 
32 
33 
34 
35 

90,36 
37 
38 
39 
40 


30,41 
42 
43 
44 
45 
90,46 
47 
43 
49 
50 


2,542 0004 


2,543 0951 
44 107 
45 1073 
46 1149 
47 1235 


2,548 1332 
49 1438 
50 1555 
51 1681 
52 1818 


2,553 1965 
54 2122 
55 2259 
56 2467 
57 2055 


2,558 2853 
59 3061 
60 3230 
61 3509 
62 3748 


2,563 3998 
64 4258 
65 4528 
66 4809 
67 5101 


2,568 5402 
69 5715 
70 6035 
716371 


72 6715 


7070 
7435 
8197 
8594 


-1 
a 


9850 
82 02% 
83 0741 


2,584 1202 
85 1675 
2153 
87 3653 
85 3158 


2,539 3074 
4204 
91 4730 
5288 
05 5543 


6. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. 1. 


D.1”. 


100 


1% 
100 
100 
10 


101 
101 
1u1 
101 
101 


101 
101 
101 
101 
101 


102 
102 
102 
102 
102 


102 
102 
102 
102 


103 
103 
103 
103 
105 


103 
103 
103 
103 
104 


104 
104 
104 
104 
104 


104 
104 
104 
105 
105 


105 
105 
105 
105 


Alte Einth. 


Gr. M, S. 


81 
sl 


81 


81 


81 


Sl 


sı 


324 
048 
37 2 
096 
420 


144 
19 2 
5L6 
2+ 0 


56 4 
23 8 
01 2 
336 


38 4 
10 8 
43 2 
15 6 
45 0 


20 4 
528 
25 2 
576 
30 0 
02 4 
34 8 
072 
39 6 
120 


444 
16 8 
49 2 
21 6 
540 


98 8 
31 2 
036 
36 


48 
32 
456 
150 


N.E. 


k=90?° 


Gr. M. 
90,50 


90,56 


k. 


2,593 5848 


2,594 6419 
95 TOOL 
96 7594 
97 8198 
98 8813 


2,599 9440 
2,601 0078 
02 0727 
03 1387 
04 2058 


2,605 2741 
06 3435 
07 414) 
08 4857 
09 5585 


2,610 6324 
11 7075 
12 7837 
13 8611 
14 9397 


2,616 0193 
17 1002 
1822 
19 2653 
20 3406 


2,621 3351 
22 5218 
23 6096 
24 6086 
25 7887 

2,626 8S01 
27 9726 
29 0663 
30 1612 
31 2572 


2,632 3545 
33 4529 
34 5526 
35 6535 


36 7555 


2,637 8588 
38 0032 
40 0689 
41 1758 
42 2830 


2,643 3052 
44 5037 
45 6155 
40 7254 
47 85420 


105 


105 
106 
106 
106 
106 


106 
106 
106 
106 
106 


106 
107 
107 
107 
107 
107 
107 
107 
107 
107 
108 
108 
108 
108 
105 


108 
108 
108 
109 
109 


109 
109 
109 
109 
109 


109 
109 
110 
110 
110 


110 
110 
110 
110 
110 


111 
111 
111 
111 


D.1”. 


7ı 


82 
93 
04 
15 
27 


07 


20 


Alte Einth. 


Gr. M. 


81 27 
sı 27 


s1 30 


sı 32 


35 


sı 38 


si al 


3 


sı 46 


sı 49 


sı 51 


000 


324 
048 
372 
09 6 
42 0 


14 4 
46 
19 2 
516 
240 


56 4 
238 
01 2 
336 
0 


38 4 
10 8 
43 2 


107 
66 92 08 
76 01 53 28 
s6 02 54 29 
97 02 35 29 - 
17 03 57 49 30 
26 v4 98 31 
37 v4 59 71 31 
47 05 60 83 32 
57 90,61 | 
67 06 62 05 33 
78 07 63 17 34 
s3 07 64 28 34 
98 08 65 39 35 
08 90,66 | u 
19 vg 67 62 36 
29 u 68 74 36 
39 10 69 s6 37 156 
50 10 37 450 
-- 70 11 72 20 38 528 
12 73 31 39 95 2 
92 12 74 43 39 576 
01 13 7 55 4 300 
m ıu 90,76 024 
23 14 77 78 41 348 
33 15 90 42 072 
44 15 42 39 6 
| 55 16 80 14 43 120 
| 1 5 m 1 90,81 
76 17 s2 37 4 168 
s6 17 83 49 4 492 
97 18 s4 45 216 
v8 18 s5 73 45 540 
2,578 002 m 19 % 
zoom 29 19 46 58 8 
40 20 s8 09 47 31 2 
90 33 36 0 
3 2 90,91 4 (05 4 
83 22 92 57 49 8 
95 23 93 69 su 132 
05 23 94 st 50456 
15 24 95 93 sı 180 
27 24 504 90,96 50 
38 25 228 97 18 52 228 
55 2 98 29 552 
276 99 42 53 276 
91,00 wo 
14° 


108 
6. Guder 
mann, Potenzial-F 
zial- Functionen Taf. I 


N. E. 
Q Alte Einth. 
ke D. 17 N. E. 
Gr.M. Alte Eintl 
91,00 2,647 —91° x inth. 
2,647 8326 11 5. 
91,01 15 81 5 Gr. M 
2,648 9581 111 6 0 91.50 
2 81 2,705 Gr. M. S 
04 sı 52 ‚706 36) 118 21 8 
52 3118 55 372 07 544 ; 
2,654 55358 112 55 09 9123 118 63 
= 55 6767 112 41 81 57 144 _ 11 009856 118 76 un v6 
57 468 91,56 2,712 2862 23 320 
09 2 54 57 2562 118 
10 57962 112 66 58 192 5 13 4752 2 24 144 
9 14 6056 119 18 
1,11 2,660 1807 59 240 158574 5 192 
12 112 92 60 17 0506 
61 3099 sı 59 564 7 V506 119 47 
1 
14 63 57° 113 17 01 012 62 Me 119 61 2% 55 
570 13 12 19 4414 2% 54 
15 64 70 29 01 336 63 20) 6, 19 7 98 
94 7049 13 3 64 119 89 277238 
) 2 227 28 
17 66 9747 23 03551 1% 
18 113 68 91 17 29 06 
68 1115 113 03.10 8 66 2374238 12 
692495 183 = 3 32 67 322 8229 384 
2 04 
0 0 38589 114 06 04 156 = 26 6477 30.108 
91,21 26715205 118 1 = 2785377 75 
22 726714 114 9 29 612 9% 
816 114 46 2,730 2702 121 ( 
114 58 06 25 2 314806 121 82 32 204 
I 6100 14 7 06 576 73 32 6925 121 33 32 528 
‚677 2521 14 8 75 121 48 2 
29 5502 115 08 348 91,76 2,736 3309 wo 
29 11 09 77 121 77 89 
su 701 37 5546 832 36 02 
30 7 5546 121 92 
115 09 39 6 18 38 7738 35 348 
91.31 5 37 109 12 ( 79 39 & | 36 07 
2,683 073 415 50 30 99945 102 21 
41 2166 + 36 3 
Io 84 16% 82 10 44 2106 12‘ 
85 3186 168 3722 402 20 
34 115 76 )2 122 52 
35 11 492 52 43 4566 192 32 37 244 
3 87 6352 116 03 12 216 24500 12 33 168 
12 5 46 
116 3 95 
33 91 1201 13 538 91,86 2,748 5808 0 
39 116 43 14 8 13 % 
40 92 2844 116 57 31 2 7 498134 193 4 2 90 %4 
03 4501 116 7 15 036 sg 51045 588 
91,41 15 360 89 52 2 us 
” 2,09% 6171 116 90 2 
42 05 7855 82 16084 53 5W3 12 42 036 
43 7855 116 97 3 
%6 952 117 11 16 8 g1,91 3754 7580 128 2 360 
= 08 1263 117 24 8232 92 55 091 1% 82 43 84 
99 1987 117 38 4 45 6 95 57 2408 124 33 43 8 
1 
91,46 2,700 4725 117 51 = 4541 124 48 ps 13 2 
48 17 70 19 8 1,96 2370 0752 124 18 0 
‘ - 
50 05 1814 20 276 98 63 4725 125 09 46 228 
21 00 99 64 7234 “6 55 2 
92,00 125 26 
) 65 9760 47 276 
#438 


> 


6. Gudermann, Potenzial-Functionen Taf. 1. 109 


N.E. Alte Einth. N.E. Alte Einth. 
Gr. M. Gr.M. Gr. M. Gr.M. S. 
92,00 2,765 0760 15 82 483 00 92,50 28300741 1373 3 15 WO 
92,01 2,7107 3m 195 57 82 48 324 92,51 28320114 131 31 24 
02 68 4557 195 72 49 04 8 32 33 35065 134 09 16 038 
05 69 7229125 88 49 37 2 33 34 6014 134 % 16 37 2 
04 71,017 03 006 54 36 030 134 35 17 006 
03 722020 12%6 19 5) 420 53 37 3785 134 62 17 420 
92,06 2,773539 1% 35 925 144 92,56 2,838 134 83 18 144 
07 74 7874 1% 51 51 468 57 4) 07238 134 9 18 468 
05 76 05235 1% 67 52 192 55 414927 135 16 19 192 
09 77392 126 82 52 516 39 42 7743 135 35 19 516 
10 78 58574 127 00 53 240 60 441278 135 53 20 240 
92,11 279854 1715 92 53 564 92,61 238354831 15 2 3 %0 504 
12 sı 1259 127 30 54 28 8 62 45 303 135 80 21 288 
13 82 419 17 47 5 012 63 48 19922 136 08 22 012 
14 833 6706607 63 55 336 64 49 56) 136 27 22 336 
15 510529 127 56 060 65 50 927 136 45 23 06.0 
92,16 2,786 2309 1277 95 82 56 384 92,66 2,852 2372 1603 53 3 384 
17 504 13812 57 108 67 53 65355 136 82 24 
15 ss 7916 1283 28 57 432 68 550217 137 01 432 
19 W074 125 45 ss 156 69 56 318 137 19 05 156 
90 91 3559 123 60 55 430 70 57 7637 137 38 25 480 
92,21 2,792649 128 78 82 59 04 92,71 2391375 1237597 3% 
22 93 9327 128 93 82 59 528 72 60 5132 137 7 26 52 8 
23 3 W 252 73 61LSWS 137 05 
24 96 5131 129 97 w 576 7 63 2703 138 13 27 376 
25 97 129 43 300 73 046516 138 
92,26 129 6083 02 24 92,76 2,866 0348138 52 
27 2,500 3961 120 77 02 348 77 67400 138 71 29 348 
28 0160385129 % 03 072 75 68 138 89 30 072 
29 02 932 130 10 03 396 79 139 09 30 396 
30 4 2042 130 27 120 s0 715869 139 28 31 120 
92,31 2505560 104 8304 44 92,81 2,372 9797 13938 331 44 
39 06 13 130 61 05 168 82 74 3745 139 67 32 168 
33 08 2074 130 78 05 49 2 s3 75 7712 139 86 32 492 
34 W512 10 9 06 216 771698 140 06 3 
39 10847 131 12 06 540 785704 10 35 33 540 
92,36 2,512 1350 131 29 8 07 92,386 23,379 9727 190 5 83 34 %4 
37 1344858 BL 46 07 588 37 3774 190 64 34 588 
38 14 7634 131 63 08 31 2 sg 7838 140 84 35 312 
39 16 0797 131 81 036 39 1922 141 04 36 036 
40 17 3978 131 9 09 36 0 90 55 606 141 24 36 360 
92,41 23818 7176 13215 83 10 084 92,91 23887 0150 141 43 83 37 084 
42 200391 132 32 1) 08 92 ss 4293 11 6 37 408 
4; 21 36233 132 50 11 132 93 S9 8457 141 83 383132 
44 226873132 68 11 456 94 91 2640 142 03 38 456 
45 240141 132 5 12 18 0 95 2643 142 24 39 180 
92,46 133 12 83 12 504 92,96 2,39 1067 142 44 83 39 504 
47 266738 133 13 228 97 9 5311 142 63 
48 23048 133 38 13 55 2 98 %974 142 34 w 552 
49 29 3356 133 5 14 276 99 98 38558 143 05 4 276 
30 30 674 15 000 93,00 % 8163 “2 


B & 


110 Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. l. 


N. E. Alte Finth. N. E. Alte Einth. 


D. 1% k=93° D.1“, 
Gr. M, Gr. M. S. Gr, M. Gr. M, $. 
93,00 2808163 13% 834 wo 95,50 2,974 002 143 wo 
301 2m 35 94 93,51 297505 147 
02 26833 136 43 048 32 771502 154 71 10.048 
03 04 1198 143 87 43 372 53 78 6973 154 © 10 372 
04 05 555 144 06 4 06 54 802468 155 18 11 06 
05 4 420 55 81 7986 155 42 11 420 
93,06 2,008 4110 144 48 83 45 144 93,56 2,083 358 15567 1m 144 
07 08867 14 69 45 468 57 84 W095 155 9 12 468 
08 11 3330 14 46 192 55 S6 4686 156 15 13 192 
09 2765 15 W 46 516 59 88 0301 156 39 13 516 
10 14 2335 145 32 7240 60 Ss9 594) 156 63 14 24 0 
33,11 2,915 68568 145 53 83 47 564 93,61 2,91 1603 156 84 14 56% 
12 171421 15 7 48 388 62 157 13 15 258 
15 18 5994 145 9 49 01 2 63 94 304 157 37 16 012 
14 200550 146 17 49 336 64 95 8741 157 602 16 336 
15 2156 146 37 50 06.0 65 97 4503 157 86 17 
93,16 23022983 146 59 53 50 384 93,66 2,000 0289 158 12 84 17 394 
17 16 sı 67 3,000 158 36 18 108 
15 147 51 432 65 02 10937 158 61 13 43 2 
19 27 3853 147 23 52 156 69 03 7798 158 87 19 156 
20 25 866 147 45 52 450 70 v5 36855150 11 1) 450 
93,21 2,930 3351 147 66 83 53 95,7 3,006 9596 159 37° 833.90 204 
22 318117 147 89 53 528 72 08 5533 159 02 578 
23 33 2906 145 09 35? 10 1495 159 88 22 
24 34 7715 18 32 54 576 74 11 7453 160 13 21 576 
25 5347 3 5 300 7» 13 336 160 38 
93,26 23,937 701 187% 8356 m4 3049534 1064 ın4 
29% 18 8 56 348 16 558 160 23 348 | 
28 W772 140 072 78 18 1688 161 24 072 
29 7396 79 19 7804 161 4 24 396 
30 43 7035 149 64 55 120 SO 21 30945 161 68 235 120 
93,31 23,945 199 149 87 83 58 444 95,51 3,03 0113 34 25 444 
39 465 150 08 59 168 82 24 6307 162 19 168 
33 45194 150 32 83 59 4092 26 162 26 49 2 
34 49706 15053 83 0W 216 s4 27 8772 162 73 7 216 
35 51 079 150 77 540 29 5045 162 08 27 540 
33.36 2,052 7156 5 34 01 54 93,56 3,031 133 63% %4 
35 4205 01 588 32 7068 163 52 28 58 8 
38 55 7376 151 35 319 34 163 79 29 312 
3) 57 2521 151 67 03 036 3601399 164 5 036 
40 58 76855 151 W 03 360 37 0804 104 32 30 360 
33,91 3,030 3236 164 5953 31 084 
4? 618001 152 36 04 92 164 31 
43 63 33277 152 60 06 132 93 42 6181 165 13 32 132 
44 64 8587 152 82 05 56 34 442004 105 4 32 656 
45 66 3369 153 W 06 189 45 0234 165 67 33 150 
05 1539 8306 wa 93,96 3,0497 501 165 5 54 3 04 
4: 69 4504 153 53 97 34 228 
70857 153 % 52 SU WIS 166 50 34 552 
44% 72 5233 088 276 52 5668 166 78 236 


74 4,00 54 25% 


6. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. 1. 111 


N. E. Alte Einth. N. E. Alte Einth. 


k=94 8%. x  D.1“ 8%, x. D.1”. 
Gr. M, Gr. M, 8, Gr. M, Gr, M, 8, 
94,00 3,054 36 167 05 36 94,50 3141363 192 21 85 03 Wo 
94,01 3,055 167 33 36 324 94,51 3,143 156% 182 54 55 03 324 
02 57574 167 61 37 048 52 45 0118 182 88 04 048 
03 592545 17 89 37 372 53 46 8406 183 04 372 
04 609334 168 17 33 006 54 48676 183 55 5 006 
05 62 6151 168 46 38 420 55 50 508L 183 87 05 420 
94,06 3,064 2007 168 73 84 30 144 94,56 3,152 3468 1852 272 835 06 194 
07 65 0870 169 02 39 46 8 37 54180 184 56 0 468 
03 67 6772 169 31 4) 192 58 560346 184 89 07 192 
09 69 3703 169 39 4) 516 59 5783355 185 %4 07 516 
10 710662 169 88 41 230 60 59 7359 185 58 08 240 
94,11 3,072 050 1m 16 84 41 564 94,61 3,1601 517 15 85 08 504 
12 74 4606 170 46 42 288 62 63 4509 186 27 00 OS 8 
13 “ıı2 10 74 33 012 63 65 3136 186 61 1 012 
14 778786 171 43 336 64 67 1797 186 % 10 336 
15 79530 171 33 44 060 65 69 04093 187 31 1 80 
94,16 3,081 303 171 92 44 384 94,66 3,170 924 187 66 85 11 384 
17 830185 1Vı A 45 108 67 72790 188 02 12 108 
18 3473756 17 21 45 432 68 74 67902 188 36 2 432 
19 86 4597 172 50 46 156 69 76 5628 188 72 13 156 
20 83 1547 172 8 46 450 70 78 4500 189 08 13 480 
94,21 3,089 9127 173 10 84 47 904 94,71 3,180 3408 189 4385 14 04 
22 916437 173% 47 528 72 Ss? 2351 189 79 13 528 
23 93 3777 173 952 73 3412330 10 2 5 32 
24 5147 173 W 576 74 s60345 51 15 576 
25 96 3547 174 30 49 300 73 87 036 190 58 15 300 
94,26 3,008 5977 112 83 50 024 94,76 3,1850 8484 101 93 85 17 084 
27 3,100 337 174 9 50 348 77 9 7607 101 61 17 
23 02098 175 51 072 73 03 6768 191 07 IS 07 
29 03849 175 52 51 396 79 05505 102 33 18 306 
30 05 175 83 52 120 975108 192 19 120 
94,31 3,107 3594 176 14 84 52 444 94,51 3,10 40690 1308 8519 44 
32 1108 170 44 53 168 3,W1 377 193 20 168 
33 10 8542 176 76 53 492 33 03 312? 195 82 2) 492 
34 126518 177 0 5+ 216 05 2504 1094 21 216 
35 1442924 17 38 54 540 55 07 1024 194 57 21 540 
94,36 3,116 102 1770 3455 %4 4,36 3,00 13811 14% 35 22 %4 
37 17 0752 175 1 55 588 37 11 0877 195 33 22 58 R 
38 19 7533 175 32 56 312 33 13040 1% 7 233 312 
39 215365 186 57 036 30) 14 0081 1% 10 24 036 
40 2320 18 % 57 360 90 16 9591 1% 48 24 360 
94,41 3,125 116 170 23 3 59 084 94,91 3,218 9239 106 857 85 3 (8 4 
42 26 170 53 408 92 28926 197% 35 WR 
453 28 7014 179 92 59 132 93 22 Ss65t 197 64 26 132 
44 305 94 24845 198 
45 32 wı A057 850 180 95 26 8210 18 22 271380 
94,46 3,134 1088 10 85 0 504 94,96 3,228 8061 198 82 85 27 504 
47 359178 228 97 307053 10 23 928 
48 37 7300 131 5 1 552 98 32 7864 190 61 28 552 
49 395455 181 88 n 276 99 31785 200 00 29 276 


30 41 3643 05,00 36 7825 85 m 


: A 
fi 


112 


N. E. 
k==95° 
Gr. M. 
05,00 
95,01 
02 
053 
04 
0) 
35,06 
07 
OS 
09 
10 
95.11 
13 
14 
15 


2. 


3,236 7825 


3,238 7866 
40 7947 
42 8067 
44 3220 
4 8431 

3,248 8674 
50 8057 
52 9282 
5+ 9648 


57 0056 


3,259 0505 
61 0996 
63 1520 
65 2104 
67 2721 

3,2609 3381 
71 454 
73 4829 
75 5617 
77648 

3,279 7323 
sl 5242 
s3 9204 
S6 0210 
1260 


3,20 2354 
92 3493 
94 4676 
55 
38 7178 


3,300 8497 
02 
05 1270 
07 2726 
09 4227 

3.311 5775 
13 7360 


37 8025 
4) 0192 
42 248 


Gudermann, Potenzial- Functionen Toft. 


Alte Einth. 


85 
a0 81 85 


213 04 


2106 40) 
216 883 
217 34 
217 82 


221 18 
221 07 
222 16 


M, 
30 


30 
31 
31 
32 
32 


33 
33 


van 
on 


Im 


109 & 


N. E, Alte Einth. 


k=95° 
Gr. Gr, M. 8, 
95,50 3,322 08 57 00 
9,51 3373 15 57 ma 
52 46 6058 223 65 58 048 
53 48 0353 294 15 58 372 
54 SL 168 24 65 
55 5323 29515 3559 20 
95,56 3,3568 256 Ww 14 
37 57 9314 2%6 18 00 68 
60 1032 226 68 01 192 
59 62 4600 227 19 v1 516 
60 64 7319 97 72 02 24 0 
95,61 3,3607 283 564 
62 69 2914 2238 73 03 388 
63 715789 229 97 04 012 
64 73 716 229 80 04 33 6 
65 76166 230 33 05 06 0 
05,66 3,378 49 230 6 % 05 84 
67 80 7815 231 39 06 108 
63 33054 31 43 2 
69 4147 232 47 07 156 
70 87 734 233 00 07 450 
95,71 3,30 069 233 5 8 
r- 02 440 234 18 528 
04 74535 23465 25 2 
74 970923 235 19 0 576 
75 99442 235 74 
95.76 016 236 31 11 084 
33 04 1647 236 11 3+8 
06 5333 237 22 12 072 
3075 237 8 22 396 
so 11 2573 238 56 13 ı2 u 
95,51 3413679 23912 5613 44 
82 16 0641 239 69 14 16 8 
83 18 610 240 27 14 492 
s4 208037 54 15 216 
Ss) 23 272 241 43 15 540 
95,56 3,425 6664 232 W 16 %4 
87 28 10064 242 60 16 588 
83 30 5324 2453 18 
sg 32 243 78 15 036 
35 24 37 15 36 U 
95,91 3,437 8557° 24% 10 84 
2 2053 245 57 19 
93 42 7510 246 17 2) 13 2 
94 45 2127 246 77 2 456 
05 47 604 247 39 21 180 
95,96 340153 280 21 504 
97 52033 248 61 22 228 
98 55 104 249 23 2 52 
99 576127 249 85 23 276 
96,00 64 1112 24 WU 


| 

8, 
04 8 
62 372 

202 02 
202 43 420 
83 8 144 
203 25 468 
203 66 192 
204 08 34 516 
202 49 35 240 
9 35 5654 
205 33 36 388 
205 75 37 v1 2 
206 17 37 33 6 
206 60 33 060 
35,16 35 4 
17 207 45 39 
15 207 88 399 32 
19 208 31 4) 156 
0 75 4) 45 0 
35,21 209 19 55 
209 62 41 
23 210 06 42 2 
24 210 50 42 b 
25 210 4 43 u 
95,26 21 39 85 4 
27 211 83 44 348 
28 212 29 45 072 
29 212 73 45 306 
30 213 19 12 0 
95,51 46 44 4 
33 214 09 47 168 
33 214 56 47 492 
34 215 01 45 216 
3.) 215 48 43 540 
95,36 215 4 85 49 
37 439 558 
35 15 SU 312 
39 18 0607 036 
40 2431 sl 36 0 
95,41 3,322413 218 9 52 084 
4. 2416042 218 77 52 40 8 
43 219 35 312 
44 23984 2319 72 53 4506 
45 2% 54 U 
95.46 3,333 3537 220 85 54 4 
47 35 5%7 55 s 
45 55 
30 57 


6. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. I. 


N.E. Alte Einth. N. E. 
—%6° &.x. D.1“ &,% D.1". 
Gr. M, Gr. M, S. Gr. M, 
96,00 3,460 1112 86 WO 96,50 3,59 718 236 % 
96,01 3,162 61600 11 86 324 96,51 3,506 5522 287 0 
02 651271 31 73 25 048 52 359453 387 
03 67644 2352 37 25 372 53 3,602 3% 288 75 
04 2353 01 096 54 05 219 289 58 
05 726982 2353 65 26 420 55 08 1157 2% 41 
96,06 3,75 2347 254 29 86 27 144 96,56 3,611 018 201 26 
07 71776 234 9 27 468 57 395 1 
03 32770 2355 59 28 19 2 58 168536 292 
09 82 83229 236 28 516 59 19 7832 293 83 
10 55 453 236 % 29 240 60 22 7215 294 69 
96,11 3,488 0143 237 565 86 9 564 96,61 3,625 668% 205 56 
12 % 5899 258 22 30288 62 28 6240) 29% 44 
13 93 1721 2358 % 31 012 63 31 58554 297 31 
14 95 7611 2359 56 31 33 6 64 34 566155 28 % 
15 98 3567 200 23 32 06 0 65 37 54355 290 0 
96,16 3,500 50 S6 32 384 96,66 3,640 534 29 9 
17 03 56352 261 59 3 18 67 43 5343 300 89 
15 06 18241 2%2 %9 3 32 63 46 5432 301 80 
19 08 8069 262 97 34 156 69 49 5612 302 70 
20 11 43066 263 66 32 450 70 52 5882 303 63 
96,21 3,514 0732 36 686 35 04 96,71 3,655 645 304 55 
22 16 7168 265 U6 35 528 72 58 670 305 48 
23 19 3674 %5 76 36 25 2 73 61 7248 306 41 
24 22 02350 266 46 36 576 74 64 7839 307 35 
253 24686 2367 18 37 300 75 67 8624 308 31 
96,26 3,527 3614 %7 89 38 024 96,76 3,070 0455 309 
27 30 043 2068 61 38 348 77 74 030 310 21 
23 32 764 2069 33 39 072 73 771W1 311 17 
29 35 4197 270 06 39 39 6 79 2518 312 15 
30 338103 270 7 0 120 80 83 3733 313 12 
96,31 3,540 82832 271 52 86 444 96,81 3,686 5045 314 10 
32 43 5434 272 %6 41 108 82 896455 315 
33 46 2660 273 00 41 492 s3 92 7964 316 00 
34 48 9060 273 75 42 216 s4 95 0573 317 09 
33 51 73355 274 50 42 540 55 99 1232 318 
96,36 3,5544785 275% 86 3 %4 96,86 3,702 3091 319 11 
37 5730 276 01 23 558 05 5002 13 
33 59 9911 2376 78 4 3112 vS 7015 321 15 
39 62 75599 977 4 5 036 89 11 9130 322 19 
40 65 533 278 31 45 360 90 15 13349 323 23 
06,41 3,568 3174 979 09 86 46 084 96,91 3,718 3072 324 28 
42 zı 279 87 46 8 92 2161) 325 33 
43 73 238065 47 1232 24 8033 3% 39 
44 767135 2331 4 47 456 94 28 1272 327 46 
43 95279 2382 23 45 150 05 31 4018 325 53 
96,46 3,582 3502 283 035 86 48 504 96,96 3,734 6871 320 61 
47 85 18505 233 84 4 228 97 37 0832 330 7 
45 85 0159 64 49 55 2 98 41 2W3 331 80 
49 8053 2385 45 50 276 99 44 6083 332 W 
50 93 7198 531 mn 97,00 47 09373 


Alte Einth. 


Gr. 
S6 


S6 


87 


87 


57 


87 


87 
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€ 
ER 
M. 
sı WO 
5ı 324 
52 048 > 
52 372 
M6 = 
53 420 
s6 54 134 
54 468 
55 192 
55 516 
56 240 
56 564 
57 288 
ss 012 
53 336 
59 WU 
59 354 x 
m 108 € 
w 42 
01 156 
01 480 
20% 
02 528 
03 252 
03 576 
20 
024 
05 348 | 
06 072 
06 396 
07120 
(07 444 
088 168 
08 492 
09 216 
540 & 
710 %64 
10 558 
12 036 
12 50 
mM 13 (54 
13 8 
12 132 
14 456 
15 150 
HM 15 504 
16 228 
16 35 2 
1S 
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6 
a G 
der 
mann 
Potenzial 
- unction 
en 
Taf. 


Gr 
M k. 
97,00 D AlteEi 
‚01 47 9373 
02 3,751 277 334 6 ” 
74 N. E 
4 335 8 4 
6287 35 7 1 
5 7 2 
97 0 64 3 39 19 4 M k 
= 048 97,50 D Alt 
‚768 1473 968 97,5 3,93 inth 
5557 096 = 0 3154 . 
9 3 4074 43 124 5 3496 597 
7 81 85 nu 21 4 42 51 5 
„11 34 46 39 204 N wo 
) 36 22 55 464 15 
12 ‚785 345 19 448 405 3 
5 306 54 8 2 97 5 we 78 24 
13 25 56 052 4) 46 
877 346 16 232 7 4 04 
97,16 99 nn 350 16 24 2388 59 62 8467 412 Ss 897 420 
17 3,802 7 25 01 60 414 14 
2 7647 61 05 2 97 71 Pr 18 5 be 
1 06 3 61 147 415 Ss 
; 293. 352 36 75 
1 033 26 > 3 07 4 4) 
f 8342 54 0 872 6 238 3 49 
20 3 387 355 ; 6 3 3 79 517 419 R 516 
9 873 5 36 34 6 77 9.39 
ı 16 954 356 27 4 83 72 42 24 ( 
10 7292 21 S7 ) 
3 62 27 8 65 87 15 5( 
22 82 357 4 7 9585 422 595 
‚sw 53 97 985 % 
9330 28 1 57,6 922 42 3 
3 24 1% 35 56 ‚66 058 4 7 28 8 
n 248 18 25 6 3.99 42 73 52 
24 27 7206 360 87 430 7 96 4711 53 012 
25 31 3 36 48 29 63 ‚0 73 4 2 336 
9 3473 361 7 24 6 ; 7548 28 37 53 6 
7,26 7 29 52 9 2 06 
0782 ( 2 8 7 3 87 
3 I 30 0) 377 4 53 
27 ‚838 62 364 4 52 9 3774 32 06 384 
2 4 ‚224 2 30 57 7 711 13 716 433 r s+ 1 
be) 297 365 76 68 9 0 
29 45 31 3 72 4,013 435 
3 367 87 0750 32 55 
9 0 6350 368 02 4 73 4523 437 7 55 156 
73 53 3 36 2 . 26 848 439 Pr 45 ( 
2 ‚857 04 11 072 97 35 2648 ı 59 004 
3 6 47 7 33 97,76 > 7 44 6 
> u 77 372 39 6 ’ 35 528 
34 64 702 55 342 4,040 445 57 235 
5096 94 87 3 1556 53 57 
I ie 2631 375 + 4 6308 448 58 76 
97 34 :5 52 
‚3 2 0306 376 51 9 126 449 87 00 
6 06 76 68 5 61 5 
3 3,875 37 76 35 4 0 3 6417 451 3 59 
7 3 812 u | 92 97 5 17 56 87 024 
38 79 ” 8 36 21 7,51 S 1778 453 88 59 34 
39 379 62 365 99 4,062 7 
87 244 382 37 2 3 312 39 6 
9 9 + 2 32 37 64 24 - 21 6 „ 
7,41 1 0842 383 08 588 459 86 88 120 
938: 46 39 ? 97 ı7 98 02 4 
4 3,808 3 ( Ss6 171 46 
3 „398 808 386 3 36 e 4 ‚18 + 13 N 16 8 
44 % 9 36 87 „085 466 2 4 
2.6929 388 45 37 4 8 us 
45 06 59 381 3 51 468 21 
97 10 4) 95 2 47 63 
‚46 5076 391 5 4 ws 90 4,09 u 68 88 
47 3,914 393 ’ 113 4 3 9552 471 #2 
4 ’ 4379 03 4 « 2 97 9 ‚104 206 47 90 04 64 
3 18 38: 39 456 66 58 8 
9 22 345 31 S 15 - 48 7 31 
452 6 87 u 08 42 06 3 
15 42 9: 14 277 479 03 
3224 97 7 4 9 1 78 9 7 06 6 
) 552 97 I 28 9414 35 nd 
276 7,96 8085 408 
97 ‚133 489 13 
9 38 6993 08 03 4 2 
99 43 55 1 4 48 9 18 
5532 83 09 30 
5169 4% 
83 10 8 
11 ? 
276 


50 
30 3 
+5 
0 
98 
‚00 
53 5 
12 


© 


4,153 5052 


4,158 5186 
63 5572 
68 6213 
73 7112 
78 8271 


4,183 9693 
89 1381 
94 3337 

4,199 5564 

4,204 8065 


4,210 0844 
15 39%)2 
23) 7243 
26 0870 
31 4756 

4,236 8995 
42 3498 
47 
93 3435 
58 8514 


4,264 4532 
70 0561 
75 6%7 
81 3572 
87 0559 


4,292 7873 
4,298 5517 
4,304 3495 
10 1812 
16 0470 


4,324 9474 
27 8828 
33 3537 
39 8604 
45 


4,351 9831 
53 1000 
64 2554 
70 472 
76 6784 


4,382 9487 
89 2585 
4,395 6084 
4,401 9988 
08 4303 


4,414 35 
21 4188 
27 9768 
34 5781 
41 2233 


Gr. 


16 


26 


Alte Einth. 


S. 

324 
8 
372 
6 
420 


14 4 
46 8 
1) 2 
240 


56 4 
238 
012 
33 6 
06 0 


35 4 
108 
432 
156 
450 
204 
528 
25 2 
576 


4 
348 
072 
396 
120 


16 
49 2 
216 
540 
26 4 
53 8 
31 2 
036 
36 0 


84 
4) 8 
13 2 
45 6 
180 


50 4 
228 
55 2 
27 6 
wo 


N.E. 

Gr, M, 

93,50 

95,51 

52 

53 


54 
55 


98,56 
57 
58 
59 
60 


98,61 
62 
63 
64 
65 
98,66 
67 
65 
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2. 


4.441 2233 
4,447 9129 
54 6475 
61 4278 
2544 
75 1279 


4,482 0489 
89 0182 
4,496 0363 
4,503 1041 
10 2221 


4,517 3912 
24 61%0 
31 8853 
39 2119 
46 5926 


4,554 0281 
61 5193 
69 0671 
76 6722 
84 3356 


4,592 0582 
4,599 8409 
4,607 6846 
15 5003 
23 55) 


4,631 5917 
39 6894 
47 5532 
56 0842 
64 3835 
4,672 7522 
1916 
89 7028 
4,698 2870 
4,706 9455 
4,715 6797 
24 4908 
33 3802 
42 3493 
51 3996 


4,760 5325 
69 7496 
79 0525 
38 4426 
97 9218 


4,807 4917 
17 1540 
26 0106 
36 7634 
714 


Gr. M. S. 
s 39 w 


83 39 


Alte Einth. 


0 
4 


4) 04 8 
4) 372 
41 
41 420 


sa 14 
42 
43 19 
43 51 
41 24 


8 44 56 
45 28 
46 01 
4% 33 
47 06 


ss 47 38 


4 


8 


2 
6 
0 


4 


2 
0 


4 


45 108 
48 432 
49 156 
49 480 


50 204 
50 528 
51 25 2 
s1 576 
52 300 


s53 


“wo 
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N. E. | 
Gr.M, vi. 
05,00 
98,01 ss 12 
02 13 
04 14 | 
03 14 | 
98,06 15 
07 15 | 
05 
09 16 
10 17 
98,11 ss 17 
12 18 
13 19 
14 19 
15 
98,16 20 
17 >ı 
13 
19 22 69 
20 70 
99,21 8 23 98,71 
22 23 72 
23 24 73 
24 24 74 
5 2:5 75 
98,26 98,76 - 
27 m 77 53 +1 
23 27 78 54 072 
29 27 79 4 306 
30 28 80 5 120 
98,31 95,81 855 44 
32 29 82 56 168 
33 29 s3 6 492 
34 30 s4 57 216 
35 30 
98,36 31 98,56 58% 4 
37 31 57 53 588 
33 32 sg 8 59 312 
39 33 W036 
40 33 90 360 
98,41 se 34 98,91 901 084 
42 34 92 OL 408 
43 35 93 2 132 
44 35 94 n 456 
45 36 95 3 180 
98,46 “ 3 98,96 203 504 
47 37 97 04 228 
485 37 98 552 
49 38 99 5 276 
50 39 99,00 HE 
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N.E. Alte Einth. N. E. Alte Einth. 


Gr. Gr. Gr. M. Gr. M. S. 
99,00 4,846 7141 wu 99,50 3.539 8567 sg 33 Wo 
39,01 4,856 7648 9,51 5,560 07; 39 33 324 
02 4,306 9176 048 52 5,580 6001 34 038 
03 4,877 1785 07 372 53 5,001 7397 34 372 
04 4,387 5377 006 54 5.69 5 06 
0) 4,898 420 55 5,645 2392 320 
94,06 5314 sm 144 99,56 3,667 7112 s36 1414 
074,019 2876 468 37 5,600 35 
05 4,930 0989 w 192 58 5,714 3316 37 192 
09 83 10 516 59 5,738 3293 37 516 
ID 4,052 0755 11 230 60 3,763 33 240 
4,%3 2522 11 564 39,61 5,788 341 38 56% 
4,072 5521 12 235 62 5,814 3157 39 28 8 
13 4,985 0512 13 012 63 5,8540 0841 4) 012 
14 4,907 5423 13 3356 64 5,868 3832 u) 356 
15 5,009 2387 13 63 5.596 5543 
99,16 5,021 0735 sı 414 354 39,66 5,05 5419 3 41 384 
17 5,033 (508 5 ws 67 5,955 3950 42 108 
15 5,045 17185 15 43 2 68 5,086 1668 42 432 
19 5,057 4422 6 156 69 6,017 9157 3 156 
20 5,069 8051 6 80 6,080 7056 3 80 
99,21 5,082 4442 17 99,71 6,084 6073 4 04 
22 5,095 1535 17 528 6,119 697 #4 528 
23 5108 0872 13 252 6,156 0664 4 252 
24 5,121 15% 18 576 74 6.193 8009 576 
23 5134 4052 00 753 6,233 0977 
09,26 5,147 8255 20 024 99,76 6,273 848 
27 5,161 434 20 349 77 6,316 4005 a7 348 
25 5,175 2281 21 072 73 6,360 8614 45 072 
29 5,189 214 21 396 79 6,407 3815 #8 396 
30 5,203 3905 22 120 SO 6,456 1718 #3 120 
99,31 5.217 738 22 444 99,81 6,507 4651 44 
9232 3570 23 108 S2 6,561 5324 168 
33 5,247 2030 23 92 6,618 609 5 4092 
34 5,302 2411 2+ 216 84 6,679 315% 216 
35 5,277 24 540 85 6,743 8542 51 540 
99,356 5,293 25 2964 90,86 6,812 8471 %4 
37 5,308 762% 25 588 87 6,856 951 52 588 
> 5,324 76% 26 312 88 6,906 9979 53 312 
39 5,341 0233 7 036 89 7,054 0003 54 036 
40 5,357 55% 27 90 7,149 3195 36 U 
39,4 9,374 300 >39 2S 084 99,91 7,254 6801 s) 5 184 
5,391 4540 23 08 92 7,372 4632 5 8 
5,48 8400 2432 03 7.505 946 56132 
44 5,426 5407 29 3506 04 7,660 1453 6 5 
43 5,44 5054 95 7,842 4660 57 180 
09,436 5.202 0118 9 30 504 99,96 8,065 6105 37 504 
47 5,481 6072 31 228 97 8,353 2925 5s 228 
43 5,500 6556 31 552 S9 8,758 7577 ss 552 

439 5,520 0739 32 276 99 9,351 so 59 276 
30 5,939 8707 3 wo 100,00 Infin, positiv. nn wo 


(Die Fortsetzung folgt.) 
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Analyse des transversales appliqude & la recherche 
des proprietes projectives des lignes et surfaces 
geometriques. 
(Suite da mömoire No. 3, dans le cahier pröcödent.) 


(Par M. J. 7. Poncelet, chef de Bataillon du G£nie. ) 


Analyse des transversales. 


Premiöre partie, 
sp£eialement consacrde lexposition generale de la methode considerde 
dans son application aux lignes geometriques individuelles. 
1 
Preliminaires relatifs aux lignes des second et treisieme ordres. 
pP our donner, tout de suite, une id&e de nos methodes, et en rendre l’ex- 
position gendrale plus claire et plus facile, nous commencerons par les ap- 
pliquer au cas simple des lignes du second ordre, ou du systöme de deux 
droites indöfinies situdes, volontd, sur un m&me plan: quelques exemples 
suffiront pour montrer comment les principes de la theorie des transversales 
conduisent directement aux propridtes les plus universelles de ces lignes. 


Des quadrilateres inscrits aux lines du second ordre. 

143. Soit ABCD un quadrilatere quelconque *), avec ses deux 
diagonales AC et BD se rencontrant au point G, et dont sont les 
points de concours des couples de cötes opposes AP et ED, AD et NIC. 
Soit ze une droite ou transversale arbitraire, rencontrant les direetions 
indefinies des diagonales 4C, BD aux points e, f, et celles des eötds «>, 
BC, CD, DA aux points a, b, c, d respectivement. On aura, en vertu 
du theor&me fondamental de Carnot et en tant que le triangle Zac, se 


trouve coupe par le systtme des deux cötes opposes ADF, DEF, du qua- 


*) Le lecteur est pri& de vouloir bien suppleer, dans tout le cours de ces re- 
cherches, les figures dont il y est simplement fait inention: sans cette attention, il 
lui serait difficile, pour beaucoup de cas, de suivre la marche des calculs et des rüi- 
sonnemens. 
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drilatere, consider comme une ligne du second ordre 
EA.EB ad.ab cD. cc 
ED.EC’cd.cb’aA.aB 


Le möme triangle, coup@ par le systeme des deux diagonales ACe, 
BDf, donnera pareillement 
CD.EC aA.aB ce.cf 
cD.cC*’ae.af 
comparant entre elles ces @quations, on en deduira cette troisieme 
ab.ad __ cb.cd 
ae.af ce.cf" 
Il est clair qu’en traitant de möme les triangles Ebd, efG, qui 
sont jormes par la transversale arbitraire ef et par le couple des deux 
autres cöt@es opposes ou des diagonales du quadrilatere ABCD, on auroit 


egalement 


== 1, 


== 1; 


ba.be __da.de ea.ec __fa.fec 
be.bf  de.df’ eb.ed fb.fa?’ 


relations qui, etant combindes entre elles et avec la prec@dente par voie 

de multiplieation ou de division, donnent lieu ü& ces quatre autres 
ec.ab.df = eb.af.de, ea.cd.bf= cd.cf.ab 
ad.be.cf= ae.be.df, ad.bf.ce= de.af.be. 

Ce sont lü, en eflet, les sept relations d@montrdes, par M. Brianchon, dans 

son Memoire, sur les lignes du second ordre, imprime@ a Paris, en 1817; 

relations qui, d’apres Desargues, expriment que les six points d’intersec- 

tion a, b, c, d, e, f de la transversale arbitraire, sont en involution. 

On sait d’ailleurs que Pune queleonque d’entre elles comporte nd- 
cessairement les six autres, qui ainsi n’expriment individuellement que la 
möme propriet@ de situation des points auxquels elles s’appliquent: sa- 
voir que, „si lon deerit, a volont@, sur un plan, un quadrilatere simple 
„quelconque, dont les cötes et les diagonales, ä la r&serve d’un seul ou 
„d'une seule, soient assujettis a passer respectivement par cinq quelcon- 
„ques de ces points pris dans un ordre convenable, le dernier cöte ou la 
„derniere diagonale ira naturellement passer par le dernier point.” 


144. Supposons maintenant que le quadrilatere ABCD soit inserit & 
une ligne du second ordre queleonque, comme il l’est en effet au systeme 
indefini des deux diagonales 4C et BD; soient e’ et f’ les nouvelles in- 
tersections de la transversale arbitraire ef avec la courbe, intersections qui 
peuvent d’ailleurs ötre r&elles ou imaginaires, distinetes ou confondues en 
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une seule etc., on aura d’abord, entre les six points a, b, c, d, e, f, les 
sept relations ei-dessus. De plus, si on considere, a son tour, la courbe 
comme transversale des triangles formes, par larbitraire e/, soit avec cha- 
cun des couples de cötes opposes du quadrilatire ABCD, soit avec le 
systöme des diagonales de ce quadrilatere, on en de@duira trois nouvelles 
&quations qui, ©tant combindes entre elles et avec les precedentes par 
voie de division ou de multiplication, conduiront ü sept autres relations in- 
dependantes des points e et f des diagonales, et qui exprimeront que les 
intersections e‘, f‘, relatives ü la courbe, jouent, par rapport aux inter- 
sections @, b, c, d, des cötes du quadrilatere, absolument le möme röle 
que les intersections propres e, f des diagonales; proposition qui a son 
analogue pour les courbes geometriques d’un ordre quelconque, comme 
on le verra plus tard, et, qui peut s’@noncer ainsi d'une maniere fort simple: 

Un quadrilatere guelcongue etant inscrit a une ligne du second 
ordre, toute transversale coupe les cötes de ce guadrilatere et la courbe 
en six points qui sont en involution. 

Ce principe est, comme on sait*), d’une fcondit@ remarquable: 
outre qu'il conduit immediatement, et par forme de simples corollaires, 
aux proprictes des cötes et polaires des lignes du second ordre, ü celles 
de la division harmonique des lignes droites, au trac& des tangentes etc., 
il permet encore de construire directement les courbes du second degr@ 
par points, soit a laide du calcul, soit par de simples intersections de 
lisnes droites. Mais ces dernieres qualit@s, il ne les possede pas d’une 
maniere exclusive, et lon arrive aux m&mes resultats, plus rapidement 
encore, en partant directement de notre principe fondamental, qui a l’a- 
vantage de s’appliquer immediatement aux lignes et surfaces g&ometriques 
de tous les ordres, et qui, en particulier, definit ou carracterise celles du 
second ordre, de la maniere la plus generale et la plus precise comme 
on va le voir, 


Trace par points des lignes du second ordre; propriete des hexagones inscrits; remarque 
fondamentale sur le principe des transversales. 


145. Soient p, p’ 9, 9‘ et r cing points choisis arbitrairement sur 
ie perimetre d’une ligne du second ordre; tracons les droites pp’, 99’ se 


®) Voyez le Memoire deja rite de M. Brianchon, ainsi que le Trait€ des pro- 
pridt&s projectives des figures, sect. Il. chap. 1. 
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rencontrant en db, et proposons nous de trouver lintersection r‘ de la 
courbe avec une droite queleonque rr’ qui, passant par r, rencontrerait en 
a et c respectivement les deux premieres. Le triangle abc, considere 
comme transversale de la courbe, nous donnera, pour determiner r, 

ap.ap' bg.bg’ cr.cr‘ 

bp.bp’ cg.cg’ "ar.ar‘ 
relation dans laquelle tout est connu sauf le rapport de er‘ ü ar’; on 
pourra done calculer ou construire geometriquement ce rapport, et, par 
suite, obtenir le point r’ sur la direction de rr’; car quoi quil y ait deux 
points qui rösolvent la question par rapport aux sommets @ et c du triangle 
abc, il me saurait ncaumoins y avoir iei aucune incertitude sur la v£ritable 
position de celui, r’, dont il s’agit (voyez le No. 149. ci apres). Fesant 
done varier la position de la droite rr‘, ou @e, autour du point r, on ob- 
tiendra successivement tous les points de la ligne du second ordre qui 
passe par les cing points donnds p, p’, 9 9’, et r. 

On simplifiera un peu lequation ci-dessus et par consequent le 
caleul ou le nombre des operations necessaires pour trouver le point r 
en tracant, une fois pour toutes, la transversale gr qui rencontre en X 
le cöt@ du triangle «dc dont les points 9 et r ne d@pendent pas; car 
cette transversale donnera lieu a la nouvelle equation 
ar cqg bK __ 1 
’ 


= 1, 


de laquelle on tire, apres lavoir multiplice par la pr&cddente, 
ap.ap' bg’ cr’ bK 
bp.bp'"cy "ar"aK 
Au lieu de döterminer directement r’ sur la droite rd, on pour- 
rait encore se borner ü construire le point Z ou la direction de Be est 
rencontree par celle de p‘r‘. Or, en considerant p‘r‘ L comme une nou- 
velle transversale du triangle abc, on aura 
ar bp? cL __ 
cr "ap 
et, en multipliant par la pr&cedente, 
ap bg’ bK cL__ 1 
nouvelle &quation ou tout est connu, sauf le rapport de cZ 5Z, quelle 
servira ü determiner ainsi que le point Z dont depend finalemeut r’. 


1. 
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146. Veut-on supposer maintenant que les points r et 9, par 
exemple, au lieu d’etre distincts, soient confondus en un seul, ou que Ärg 
soit une tangente de la courbe en ce point? on le pourra, car il n’y aurs 
rien 4 changer dans l’Egalit@ obtenue en dernier lieu. 

Cette relation, jointe aux pre&c@dentes, sera done tr&s propre a de- 
terminer la tangente au point dont il s’agit, a laide des quatre autres 
points quelconques p, p’, 9’ et r‘ de la courbe. 

Pareillement encore, les points r, 9, 9‘, p‘ “tant donnds, on pour- 
rait supposer que p’ et r’ vinssent, ä leur tour, se confondre en un seul, 
sans «que les relations dont il s’agit @prouvassent aucun changement, de 
sorte qu'elles ne cesseraient pas de donner la direction de Zr‘p‘ devenue 
une tangente de la courbe, 

Enfin, pour rendre ces m&mes relations ind@pendantes de la posi- 
tion respective des points p et 9‘, on tracera la droite pg’, rencontran! 
en I le cöt@ oppose ac du triangle abc; et, la consid@rant comme une 
nouvelle transversale de ce triangle, on aura 

bp al 
cl 
equation qui, multiplice par la derniere des pr&c&dentes, conduit a cette autre 


DK cL _q 
aK 


laquelle, ne renfermant aucun des segmens relatifs aux intersections de 
la courbe et du triangle abc, subsiste Evidemment quelle que soit la posi- 
tion respective de Yun et de l’autre, pourvu seulement que leurs intersec- 
tions ne soient point imaginaires, et qu’aucun des cötes de celui-ci ne 
passe a linfini. 


147. Mais, quoi quil arrive, on pourra toujours debarrasser la 
relation dont il siagit des segmens qui la rendent illusoire, en imaginant, 
par les intersections correspondantes, soit une nouvelle section conique 
quelconque ou m@me une simple circonference de cercle, si ces interseo- 
tions sont enticrement impossibles, soit de nouvelles droites quelconques 
si ces intersections sont seulement dloignees linfini sur le plan de la 
figure; apr&s quoi on se servira des relations qui appartiennent A ces dif- 
ferentes lignes pour @liminer, de la proposde, tous les segmens qui pro- 
viennent des intersections impössibles. 
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Je reviendrai bientöt sur la combinaison des lignes du second or- 
dre que suppose la premiere hypothese; quant ä la seconde, j’admettrai, 
pour offrir un exemple, que ce soit le cöt€ bc qui s’@loigne A Finfini sur 
le plan du triangle, et je me proposerai d’eliminer, de la derniere des 
relations ci-dessus, les segmens 5L et eL qui appartiennent A ce cöte 
et done le rapport devient seul indetermine, puisque celui des segmens 
infinis 5X et c7/, qui ne different entre eux que d’une quantite donnde, 
doit &tre cense Egal Vunite. 

Tragant done une droite quelconque, telle que X’/‘, qui contienne 
le point Z cens@ Vinfini sur p‘r‘, ou, ce qui revient au m@me, qui soit 
parallele 4 la droite p’r‘, on aura, en nommant Ä’ et I’ ses intersections 


avee les cötdes ab et ac du triangle, la nouvelle &quation 
bK' cL al 
qui, etant divisee par la proposee, membre ü membre donnera 
bK' cI ak aR al 
DR ak Tal’ 
attendu que les rapports de 5X’ a bX, de cIäcT sont dgaux ü lu- 
nite. Or cette derniere relation, qui est ind@pendante du point ä Vinfini, 
nexprime videmment autre chose que le parallelisme de la droite 


avec celle qui joindrait les points X et 7 obtenus comme il a te dit 


== 1, 


1, 


148. On peut arriver tout d’un coup ü l’equation 
bK.cL.al 
aK.bL.cI 


relative au cas general. Car, en tant que la courbe est consider&e comme 
transversale du triangle adc, on a 
ap.ap'xbg.bg’xcr.cr‘ 
bp.bp'xcg.cp’xar.ar’ 
et, en tant que le m&me triangle est cense coupe par le systeme des 
trois droites grÄ, p'r'L, g'’pI, ona aussi 
bp.bp'xbKxcog.cg’xcLxar.arxal __ 1 


quation qui, multiplie par la pr@cedente, redonne celle dont il s’agit. 
On remarquera d’ailleurs que les six points p, p’, 9, 9‘, r, r! peuvent 

ötre censds pris, d’une maniere enticrement arbitraire, sur le perimetre 

de la courbe proposee, et ne sont autre chose que les sommets de l’hexa- 


au 1, 


1; 
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gone quelconque p9’grr‘p’p inserit a cette courbe. Or je dis que la re- 
lation qui vient de nous occuper et qui concerne les points de concours 
I, K, L, des cötes respectivement opposes de cet hexagone, exprime que 
ces frois points sont toujours situes en ligne droite. 

En effet, il suffit evidemment de prouver quwils sont en nombre 
pair sur le perimetre m@me du triangle @bc, ou en nombre impair sur 
les prolongemens de ses cötes; ce qui est incontestable puisque les six 
intersections de ce triangle avec la courbe, et ses neuf intersections avec 
le systeme des trois transversales grÄ, p’r‘L, g'pI, parmi lesquelles se 
trouvent les Z,X, L, sont elles m@mes en nombre pair sur le contour de 
ce perimetre, ou en nombre impair sur ses prolongemens, de sorte qu'en 
retranchant, des neuf dernieres intersections, les six premicres, les inter- 
sections, restantes doivent n@cessairement se trouver aussi dans les mömes 
circonstances. 

149. Pour bien saisir l’esprit de ce raisonnement, il est essentiel 
de remarquer que les relations du genre de celles qui nous occupent, 
peuvent fort bien subsister entre les segmens de points situds sur les 
cötes d’un triangle ou leurs prolongemens, sans que, pour cela, ces re- 
lations expriment necessairement une propriete relative ä une certaine 
ligne geomötrique ou a une combinaison de droites ou de lignes de cette 
espece. Le theoreme general de Carnot suppose en effet implicitement 
que les intersections considerdes se trouvent en nombre @gal sur chaque 
cöte; que l’on ne neglige aucune de celles qui peuvent ötre confondues 
avec d’autres, imaginaires ou situdes a linfini; que les produits des seg- 
mens soient pris dans l’ordre qu’assigne I’@nonce du theoreme; qu'enfin 
et notamment les intersections r@elles soient en nombre pair sur le peri- 
metre m&me du triangle ou du polygone transversal, en regardant zero 
comme un nombre pair. 

Les premieres conditions sont @videntes par elles mömes; quant 
a la derniere, elle est une cons&quence inevitable du principe de conti- 
nuite appliqu@ aux intersections des courbes decrites en vertu des lois 
geometriques quelconques. En effet, quelle que soit une telle courbe, 
on pourra toujours construire, d’une infinitG de manieres differentes, un 
triangle ou un polygone qui, @tant considere comme transversal de cette 
courbe, ne contienne aucun des points de celle-ci sur le contour m&me 
de son perimetre. Supposant done que ce polygone change de position 


N 


124 7. Poncelet, analyse des transversales. 


et de grandeur, par degres insensibles et continus, de maniere ü venir 
coincider finalement avec le polygone considere, il parait @vident qu’at- 
tendu la continuit@ de la courbe, une branche quelconque de cette courbe 
ne pourra penetrer dans VintÖrieur du polygone variable que de deux 
manieres diflerentes: 1°. en passant par Pun de ses sommets, 2°. en deve- 
nant fangente ü Tun de ses cötes. Dans l’un et Yautre de ces cas, le nom- 
bre des intersections de la courbe, qui sont venues se placer sur le peri- 
metre m&me du polygone, sera de 2, d’abord confondus en un seul sur 
le möme cötd ou sur deux cötes differens, mais bientöt distinets. La 
me&me chose ayant lieu pour de nouveaux points d’intersection qui passe- 
raient du dehors au dedans du p@rimetre du polygone et r@ciproquement, 
on voit que le nombre eflectif des points reels qui se trouvent situds sur 
le contour de ce p£rimetre est necessairement pair ainsi que nous l’a- 
vons avanck, 


La möme consequence peut se deduire aussi de la considÖration 
des changemens de position et de signe que doivent subir, dans la rela- 
tion proposce ou sur la figure, les differents segmens qui appartiennent 
aux intersections des cötds du polygone et de la courbe; car, d’apres la 
forme möme de cette relation, il est clair qu’aucun des segmens dont il 
s’agit ne peut devenir nul ou nÖgatif sans qu'aussitöt un segment, appar- 
tenant ä un point diff@rent, ne devienne nul ou nÖgatif en m@me tems, 
et sans que par consÖquent deux points distinets ne quittent simultan@ment 
le perimetre du polygone transversal, ou ne viennent s’y placer a la fois. 


Ges remargues nous seront principalement utiles pour la partie de 
ces recherehes, qui eoncernent les applications de la theorie des trans- 
versales aux lignes g@ometriques d’un ordre quelconque. 


Des systömes de lignes et de surfaces du second ordre. 


150. On vient de voir avec quelle singulicre facilit© la theorie des 
transversales conduit aux propriöt@s les plus gen@rales et les plus fecondes 
des lignes du second ordre, car nos leeteurs auront reconnu, dans celle 
qui a dt& demontrde en dernier lieu, sur F’hexagone inscrit a ces courbes, 
le thöorcme de Pascal qui est fondamental, et qu’on retrouve dans pres- 
que toutes les recherches relatives aux proprietes de situation des figures. 
I nous reste maintenant & prouver que la m&me methode s’applique, avec 
une Ögale facilite, aux systömes de courbes du deuxitme degre. 
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Considerons, par exemple, l'ensemble de deux lignes du second 
ordre queleonques situces dans un m&me plan, ainsi que Tun des trois 
couples formes respectivement par celles, de leurs cordes ou secantes 
communes, qui sont comjuguces *) ou se rencontrent au dehors du p£ri- 
metre des deux courbes; je dis que, si on vient ü couper ces courbes 
et Yun queleonque des couples dont il s’agit, par une droite ou transver- 
sale arbitraire, les six intersections ainsi obtenues, seront en involution 
entre elles (144. et 145.). 

En eliet, cette transversale et les deux secantes conjüugudes deter- 
minent, par leurs rencontres mutuelles, un triangle qui, etant considere 
successivement comme transversale des lignes proposces, domnera lieu ü 
deux relations qui ne diflereront entre elles que par les produits des cou- 
ples de segmens appartenans aux Mtersections de la droite arbitraire, puis- 
que les intersections relatives aux deux secantes communes sont censces 
les m&emes pour les deux courbes. Divisant done ou multipliant ces re- 
lations de manicre en Eliminer les segmens de ces dernieres interseo- 
tions, on en obtiendra une nouvelle qui, ne contenant plus que les pro- 
duits dent il sagit, se confondra avec une des six &quations dtablies au 
No. 143. ci-dessus, dont nous avons vu qu'une seule entraine avec elle 
les cinq autres et sufht pour etablir quwil y a involution entre les six 
points correspondans. 

Substituons maintenant, a Tune de nos deux courbes, une troi- 
sieme section conique qui ait les mömes intersections qu’elles ou les m&mes 
secantes conjuguces communes, il est clair qu'elle donnera lieu une nou- 
velle &quation analogue la prec@dente. Enfin si Von dlimine, ä leur 
tour, de ces dernicres &quations, les produits de segmens relatifs aux se- 
cantes communes, ou en obtiendra une troisicme, toujours de la m&me 
forme et qui donnera lieu ü ce theoreme fondamental: 

Les intersections d’une droite ou transversale arbitraire avec irols 
lignes du second ordre quelcongues, ayant les m&ämes intersections ou 
les memes secantes communes, forment entre elles une involution de 
six points **). 


*) Traitd des propridtds projectives des firures, Sect. UI. 


*#) Ce thtoreine qui, ainsi que ses inverses (voyez plus loin No, 153.), renferine 
une des premicres applications que nous ayons faites Ju principe des transversales, 
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Get s’etend @videmment au syst&me de ftrois surfaces du 
second ordre queleonques, coupees par une transversale arbitraire et qui 
ont la m&me courbe d’intersection commune. 

151. Plus g@nÖralement, soit le systeme de deux sections coni- 
ques quelconques situdes sur un m&me plan; soit abe un triangle forme 
par les intersections de trois transversales arbitraires @b, be, et cd dont 
la premiere rencontre nos deux courbes aux points p et p‘, P et P' re- 
speetivement, la seconde aux points g et 9‘, Q et Q’, la troisicme enfin 
aux points r et r‘, Det AR’; on aura, en vertu du principe de Carnot, 


ap.ap/xbg.bg'x er.cr‘ 


bp«.bp' x cq.cg’xar.ar‘ 1, 


1, 


et parconsdquent 
ap.ap'xbg.bg'xcr.cr’ bDP.bP!xcO. cO'xaR.afR 
bp.bp'xcg.cg’xar.ar‘ 
Supposons en particulier que les six points p, 9, r, P, Q, R soient pris 
sur une troisieme ligne du second ordre quelconque, il est clair qu’en vertu 


== 1, 


du prineipe cite, tous les segmens relatiis ces points, disparai- 
tront de la relation ci-dessus, et que la nouvelle @quation n’exprimera autre 
chose si ce n’est que les six derniers points p, 9, r, P, O0, R se trouveront, 
de leur eöte, sur une troisicme section conique conjugude Aa Ta pr&cedente. 

Supposons encore qu’un ou plusieurs des points, appartenans aux 
memes transversales ou aux m&mes cötes du triangle abc, soient com- 
muns aux deux lignes du second ordre proposdes, ou se confondent deux 
a deux; les segmens relatifs ü ces points disparaitront de la relation dont 
il sagit, qui demeurera toujours propre a faire trouver l'une des intersec- 
tions restantes au moyen de toutes les autres. 


sera lendu, dans la seconde partie de ces recherches, aux lignes et surfaces geometri- 
ques de tous les ordres, et nous comduira A un grand nombre de cons@quences curieu- 
ses. Mr. Sturm qui, le premier, en a donn‘ une demonstration analytique pour les 
lignes du second ordre, s’est attach& A en montrer la fecondit® dans un excellent Me- 
moire insere a la page 173. du tome 17. des Annales mathÖmatiques et dont la suite, 
qui devait contenir les applications du theoreme inverse, n’a point &te publiee, au grand 
regret de ceux qui cultivent la geome£trie. TParmi les choses remarquables que con- 
tient la parlie de ce M&moire qui a regu le jour, se trouve, entre autres, une demon- 
stration de la propriet@ de l’hexagone inscrit de Pascal, fondde absolument sur les 
memes principes que celle que nous en avons donnee ci-dessus No. 148., et & laquelle 
nous &lions parvenus il y a pres de 14 anndes. 
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Par exemple, si les points r et Z, r’ et R’ se r&unissent respecti- 
vement en un seul ou deviennent communs aux deux courbes, auque! 
cas la transversale @c se changera en une secante ou corde indelinie com- 
mune a ces courbes, on aura, entre toutes les intersections restantes, lo 


relation 
ap.ap'xbg.bg’ 


bp.bp'xeg.cq’ 
qui pourra servir a construire Yune des deux courbes aux moyen de lau- 
tre et de certains points donnes, sans quil soit nÖcessaire, pour cela, d« 
recourir aux intersections communes de ces courbes, lesquelles pourront 


1, 


ainsi devenir imaginaires ou se confondre par eouples sans «que les con- 
structions cessent d’etre applicables. 

Si les points g’ et 0° se r&unissaient, a leur tour, en un seul com- 
mun a la fois aux deux courbes, la relation ci-dessus se simplifierait en- 
core; et elle exprimerait, conformement ce qui a deja d@montre 
preeddemment, que les six intersections appartenantes a la transversale «2. 
sont en involution; si, de plus, il arrivait que les points 9 et O se con- 
fondissent egalement en un seul commun ä la fois aux deux eourbes, etc. etc. 


152. Enfin on pourrait encore faire intervenir de nouvelles trans- 
versales rectilignes contenant, deux par deux, les intersections des propo- 
sces, et @liminer, de la relation primitive, tout ce qui leur appartient en 
commun. es intersections pourraient done devenir imaginaires, ou se 
confondre par couples, sans que la relation transformde cessät, pour cela, 
de conserver une signification reelle, et de fournir des moyens de con- 
struire Dune des deux courbes laide de censce deerite, et de 
certaines donnees. En particulier, il en resulterait des möthodes pour le 
trace des osculatrices des lignes du second ordre assujetties en outre ü 
remplir certaines conditions; mais, comme ces methodes se trouvent in- 
diquees, pour la plupart, dans la section IH. du Zreite des proprictes 
projectives, et qu'elles sont susceptibles de s’etendre, d’une manicre ana- 
logue , aux osculatrices des lignes geometriques de tous les degres, nous 
n’en dirons pas davantage pour le moment, et renverrons le lecteur soit 
au Zraite dont il s’agit, soit au $. II. de la seconde partie de ce m@moire. 

Notre objet @tant ici uniquement de faire pressentir la fecondite 
du principe des transversales, il conviendrait peu de nous etendre sur les 


nombreux corollaires qui peuvent decouler de son application particuliere 
17 * 
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aux lignes du second ordre, corollaires qui se trouvent &galement exposds 
dans le ZraitE des proprietes projectives, et qui sont trop connus des 
gcometres pour exciter desormais Vinteret. Seulement nous ferons re- 
marquer que beaucoup de ces corollaires seraient difficiles a tablir si l’on 
voulait y appliquer directement le prineipe de Carnot, tandis qu’on les ob- 
tiendra, sans aucune hesitation, en combinant les cons@quences immeddiates 
de ce principe avec les considerations qui rÖsultent de la des po- 
laires reciprogues, considCrations qui permettent de traduire, sur le champ, 
chaque theoreme sur les intersections des lignes courbes, en un autre sur 
leurs tangences. 


153. C'est ainsi, par exemple, que le thöoreme de Pascal, sur 
Vhexagone inscerit aux lignes du second ordre qui a demontre au 
No. 146. ci-dessus, conduit immediatement & celui de Brienchon, sur 
I'hexagone circonserit a ces mömes lignes, et que, des theoremes £tablis 
aux No. 143., 144. et 149. on conelut egalement ceux qui suivent: 

1°. „Si, d’un point, ehoisi a volonte, sur le plan d’un quadrila- 
„tere complet forme par la rencontre mutuelle de quatre droites quel- 
„eonques, on mene d’aufres lisnes droites aux six sommets de ce qua- 
„, drilatere, ces six lignes droites seront en involution; dest-ü-dire telles 
„wen les coupant par une transversale arbitraire, les intersections qui 
„en resulteront formeront elles- mömes entre elles une involution (144.).” 


2°. „Un quadrilatere simple queleonque dtant eirconserit ü une ligne 
„du second ordre, si, d’un point choisi & volonte sur son plan, on mene 
„des droites vers ses quatre sommets et de plus deux tangentes a la 
„courbe, ces six lignes droites seront en znvolution.” 


3°. „Trois lignes du seeond ordre quelconques €tant inseriptibles 
„ia la fois dans le möme quadrilatere, ou ayant les mömes centres d’ho- 
„mologie, c’est-a-dire les mömes points de concours des tangentes com- 
„munes, les six tangentes mendes, d’un point arbitraire a ces sections 
„‚coniques, sont en involution. 


Ges mömes theorcmes et tous leurs analogues, pourraicnt, au sur 
plus, ötre deduits direetement de la proposition generale qui a ete de- 
montrde aux No. 129. et 130. du pr@cedent Memoire. Mais, sans plus 
m’arröter sur ces corollaires, je me häte de dire quelques mots touchant 
les applications de la theorie des transversales aux lignes du 3° ordre. 
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Proprietes fondamentales des lignes du 3° ordre. 


154. Soit une courbe plane du 3° degr“ consid@rde comme trans- 
versale d’un triangle queleonque «bc, trac‘ sur son plan et dont le 
ab la rencontre aux trois points p, pP‘, p‘'; le cötd be aux trois points 
9, 9%, 9; le cöte ca aux trois derniers points 7, r‘, r’’; on aura, en vertu 
du principe des transversales du a Carnot, 


__ 1 

bp.bp‘.bp‘" 
Supposons, en particulier, que le systeme des trois couples de points p et 
pP, g et 9, r et r‘ soient a une ligne quelconque du second ordre, on aura 


aussi l’&quation 
ap.ap'xbq.bgxer.er __ 1 


qui reduit la prec&dente ä cette autre 

ap’ __ 1 

exprimant @videmment (148. et 149.) que les trois dernieres intersections 
9‘, r’, appartenantes ü des cötes difförens du triangle abc, sont si- 
tudes sur une meme ligne droite. 


Reciproquement si ces intersections sont supposces en ligne droite, 
l’°quation qui leur est relative r&duira la proposde celle qui exprime 
que les six intersections p, p’, 9, 9, r, r’ appartiennent ä& une simple 
ligne du second ordre. 


Ce theoreme qui s’applique immediatement au systeme de trois droites 
quelconques d’un meme plan, considere comme une ligne du 3° ordre, et 
que nous verrons, dans le III°$., s’etendre aux courbes geometriques de 
tous les ordres, coupees par des transversales rectilignes quelconques et 
en nombre arbitraire, ce theoreme, dis-je, peut s’noncer tres simplement 
en cette maniere: 

Si, parmi les neuf intersections d’une ligne plane du 3° ordre avec 
troıs transversales arbitraires, six quelcongues appartiennent a une meme 
ligne du 2° ordre, les trois intersections restantes seront 4 une simple 
ligne droite; et reciproguement, si trois guelcongues de ces neuf inter- 
sections , appartenantes a des transversales distinctes, sont situdes sur 
une meme droite, les six intersections restantes seront @ une simple 
ligne du second ordre. 


= 
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155. Cet enonc® general conduit une foule de consequences 
partieulieres relatives aux courbes du 3° degre, dont il nous suffira ici 
d’indiquer rapidement les prineipales et les plus dignes d’interet. 

Supposons, par exemple, qu'on remplace, dans ce m&öme £nonc£, 
la liene du second ordre dont il y est fait mention, par le syst&me de 
deux nouvelles droites arbitraires, le th@eoreme subsistera toujours a T’e- 
vard des trois dernieres intersections qui demeureront en ligne droite; et 
si, plus particulicrement encore, on suppose que les droites composant ce 
systöme viennent ä se reunir en une seule, on sera conduit ü ce corollaire. 

Lorsque les points de contact de trois tangentes d’une ligne guel- 
eonque du 3" ordre sont situes sur une m&me droite, les trois intersections 
„ouvelles de la courbe et ces tangentes sont elles- memes en ligne droite. 

Done aussi 

Les troıs asymptotes d’une ligne du 3° ordre rencontrant la courbe 
en trois nouveaux points qui sont situes sur une meme droite. 

156. On sait que la tangente au point d’inflexion d’une ligne du 
3° ordre, eontient trois points consecutifs de la courbe; donc, en vertu 
de notre premier thdoreme, 

Si, par Tun des points d’inflexion d’une courbe du 3° degre, on 
mene trois fransversales arbitraires, les six intersections nouvelles de 
ces transversales et de la courbe seront a une simple ligne du second 
ordre, de sorte que frois quelconques d’entre elles, appartenantes a des 
transversales distinctes, ayant ete prises sur une meme droite, les trois 
intersections restantes seront egalement a une autre droite. 

Donc encore 

Tout point d’inflexion d’une ligne du 3° ordre jouit, par rapport 
a cette courbe, de proprietes metriqgues ou deseriptions analogues a cel- 
les du pöle d’une section considere par rapport a sa polaire. 

Et en particulier, 

Si d’un tel point, on mene les trois tangentes correspondantes de 
ia courbe, leurs points de contact se trouveront sur une m&erme droite 
„ui peut etre appelde la polaire de ce point, 

Concevons enfin que, par deux quelconques de points d’inflexion 
dune courbe du 3° degre, on mene une ligne droite, il en resultera que 
la derniere intersection de cette droite, sera naturellement un 3“"* point 
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d’inflexion de la courbe qui ne pourra @videmment en avoir aucun autre 


de cette sorte. Done 
Les trois points d’inflexion d’une courbe du 3° degre sont toujours 


en ligne drotite. 


157. Ces corollaires ne sont point tous nouveaux; plusieurs ont 
ete donnds, par Maclaurin, dans son Traite des lignes geometrigues de 
1748, et ont &t@ möme exposds tout röecemment par M. Chasles, dans la 
Correspondance physigue et mathematigue des Pays-Bas, tome V. p. 235. 
et tome VI. page 11. (annde 1829 et 1830), mais par une marche qui 
ne permet pas de supposer que ce dernier g@ometre ait eu connaissance 
des recherches speciales entreprises par Maclaurin, sur les lignes du 
3° ordre; recherches qui embrassent beaucoup d’autres theor&mes sur ces 
lignes, et dont les plus generaux et les plus remarquables, par l’ana- 
logie quiils presentent avec les propridtes connmues des quadrilatöres in- 
scrits aux sections coniques, peuvent @tre traduits et rösumdes en ce 
peu de mots: 

Un guadrilatere complet et a trois diagonales etant inserit a une 
ligne plane du 3° ordre, 1°. les trois points de eoncours des couples de 
tangentes Issues des sommets respectivement opposes de ce guadrilatere, 
sont sıtues en ligne droite et sur la courbe; 2°. chacun de ces couples 
de tangentes forme, par ses intersections avec l’un quelcongue des deux 
autres couples, un nouveau guadrilatere circonscrit a la courbe propo- 
see, et dont les trois diagonales contiennent respectivement, soit un des 
points de contact du dernier couple de tangentes; soit leur point de con- 
cours situe sur la courbe. 


158. Ces propositions trouvent leur d@monstration naturelle et en 
quelque sorte @vidente, dans le principe general du No. 154., restreint au 
cas particulier ou la ligne du second ordre quil concerne se reduit au 
systöme simple de deux droites. Ce m&me theor&me conduit encore aux 
enonces suivans qui renferment implicitement les pr&c@dens, et prouvent 
quil existe la plus grande similitude entre les propridtes de situation d’une 
branche quelconque d’une ligne du troisieme ordre, considerde par rap- 
port aux deux autres branches, et les propridtds pareilles d’une ligne droite 
quelconque, consideree par rapport ä une section conique dans le plan 
duquel elle se trouve situde: 


5 
x 
= 
X 
5 
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I. Dans tout guadrılatere inserit au systeme forme par deux 
juelcongues des branches d’une ligne plane du 3° ordre, les droites gui 
joignent les couples de points de rencontre des cötes opposes et de la 
troisieme branche vont naturellement se couper en un nouveau point de 
la courbe, 

2, Si Von iInscrit, au merme couple de branches, une suite de 
yuadrilateres dont les trois premiers cötds pivotent constamment autour 
de trois quelconqgues des points de la troisiceme branche, consideres comme 
pöles invariables, le dernier cöte pivotera, lui-meme, sur un quatrieme 


point fixe de cette branche, ayant, par rapport aux trois autres, la cor- 
relation de situation qui vient d’etre indiyuee. 


159. Ces @noncees, qui s’etendent sur le champ, aux polygones 
inserits d’un nombre quelconque, pair, de cötes etc., forment, en ellet, 
les pendans de ceux des N’, 180. et 513. du Zraite des proprietes pro- 
jeetives, «qui sont, comme nous lavons montre en ces endroits, des con- 
scquences fort simples de la propridt@e qu'ont (144.) les quadrilatöres in- 
serits aux sections coniques, d’etre coupes, ainsi que la courbe, par une 
transversale arbitraire, en six points qui sont en involution, 


Mais le principe du N’. 154. ci-dessus, specialise comme nous ve- 
nons de le dire, conduit a des rapprochemens plus singuliers encore. En 
ellet, ou en conclut, sans discussion, ce nouvel @nonee: 

Ayant inserit a volonte, « une courbe du 3° degre, un hexagone 
dont deux qguelcongues des trois points de concours des cötds respective- 


ment opposes solent sur cette courbe, le dernier sy trouvera naturelle- 
ment ausst. 


160. ZD’enticre conformit® de ce prineipe avec celui de Pascal 
(148.), relatif A I’hexagone inserit aux lignes du second ordre, nous dis- 
pense dinsister sur les nombreux et int@ressans corollaires auxquels il 
donne lieu, et parmi lesquels d’ailleurs, il faut bien le remarquer, ne se 
trouvent compris ni ceux qui pourraient avoir trait aux proprictes reci- 
proques des pöles et polaires des sections coniques, ni celui qui se rap- 
porterait au beau principe de M. Brianchon sur les hexagones eirconscrits 
« ces mömes lignes. Cette eirconstance demontre bien elairement, ce me 
semble, combien il serait dangereux de se livrer, sans reserve, aux con- 
sequences du prineipe de dualite, mis en avant, sans demonstration ou 
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meme sans preuves suffsantes, par un savant geometre analyste, qui en 
en proposant l’adoption, en 1826, ctait loin, sans doute, de soupconner 
que les propriet‘s de situation des lignes du 3° ordre, par exemple, dus- 
sent se retrouver, non pas precisement dans les lignes mömes de cet 
ordre, mais bien dans toutes celles qui n’ont, au plus, que quatre tan- 
gentes possibles issues des m&mes points, comme lindique explici- 
tement la thdorie des polaires r&ciproques, dont nous avons <tabli les 
principes dans nos divers Memoires ou Traites geometrigues publies de- 
puis 1818, 

Laissant done de cöte tous les corollaires du th@oreme ci-dessus, 
nous nous contenterons d’observer qu'il fournit, sur le champ, un pro- 
cede facile et purement lineaire pour mener, aux courbes du 3° degre 
deerites sur un plan, une tangente en l’un quelconque de leurs points; 
procede qui, d’ailleurs, est entier&ment analogue Aa celui propose 
M. Brianchon, pour mener la tangente en un point donne d’une ligne 
du second ordre «dont quatre autres points quelconques sont assignes. 

Mais on est condwit plus directement et plus generalement ü la so- 
lution de ce m&me probleme, en s’appuyant sur la proposition suivante, 
qui revient a celle que nous avons deja plusieurs fois mentionnde. 

Si par trois points en ligne droite d’une courbe du 3° degre, on 
conduit arbitrairement trois transversales rectilignes dans cette courbe, 
les six nouvelles intersections de ces transversales, seront a une simple 
ligne du second ordre. 

Supposant, en eflet, que deux quelconques de ces six intersections 
se conlöndent, en une seule, au point pour lequel on veut mener la tan- 
gente, il est clair que la section conique , appartenante aux eing autres, 
touchera elle möme la ligne du 3° ordre en ce point, dont la tangente 
sera ainsi donnee par le principe cite de Pascal. 

Cette seconde maniere de construire les tangentes, fait, de plus, 
apercevoir des methodes generales pour tracer lineairement ou avec la 
regle, les sections coniques osculatrices du second et du troisicme ordre 
en des points donnes des courbes du 3° degre. 


Corollaires relatifs aux osculatrices des lignes du 3'° ordre. 


161. Supposez, par exemple, que l’une des intersections, relative 


ä la 3° des transversales ci-dessus, vienne ü se reunir aux deux premicres 
C'jelle’s Jonrnal d. M. Bd. ViTT. Hit. 2. 18 
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deja confondues en une seule au point de tangence, la section conique 
acquerra @videmment, en ce point, un contact du second ordre avec la 
courbe proposce; ce qui conduit ü cet elegant thdoreme: 

Si, d’un point pris a volonte sur une courbe du 3° degre, on 
mene, a trois autres points quelcongues de cette courbe, situes en ligne 
droite, trois transversales rectilignes, la section cunique gui touche la 
courbe au premier point et contient, de plus, les trois dernieres inter- 
sections des transversales, sera reellement Tune des osculatrices du se- 
cond ordre relatives a ce meme point. 

Par trois points quelconques, on ne peut mener qu’une seule sec- 
tion conique tangente en un point donne d’une ligne droite; done loscu- 
latrice ei-dessus est completement determinde, et, de plus, on a des 
procedes fort elegans (Proprietes projectives, sect. I. No. 206. et 207. 
sect. IH. No. 318. et suivans) pour la decerire par points et lindairement, 
ou pour construire directement le cercle osculateur qui lui appartient en 
commun avec la courbe proposce. 

Supposez, en particulier, que les trois points en ligne droite, par 
lesquels passent nos trois transversales, se r&unissent en un seul, en l’un 
des points d’inflexion de la courbe, on sera immediatement conduit ä ce 
corollaire: 

Si, par un point d’iinflexion quelcongue d’une ligne du 3° ordre, 
on mene, a cette courbe, une transversale arbitraire, elle la rencontrera 
en deux autres points appartenans a une section conigue osculatrice du 
second ordre en chacun deux, et qui sera ainsi plus que determinee, 

162. Prenons encore que lune queleconque de nos trois transver- 
sales devienne tangente ü la courbe, au point qui est leur concours com- 
mun: la section conique ei-dessus deviendra, elle m&@me, osculatrice du 
3° ordre en ce point, et sera entierement determinee de position par la 
condition d’ötre osculatrice du second ordre avec celle qui a et@ consi- 
dörde pröeödemment, et de passer, en outre, par les deux intersections 
restantes des transversales (ibid. No. 321. et 323.). 

Enfin, si nous admettons qu’une seconde de nos trois transversales 
se reunisse A la premiere deja devenue tangente A la courbe proposce, 
on en deduira ce nouveau corollaire propre a faire trouver !a section co- 
nique unique qui est osculatrice, du 4° ordre, au point de concours coim- 


de ces transversales. 


| 
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S:, en un point donne et quelcongue, d’une courbe du 3° degre, 
on mene la tangente relative a ce point, puis la tangente qui repond 
a la nouvelle intersection de la premiere, puis enfin la transversale yui 
joint le point donne avec la 3° intersection de cette seconde tangente, 
elle ira, a son tour, rencontrer la courbe en un nouveau et dernier 
point qui appartiendra a la section conique osculatrice du 4° ordre au 
point donne. 


Et, comme cette section conique doit, elle möme, avoir un con= 
tact du 3° ordre, avec linfinit@ des osculatrices de cet ordre qui resul- 
tent des considerations preceddentes, il parait clair, d’apres les endroits 
deja eites du Traite des propridtes projectives, quelle se trouve comple- 
tement determince au moyen de l'une quelconque d’entre elles, et sans 
quil soit m&me ndcessaire de recourir directement au tracd effectif de 
cette osculatrice auxiliaire ni de celle du second ordre dont elle depend 
immediatement d’apres ce qui preceede. En ellet, les methodes indiqudes 
aux endroits dont il sagit, fournissent le moyen de deduire successive- 
ment et directement, les uns des autres', les difförens points de ces oscu- 
latrices, qui appartiennent a un rayon vecteur ou Aa une transversale quel- 
conque issue du point de contact donne. 


Il y a plus m&me, comme on possöde deja un point et la tangente 
en un autre point donne de l'osceulatrice du 4° ordre, on voit quil sul- 
ira de determiner deux nouveaux points queleonques de cette courbe, 
pour ötre en £tat (145. et suivans) d’en construire direetement et lincai- 
rement autant d’autres qu’on le voudra. Mais nous ne saurions insister 
davantage sur ces considerations faciles sans depasser, de beaucoup, les 
bornes que nous nous sommes prescrites dans ces preliminaires, et sans 
antieiper par trop sur ce que nous aurons ü dire, dans la seconde partie 
de ces recherches, tcuchant les osculatrices des courbes de degr@ quel- 
conque, dont la construction par points peut @galement s’operer Vaide 
de procedes fort simples et qui n’exigent que la regle pour tout instru- 
ment. Neanmoins je ne puis resister ü Vattrait d’indiquer encore quel- 
mes consequences de nos theoremes qui d’ailleurs sont susceptibles de 
s’etendre lespace, et nous conduiraient facilement ü des procdlds ge- 
neraux pour deerire, par points, toute Iiene du 3° ordre dont on con- 


nait, soit un point d’inflexion, soit un point double, soit des points quel- 
18° 


Zur: 
FE, 
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dejü confondues en une seule au point de tangence, la section conique 
acquerra evidemment, en ce point, un contact du second ordre avec la 
courbe proposce; ce qui conduit ü cet Elegant thdoreme: 

Si, d’un point pris a volonte sur une courbe du 3° degre, on 
mene, a trois autres points quelcongues de cette courbe, situes en ligne 
droite, trois transversales rectilignes, la section cunique qui touche la 
courbe au premier point et contient, de plus, les trois dernieres inter- 
sections des transversales, sera reellement Tune des osculatrices du se- 
cond ordre relatives a ce meme point. 

Par trois points queleonques, on ne peut mener qu’une seule sec- 
tion conique tangente en un point donne@ d’une ligne droite; done Voscu- 
latrice ei-dessus est completement determinde, et, de plus, on a des 
proc&des fort (Proprietes projectives, sect. No. 206. et 207. 
sect. IH. No. 318. et suivans) pour la deerire par points et lineairement, 
ou pour construire directement le cercle osculateur qui lui appartient en 
commun avec la courbe proposce. 

Supposez, en particulier, que les trois points en ligne droite, par 
lesquels passent nos trois transversales, se r&unissent en un seul, en l’un 
des points d’inflexion de la courbe, on sera immediatement conduit ä ce 
corollaire: 

Si, par un point d’iinflexion quelcongue d’une ligne du 3° ordre, 
on mene, a cette courbe, une transversale arbitraire, elle la rencontrera 
en deux autres points appartenans a une section conigue osculatrice du 
second ordre en chacun deux, et qui sera ainsi plus que determinee. 

162. Prenons encore que Tune queleonque de nos trois transver- 
sales devienne tangente a la courbe, au point qui est leur concours com- 
mun: la section conique ei-dessus deviendra, elle m&me, osculatrice du 
3° ordre en ce point, et sera enticrement determinee de position par la 
condition d’etre osculatrice du second ordre avec celle qui a et@ consi- 
derde preeödemment, et de passer, en outre, par les deux intersections 
restantes des transversales (ibid. No. 321. et 323.). 

Enfin, si nous admettons qu’une seconde de nos trois transversales 
se reunisse A la premiere deja devenue tangente a la courbe proposce, 
on en deiduira ec» nouveau corollaire propre ä faire trouver la section co- 
vigque unique qui est osculatrice, du 4° ordre, au point de concours com- 


immun de ces transversales. 


= 
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Si, en un point donne et quelcongue, d'une courbe du 3° degre, 
on mene la tangente relative a ce point, puis la tangente gui repond 
a la nouvelle intersection de la premiere, puis enfin la transversale gui 
joint le point donne avec la 3° intersection de cette seconde tangente, 
elle ira, a son tour, rencontrer la courbe en un nouveau et dernier 
point qui appartiendra a la section conique osculatrice du 4° ordre au 
point donne. 


Et, comme cette section conique doit, elle m@me, avoir un con= 
tact du 3° ordre, avec linfinit@ des osculatrices de cet ordre qui rdsul- 
tent des considerations preeedentes, il parait clair, d’apres les endroits 
deja eites du Traite des proprietes projectives, quelle se trouve comple- 
tement döterminee au moyen de Tune quelconque d’entre elles, et sans 
quil soit m@me necessaire de recourir directement au trac@ effectif de 
cette osculatrice auxiliaire ni de celle du second ordre dont elle depend 
immediatement d’apres ce qui preeede. En ellet, les methodes indiqudes 
aux endroits dont il sagit, fournissent le moyen de deduire successive- 
ment et directement, les uns des autres', les diflörens points de ces oscu- 
latrices, qui appartiennent ü un rayon vecteur ou ü une transversale quel- 


conque issue du point de contact donne. 


Il y a plus möme, comme on possöde deja un point et la tangente 
en un autre point donne de losculatrice du 4° ordre, on voit quwil sul- 
ira de determiner deux nouveaux points queleonques de cette courbe, 
pour etre en tat (145. et suivans) d’en construire directement et lindai- 
rement autant d’autres qu’on le voudra. Mais nous ne saurions insister 
davantage sur ces considerations faciles sans depasser, de beaucoup, les 
bornes que nous nous sommes prescrites dans ces preliminaires, et sans 
anticiper par trop sur ce que nous aurons ü dire, dans la seconde partie 
de ces recherches, tcuchant les osculatrices des courbes de degr@ quel- 
conque, dont la construction par points peut @galement sioperer A Vaide 
de procedes fort simples et qui n’exigent que la regle pour tout instru- 
ment. Neanmoins je ne puis resister ü Vattrait d’indiquer encore quel- 
mes consequences de nos theoremes qui d’ailleurs sont susceptibles de 
setendre A lespace, et nous conduiraient facilement ü des procddds ge- 
neraux pour deerire, par points, toute Jiene du 3° ordre dont on con- 


nait, soit un point d’inflexion, soit un point double, soit des points quel- 
18 
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conques en nombres suffhisans pour la determiner completement de forme 
et de position. 


163. Ce qui pr&eede fournit deja plusieurs moyens, par exemple, 
de eonstruire lineairement le 9° point d’intersection de trois droites arbi- 
traires avec une courbe plane du 3° degre; or il en rdsulte des proce- 
des en eux m&mes assez simples pour construire, par points, la courbe 
a double courbure, du m&me degre, qui contient huit points donnds & 
volont@ dans l’espace. 

Une semblable courbe peut toujours censde Cvidemment 
sulter de lintersection mutuelle de deux surfaces du second degr&; ce qui 
ne peut avoir lieu d’ailleurs a moins qu’elles ne soient regldes et n’aient 
en commum Tune quelconque de leurs genfratrices rectilignes; mais il 
nous sufft ici de considerer les courbes du 3° degr& comme ayant pour 
caractere essentiel et general de pouvoir &tre coupdes, par un plan arbi- 
traire, suivant trois points au plus, ou de demeurer une courbe du 3° 
degr@ quand on la met en projection conique sur un pareil plan. 


En effet, conceyant, ä volonte, un plan par deux quelconques des 
huit points donnes, il rencontrera la courbe qui les renferme, en un 
9° point qu’on determinera ainsi qu'il suit. 

Par les six points donn@s non compris dans le premier plan, con- 
duisez deux nouveaux plans qui les contiennent trois par trois; du point 
de rencontre de ces plans avec le 1’ pris pour centre de projection, met- 
tez le systöme de tous les autres points en perspective ou projection cen- 
trale sur un nouveau plan quelconque; il en resultera neuf points situds 
ä lintersection d’une courbe du 3° degr@ qui est a determiner, avec les 
trois droites projections m&mes de nos trois premiers plans; or huit d’en- 
tre eux sont donnes, donc le 9° s’obtiendra par quelqu’un des procedes 
lindaires dont il vient d’etre parle, et, par suite, celui qu’on cherche 
dans lespace se trouvera sur la projetante qui joint le prec@dent au cen- 


tre de projection. 

Operant, de la m@me maniere, sur une nouvelle combinaison du 
plan qui contient le point cherche, avec deux des autres plans joignant, 
trois par trois et dans un ordre different, les six derniers points donnes, 
on aura ainsi obtenu deux droites ou projetantes qui, dans le premier plan, 
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se couperont au point demand“; mais, attendu qu'il existe dix manieres 
distinctes de combiner, trois par trois, les six points dont il s’agit, on 
voit qu’on pourrait aussi construire dix lignes droites dill@rentes s’entrecou- 
pant toutes au point cherche et situces dans le plan qui lui correspond. 


On remarquera d’ailleurs que les plans sur lesquels les projec- 
tions sooperent peuvent &tre choisis de manicre simplifier notablement 
les constructions ete.; mais en voila assez pour prouver que le probleme 
ou il s’agit de decrire la ligne A double courbure, du 3° degr@, qui con- 
tient huit points donnes arbitrairement dans lespace, est compl@tement 
determine, et peut se r&soudre par des methodes qui exigent seulement 
Yintersection de la ligne droite ou d’une simple regle. 


(La suite dans le eahier prochain.) 


EN 
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8. 
Auflösung einiger Aufgaben aus gegenwärtigem Journal. 
(Vom Herrn Th. Clausen zu München. ) 


Aufgabe No. 15. 6. Bd. 2. Heft S.214. „Aus fünf von den sechs 
Winkeln zwischen den Seiten-Ebenen einer dreiseitigen Py- 
ramide den sechsten Winkel zu finden.” 


Die Berührungspuncte der eingeschriebenen Kugel mit den Seiten- 
Ebenen seien ZBCD. Durch Verbindung derselben zu zwei und zwei 
vermittelst srölßster Kreise /B, BC, CA, CD, AD, BD, die ich resp. «, 
ß nenne, entstehen vier sphärische Dreiecke, deren Seiten 
die Ergänzungen der obengenannten Winkel zu zwei Rechten sind. Es 
soll also von den sechs Seiten etwa ß aus den fünf übrigen gefunden wer- 
den. Sind nun die sphärischen Winkel an D, die resp. «, «'‘, &' 
überstehen, 6, 5, 9, so hat man nachstehende Gleichungen : 


gegen- 


sind" sind sin sin 


Da mım +5 = vier Rechten, so hat man die Bedingungsgleichung: 


= 


: 


co = — 
sın sın 


0 1— — cosh‘’ — + 20059 cos cos‘, 
die sich durch Substitution der eben gefundenen Ausdrücke in folgende 
verwandelt: 
0 —= sin?” sin?” — sin? (cose —cosß’cosß”)’ 
— sin (vos — cosß” cos — sinß’” (cos cos ß cos 
+ (cos — cosß' cos (cos #’— cos ß’’ (cos cos cosß’); 
oıler nach einer leichten Reduction: 
0 = 1— cosa’— — cos«’” 
2c0s@ cos — sin cos — sin cosß’” 
+ — cosa’ cos«‘) cosß’ + 2 (cos cos x) cosß’’ cosß 
(cos — cos cos«‘) cos’, 
woraus man leicht cos findet. Um die Forn:e! einfacher zu machen, be- 
merke ich, dafs wenn A, A, A” die in dem Dreiecke ABC den Seiten z, 


>, 2 geyenüberstehenden Winkel sind, man hat: 
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— cos«’ 0084 sin«’ sin«a”, 
— 005%” cos& == cosX’ sin«’sinz, 
cos a’ — 005% cos@«’ cosX’sinz sin«’, 


und dafs, wenn man 

sinz (a 

sinz (2 
sin; (& 4 — a) 

setzt, die Winkel A, A, A” sich durch die Formeln 


tangzA= ve —); tangz = tangz 


ergeben, und dafs "überdies 


Es verwandelt sich also die obenstehende Formel, wenn man noch 
sinacosß = b; sin«’cosß’ = b’; sin«’” cosß” b’ 
setzt, ın 
+0" — 2 cosAb'b’— — 2cosX bb’ — u 


Aufgabe No. 14. 2. Bd. S.99. „Aus der Gleichung 
wo .a®, a®, .... a” beliebige, von einander verschiedene, 
gegebene Gröfsen sind, x zu finden. 

Es kann sich, wie es mir scheint, hier nur darum handeln, eine 
rationale Gleichung für x zu finden; zu dem Ende und um nicht durch die 
Weitläufigkeit der Formein gestört zu werden, sei, welches mit dem Obigen 
auf dasselbe hinauskömmt: 

Erhebt man diese Gleichung ins Quadrat, und dieses Quadrat wieder in 
die zweite, dritte u. s. w. bis siebente Potenz, so ergiebt sich 
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wo die Grölsen A,, BD, etc., A,, DB, ete. siimintlich rational sind, und 
zwar 4, , 4, ete. von demselben Grade in Beziehung auf x, y und x als 
die unten angesetzte Ziffer, die Grölsen PD, C, D aber von einem Grade 
weniger. Dasselbe gilt von den Grölsen rechter Hand. Eliminirt man 
hieraus die irrationalen Grölsen, so ergiebt sich die verlangte Gleichung, 
die, wie man sich leicht überzeugt, vom 22sten Grade sein wird. 


Beweis der Theorems von Hrn. Dr. Stern No. 17. Bd. 7. 
Heit 1. p. 104. 
Es sei p eine Primzahl von der Form 6241, so hat man 
1.3.9.0...2n—3.2n—1; 
mmltiplicirt man diese beiden Congruenzen, und dividirt durch den ge- 
meinschaftlichen Factor, so erhält man 
=Zn-+1.n+?2....?n 
und HH =—3n; = —(3n—1), .... 4n=—(?n-+1), so 
hat man ebenfalls 
Ist nun = a®—+- 270°, so ist, wie Herr Stern im zweiten Hefte p. 157. 
(les sechsten Bandes d. J. bewiesen hat, ? ein cubischer Rest, und also 
(mod. p); folglich 
ar +2)... 372 


wo das obere Zeichen für y=1?m--1, das untere für p= 11m +7 silt. 


Beiläufig bemerke ich, dals für alle übrige Primzahlen von der Form 
6241 der Bruch 
— ı (n+2)....2n 
— 
die in der angeführten Abhandlung p. 157. durch f bezeichnete Gröfse zu f 1 
ist, und dafs man daher, ebendaselbst, in dem Falle wenn ? ein Nichtrest ist, 
Jireet finden könne, weil @ auf ähnliche Weise wie f direct gefunden 
werden kann. 


”) In dem Theorem ist am angef. Orte statt des doppelten Zeichens blos — 
abgedruckt. 
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Noch bemerke ich, dals « immer ein cubischer Rest ist, denn es ist 


da aber =— +1); 4a 


so erhält man, wenn man den Zähler und Nenner mit / (In +2)....3 
multiplicirt und bemerkt, dals (1.2.3....32)” == 1, je nachdem p von 
Form oder 1212 +7 ist. Im ersten Falle ist 1.2.3....3n 
im zweiten = e”"#°, wenn € eine Grundwurzel bedeutet. Es ist also 


In +2)....3n]’ 


a—+ 1.2.3... 3n 


oder in beiden Fällen ein cubischer Rest. 


Schliefslich füge ich noch hinzu, dafs man in allen Fällen, wo ? 


ein cubischer Nichtrest ist, die Quadratwurzel aus —3 (mod.62r +1) di- 
rect linden könne. Es ist wenn u diese Quadratwurzel 


er. folglich v=1-+ 2, v1. 
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9, Clausen, über die Zerlegung reeller gelrochener Functionen. 


iv 


9. 


Über die Zerlegung reeller gebrochener Funetionen. 


(Vom Herrn Th. Clausen zu München.) 


Di. Zerlegung reeller gebrochener Funectionen ist zwar allgemein und 
vollständig behandelt worden, jedoch glaube ich, dafs die nachstehende 


Art allgemeiner und noch nicht bekannt sein dürfte. 


Es sei die gebrochene Function 7, Wo M und N reelle ganze 


Funetionen sind, die keinen gemeinschaftlichen Factor enthalten, und wo 
M von einem niedrigeren Grade als \ ist. Ist nun V=0QQ,, wo Q und 
(), ebenfalls reelle ganze Functionen sind, und ( nicht von einem niedri- 
geren Grade als (,, so kann man 

M 

setzen, oder 

M=PO,-+PO, 

wo P und P, gleichfalls ganze reelle Functionen sind, aber von einem 
niedrigeren Grade als resp. und Q,. Man ersieht sogleich, dafs der 
Fall, wo Q und (, einen gemeinschaftlichen Factor haben, ausgeschlossen 
werden muls, da sonst # denselben Factor, den auch \ (und zwar dop- 


pelt) enthielte, gegen die Voraussetzung enthalten mülste. 


Es sei nun 


0 =40+0, 
+); 


= In-ı >) 
wo Q,, Os O5»... von successiv niedrigeren Graden sind, bis Q,, 
welche blos eine Constante sein wird; wäre nemlich Q,= 0 und (,_ 
nicht eine Constante, so enthielte beides und diesen Factor, gegen 


die Annahme. Eben so sind 935 ganze Functionen vom ersten 
und höheren Graden: 9, aber eine ganze Kunction oder eine Constante. 
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ks ist ersichtlich, dafs 
V und 
9, und 9,0, 
etc. 
von demselben Grade sind; also sind ebenfalls 
von demselben Grade. 
Substituirt man nun die Gleichungen (2.) successive in (1.) und setzt 
P, 1,Pı+P, 
P, F, + x 9 
wo also ebenfalls P,, P, etc. reelle ganze Functionen, aber von successiy 


höhern Graden sind, so erhält man: 
M= PQ,+P,Q 
— P.0,+P,O, 
BO 
Unter den Werthen, die der letzten Gleichung genügen, ist oflen- 


bar, da 0, eine Constante ist, 


4. 


M 
0,’ P, 0; 
n 
man hat also den allgemeinen Ausdruck : 


wo Z eine beliebige ganze Function ist. 
Nachdem P,_, und P„ bekannt sind, erhält man aus den Gleichun- 


sen (3.) 


) 


’) 
+ 4 n—2 9 


19 * 


6. 
> 72 . 
P= — 
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oder wenn man setzt: 


0, 
\ = In- + Sn. = 3In- + Sn—e 
nn =— Mn =— 1% 


so ergiebt sich 


substituirt man nun hierin die Werthe von P,_, und P, aus (5.), so er- 
hält man: 


P, = 


ı 


9. r II 


Durch Vergleichung der Gleichungen (6.} mit den Gleichungen (2.) sieht 
man leicht, dals die Größsen FR 
durch denselben Algorithmus aus (, und — (),_, abgeleitet sind, als PL 
+0 


+[s Q, —r Q,_]2- 


10. 
folglich 


7 
= 


rM _ 
IP 0, +02, 


wo Z so bestimmt werden mufs, dals P, von einem niedrigeren Grade ist 
als Q,. Es wird dann von selbst P von einem niedrigeren Grade als Q, denn 
da M=P0,-+P,Q und M von einem niedrigeren Grade als O0’, so muls, 
wenn QP, von einem niedrigeren Grade als 00, ist, ebenfalls PQ, von 
einem niedrigeren Grade sein, oder P von einem niedrigeren Grade als 0. 
Aus den Gleichungen (7.) ersieht man sogleich, dafs r von demselben 
Grade ist als 9,.92....9,-,, und dals also »Q,_, von demselben Grade 


11. 


> 
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ist als 9, folglich ist r von einem niedrigeren Grade als . 7,9, ist von 
demselben Grade als r, folglich 7,9, Q,_, von demselben Grade als () oder 


x 


als 9,0,; demnach ist r,Q,_, von demselben Grade als Q,, oder r, von 
einem niedrigeren Grade als (),. 


Es sei num 
M 


M=m_(,-+M,, 
wo M, und M, von resp. niedrigeren Graden sind als Q und Q,, zı und 


m, aber ganze reelle Functionen sind, so wird 


r, m, 
+2): 


12. 


n 


On 
r, m . . 
"— +Z und — FZ sind wiederum ganze reelle Fimetionen, und P, 
143 n 


und P von einem niedrigeren Grade als Q, und Q resp. 


Wenn 0 von einem bedeutend höhern Grade ist als (),, so wird 
P leichter durch die Gleichung (1.), nachdem man P, schon gefunden hat, 
bestimmt: 


0, 


und wenn man P,O,=vQ, +60. setzt, wo (/ von einem niedrigeren 


Grade ist als Q,, so mus U —=M, sein, da P eine ganze Function ist, und 
14. P= m —qP,—v. 


sem 
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10. 


Über die höheren Diflerentiale der Function 


x 
z — 
und über die Entwickelung einiger bestimmten 
Integrale. 


( Vom Herrn Professor Dr. Grunert zu Brandenburg. ) 


I. 


Wir wollen, wie offenbar verstattet ist, annehmen, dals x positiv sei, 
weil, für ein negatives x, die Diflerentiale von 3 sogleich aus den Diffe- 
rentialen von z, unter der ersten Voraussetzung, durch blofse Vertau- 
schung der Vorzeichen folgen. Nach einfachen trigonometrischen Grün- 


den ist: 


sın cc tang — ) — 
+(- ) ) 


| 


\ } ) a 
COS rctang —) = — 
Ä y\\ 
) 


wobei wir bemerken, dals, wenn Arc tang —, wie in der Folge immer 
seschehen sell, zwischen den Grünzen — 3 und +37 genommen wird, 
die Quadratwurzel positiv genommen werden muls, weil nach der Voraus- 
setzung x positiv ist. Dilferentiirt man nun die gegebene Function zuerst 


nach x, dann nach y, so erhält man: 


= (« (Arcı (s (Arc: ]; 
= — .2 sin (Arc tanz 2) c0$ \ fang 
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1. cos (? Arc tang 


147 


1.sin (2 Arc tang 2) 
X 


x - 
Setzt man nun 
4 
cos (n Arc tang sın Arc tang 7) 
q == 


so findet man: 


y 
n cos (n+ 1) Arc tang 2) sın l) Arc tang 


Folglich ist nach dem Obigen: 


1. cos Arc tang 


1.2 cos (3 Arc tang 7) 


+ y? 


1.2.3 cos (4 Arc tang 2) 


Arcttang 
(—1)". 
(a? + 


1. sın (? Arc lang 7) 
(—1). - 


2 
yr 


I cos Arc tang = ) 
j 
} 
1.2. 3sin \re tene 


x? 


—1). 


d. ı. 

Fben so findet man: 

— 

so = 

dy3 
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1.2.3.%cos (5 Arc tang 2} 


1.2.3... (2n—1)sin Arc tang 

0 2 x 


11. 
Unter der Voraussetzung, dafs a eine positive Gröfßse ist, findet 


inan durch theilweise Integration: 


» 
sınar cox sin da € OH JCOSsar or e cr 


= — — ec" smar + — cosarcz; 
a a 


cos2r 0x + a sinarcr = —e""cosa.r, 


4 


a fe or = e""sına.r. 


r=0 ıst: 


und, weil @ positiv ist, für z=x: 


J a 

Durch Auflösung dieser Gleichungen erhält man: 


a 

e— = — 


wie sonst auf minder eiementarem Wege bewiesen zu werden pilegt. 


Also 


| — 
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IIL, 


Differentiirt man jetzt, nach einem in der Theorie der bestimmten 
Integrale häufig angewandten Princip, diese Formeln unter dem Integral- 
zeichen in Bezug auf @, so ergiebt sich nach (1.): 


& 
» 1.cos (2 Arc tang 
PN 1.2 cos (3 Arc tang 2 
(a2-+ 
1.2.3 cos (4 Arc tang = 
a 
? 


a3 EUR 


1.2.3....ncos((n+1) Arc tang 
o (a? 


und auf ähnliche Art: 


1. sin (2 Arc tang =) 


= 
(a? + a2 


3 


a 
cos (3 Arc tang 2) 
a 
1.2.3 sin (4 Arc tang ni 
(a? + 02)? 

a 
1.2.3.4 Arc tang =) 

2.3.8.3 sin (6 Arc tang ©) 
ze 


(a? 
u. u. f. 


a 


x dx 


8 


Es ıst aber: 


a & [64 
Arc tang == Arc tang—, sin ( Arc tang 2) cos ( Arc tang <) 
[64 a 


2 Arctang 2 Arc fang—, sin (2 Arctang =) — sın (2 Arctang — ); 
a & a 
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> 
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+ Arctang — Ir — 4Arctang sin (4Arc tang 2) = — sin fang — 
a 
a & . a @ 
bArctang „= 3# — bArctang sim (6Arc tang = sin (6Ar« ang“) 
a 
3Arctang = 3#— 3Arctang 
a [84 
SArctang = +37 — JArc tang 
a 
Arctang — = 37 +37 —7 Arc tang — 


9 Arc tang — 4# +3#— 9Arctang—, 


. [44 
— sın (3 Arc tang 2) 4 


cos (3 Arc tang-“) 
cos(5Aretang“) = sin (SArctang-“), 


— & 
cos (7 Arc tang = —sın (7 Arc tang 2), 


& 
cos (9 Arc tang — = sum (9 Arc tang =) . 


a 
f. 
Also nach dem Obigen: 


1. sin (2 Arc tang 
—AX 


1.2 sin (3 Arc tang 


2 


1.2.3 sin (4 Arc tang 


a3 


(a? 
1.2.3....nsin ((n+1) Arctang“) 
a*)” 


Die beiden äufserst merkwürdigen und wichtigen Formeln: 


f: 1.2.3....n cos((n+1) Arc tang “) 
o 


(a® + 
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(a? + 

sind zuerst von Euler gefunden worden. Euler’s Beweis genügte aber, 
wegen Einmischung der imaginären Gröfsen, nicht völlig. Deshalb gab 
Poisson einen andern Beweis (Lacroix Zraite du cale. diff. et int. 
T. III. p. 490.). Vielleicht verdient die hier von mir gegebene Entwicke- 
lung, neben Poisson’s Beweise, auch eine Stelle. 


je +) 
sinar oc = 


IV. 
Das in mehrerer Beziehung wichtige bestimmte Integral 


o a* sing? b* cosp* 


kann auf folgende Art durch eine leichte geometrische Betrachtung ge- 
funden werden. 


Man denke sich eine Ellipse, deren grofse und kleine Halbaxe «, 
b sind, so ist deren Flächen-Inhalt bekanntlich = abr. Nimmt man den 
Scheitel der Ellipse als Anfang der Abscissen an, so ist die Gleichung der 
Ellipse: 
ay’+b’(a— x) = 
Bezeichnet man die Winkel, welche die Halbmesser der Ellipse mit der 
Hauptaxe einschlielsen, durch ®, so ist 


sinp, 
> (a x) tanpp = (a x) cosp 
a? b? cos? a? b? sin p? 


(a? sing? + b* cos p*)? 
Das zwischen den Gränzen 0, genommene Integral dieses Dif- 
ferentials ist der Flächen-Inhalt der halben Ellipse. Also 


n 
o 


Nimnıt man das Integral zwischen den Grinzan 9=3;7, em 
hält man den elliptischen Quadranten. Also 


Fig sin p 
o (a? sing? + 
Folglich offenbar auch: 


20 
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fi sıny Op 
sinp? on 


o 


(a? sing o (Zn —y)’—+ a*cos| 


sing? op sin w? 
JS 43x 


af" sinp?op sinw? 
o (b*sinw? a*cosw*)’ ? 
wenn wir 37 setzen. Hieraus ergiebt sich nun 


nach dem Obigen sogleich: 


N) 


op 


Ferner ist 
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11. 


Über die Verwandlung der Goordinaten im Raume. 


(Vom Herrn Professor Dr. Grunert zu Brandenburg. ) 


1. 


Herr Professor Jacobi hat im 2ten Bande dieses Journals S. 188. einige 
sehr merkwürdige von Euler gefundene Formeln ohne Beweis mitge- 
theilt, und Herr Professor Ritter Encke hat im Astronomischen Jahr- 
buche für 1832 S. 305. einige nicht minder merkwürdige Ausdrücke, 
deren Erfindung gewöhnlich Mon ge zugeschrieben wird, durch einen sehr 
eleganten trigonometrischen Calcul bewiesen. Vorliegender Aufsatz stellt 
sich die Aufsabe, die ersten Formeln zu beweisen, und zu zeigen, dals 
aus denselben die letztern als unmittelbare Folgerungen fliefsen,, die Prio- 
ritüt der Eriindung also eigentlich Euler gebührt, da die Abhandlung 
desselben, aus welcher Herr Professor Jacobi die Formeln entlehnt hat, 


schon vom Jahre 1775 ist. 


Wir denken uns zwei rechtwinklige Coordinaten-Systeme mit einerlei 
Anfang, und versuchen zu zeigen, dafs in diesem Falle immer eine, durch 
den gemeinschaftlichen Anfangspunet gehende Axe von solcher Beschaflen- 
heit gefunden werden kann, dals das eine der beiden Systeme, um diese 
Axe gedreht, mit dem andern zusammenfällt. Man übersieht augenblick- 
lich, dafs diese Axe eine solche Lage haben mufs, dafs die drei Winkel, 
welche die durch sie und die Axen der x und x‘, der y und y‘, der 
und z° gelegten Ebenen mit einander einschliefsen, einander gleich sind, 
und dals die Drehungsaxe selbst gegen die positiven Theile der Axen der 
x und x’, der y und y‘, der z und =‘, unter gleichen Winkeln geneigt 
sein muls, wobei wir uns immer die Drehungsaxe vom Anfange der Coor- 
dinaten, als ihrem Anfangspuncte, ausgehend denken, und also gewisser- 
malsen nur den einen der beiden Theile betrachten, in welche sie durch 
den Anfang der Coordinaten getheilt wird. 
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Die von den genannten Ebenen eingeschlossenen Winkel seien — 9, 
und die vor der Drehungsaxe mit den positiven Theilen der Axen der 
x, oder x’, eingeschlossenen Winkel bezeichne man respective 


durch z, £, Y, so folgt aus Prineipien der sphärischen Trigonometrie au- 
eenblicklieh : 


cos (aa) —cosa?® cos(z:’)— cosy? 
— sin 9? sin y? 
cos (xx) cos 2° + cosQ, 


cos? + sinß? 
cos + siny’ cosQ, 
= sina’(1— cos ®), 
1 — cos(yy) = sinß’— sin?’ cos? = sinß?’(l— cos P), 
— = siny’— siny’cos® = siny’ (l— cos$). 
Beziehen sieh nun alle Coordinaten auf einen und denselben Punct, so ist 
bekanntlich: 


cos(yy‘) 


cos (2%) 


— cos (x a”) sin 2° — sin«@’ cos® 


x’ + y’cos(ay') + z'cos(x 
= z’cos(y:'), 

= x +y’cos(zy’) + 
+ ycos(yx’) + zcos(zx‘), 
= yeos(yy‘) + zcos(zy"), 


zcos(73) + + z cos (zz), 
oder der Kürze wegen: 


dis; 
y == b’y > 2, b’y+ D'' z; 


Betrachten wir nun die Drehungsaxe als den positiven Theil einer 
nenen Axe der x, und nehmen an, dafs der Punct, auf welchen sich 


jetzt alle PARSE beziehen, in dieser Axe liege, so dafs also für die- 


sen Punet y’ :’=0 ist, so isi mach den obigen allgemeinen Formeln: 
x" cos(yx”) = x'’cosß, 
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Setzen wir diese Ausdrücke in die obigen Gleichungen, so erhalten wir, 


n:chdem auf beiden Seiten durch x’ dividirt worden: 
A c0osa RP eosß + cosy, 


cosz = 
A’ cos# + cosß -+ U’ 
cosy A" cosa + B’’cosß + 
cos# A + + A cosy, 


cosß = B cos« + cosß + cosy, 
cosy + cosß + cosy. 
Durch Addition und Subtraction dieser Gleichungen ergiebt sich: 
0 = (4’—B)cosß + (4"—C) cosy, 
(4' —B) — (B’—.C') cosy, 
0 = (4"'—C)cos& + (B’—C') cosß, 
2(1— 4)cos@ = (A’-+B)cosß + C) cosy, 
2(1— Bb')cosß = (4’+B) cos« + (B’-++ cos, 
2(1—C”)cosy = (4’+C)cos« + cosß; 
oder, wenn wir 
A—B=p, A'—C=9, B'—C=1r; 
A+B — Ü — B'+ 
setzen: 
0 = pcosß + gcosy, 


0 = pcos#« + rcosy, 
0 = g9c0s« + rcosß, 
2(1— 4A) cos& = p’cosß + 9° cosY, 
2(1— B') cosß = p’cos& + r’ cosy, 
2(1— C’)cosy = 9’ + r’ cosß. 
Durch Auflösung der drei ersten Gleichungen findet man: 
os} cos & 


Zur Bestimmung der drei Grölsen p, 9, r reichen also diese Gleichungen 
nicht hin. 


Da 
4= B’= cos(yy), ("= cos(z3 


ist, so nehmen die drei andern Gleichungen folgende Gestalt an: 
2 sin cos (1l—cos ®) = p’cosß + cos y, 
2 sin P* cos ß (1—cosQ) = p’cosa + r cos y, 
2 sin cosy(l—cos®) = + r‘ cos ß, 
und man erhält durch Auflösung dieser Gleichungen: 


— 
| 
= 

| 
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__ |sina* cosa@* + sin cos — siny? cosy?) (1— cos 


cos ß 

__ (sina* cosa* + siny* cosy? — sin cos?) (1 — cos 
cos cosy ’ 

(sin 3? cos 9? sin y* cos y? — sin @? cos @®) (L—cos p) 
Weil aber bekanntlich 
cosa’ + cosß?-F cosy? = 1, 

cosy? 1— cos’, siny’ cosa’ + cosß* 


ist, so ist 
sin cosy? + cosß*(1— cos?) — ? cos x? 


sin + cos 2 cosa? cosß?. 


Folglich p' = 2 
9 = cosy(1l—cos®), 
r = 2cosß cosy (1— cos 


wodurch also die drei Grölsen p»‘, 9‘, r‘ bestimmt sind. Es bleibt dem- 
nach blofs noch eine der Grölsen >, 9, r, z.B. p, zu bestimmen übrig. 
Man kann sich übrigens auch folgende Relationen merken: 


pcos& = r pP? cosa® r?cosy?, 

peosß = — c0sY, p’cosß’ = 9° cosy°, 

peosYy= pcosy, cosy” = p* 

Folglich durch Addition, zugleich mit gehöriger Vertauschung der Buchstaben: 
p= 
r = cosa.y (pP 
4. 


Zur Bestimmung der Gröfse p müssen wir einen andern Weg einschlagen. 
Entwickeln wir nemlich x‘, y‘, z’, durch Elimination aus den Gleichungen : 
Aax+Py’+Cz‘, 

A' x + b' 


X 


so erhalten wir: 
I ’ 
HA) 


er 
| 


L 
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wenn Wir 
L — AB'C"— + 4" BC— AB'C'+ 
setzen. Vergleichen wir diese Gleichungen mit den Gleichungen 
= Ac+Ay+A"z, 
y =Bxs+B'y+B"z, 
= Ce +Cy+0"z, 
so ergeben sich die bekannten merkwürdigen Relationen : 
b’c'—Cb"=LA, = LA", 
AC'—CA'=LB, AC—CA=LR", 
A'B—B’A=LC, AB—BA— LO", 
Aber bekamntlich 42 LA 


—1, 


woraus durch Addition der beiden ersten, und durch Subtraction der drit- 
ten Gleichung sogleich folgt: 
= 0%, 
Hieraus, verbunden mit der Relation 
AB= 
4 BY +2LC", 
d. i. nach (3.) 
(1 + an (A — — L) 
Aber nach (3.) 
= 1— cos = siny’(l— cos), 
4— = — cos(yy') = — (sina’ — sin ß*) (1 — c0sP). 
Also 
(1 — — (A— — [sin — (sin — sin)’ [| (1 — cos 9)’ 
= (sin y’ + sine’ — sin?) (siny’ — + sin?) (1 — cos9)' 
(1 — cosa@® — cosy? -+ cosß?) (1 — cosß?— cos y? cosa?) (L— cos P)" 
4 c0s&* cosß? (1 — cos 
= 4 cos?’ (1 — 0059)’ +2 (1 — L)C". 
Nach (3.) ist aber 


folgt: 


| p” = % cosa’ cos? (L — cos®)". 
Folglich 21— D)C"=0, 1— L=0, L=1. Also 


Urrlle's Jonrnal d. M. De. 2. 21 


; 

; 
je 

1: 

A 

- 

- 

x 

= 

% 
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Wie vorher ıst 
1+C0’ = =1+coyf+ siny?’cos®, 
cos(xx‘) + cos(yy‘) = + + (sina® + sin cos@, 
+ cosß”+ cosy?’+ (sin sin sin y?) cos ® 
— 2(1-+-cos®), 
+ 0" —A— B' 14 008 cos #’— cos? + (sin y’— sin sin 3?) cos P 
2cosy’+2(siny—1)cos® = 2cosy’ (l—.cosß). 


= 
— 4cos? cos®) (l—cos®) = 4 cos sin P, 
p= +2cosysin®. 
Also, mittelst der Gleichungen 


cos ß cos 


P cos y 
+2 cosy sin®, 
+2cosßsin®, 
r = +2c0s&sin®. 
Ferner erhält man aus (3.) leicht: 


Fol glich 


14 
Folglich 


cos(rx) = sine’cos® + cos«’, 

—= cos(yx’) = + cosy sin® + cos« cosß(1—cosP), 
= Fcosß + cos«& cosy (l—cos®), 
BD’ = cos(yy)) = sinß’cos®+ 

c0s(zy‘) = +cose sin® + cosß cosy (l—cos®), 
B cos(zy‘) = F cosy sind + cosß (1—cos®), 
c0s(z7) = siny’cos® + cos’, 

Ü = cos(rz') = + cosß sin® + cosy(l—cosP), 
= 


cos(yz) = F cos« sin® + cosß cosy(1—.cosQ). 
Dies sind die von Euler gefundenen a. a. O. mitgetheilten Formeln. Die 
Drehungsaxe besteht eigentlich aus zwei Theilen, in welche sie durch den 
Anfang der Coordinaten geschieden wird. Dies ist der Grund der dop- 
pelten Zeichen. 
I. 

Diese Formeln sind eine Quelle mehrerer merkwürdigen Relatio- 

nen, unter denen wir nur folgende bemerken. Bekanntlich ist 


= 
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cos + cosß’-+ cosy? 1, 
sin@’+ sin sin = 3 — 0052’ — cos B’— cosy’ = \. 
Hieraus folgt mittelst des Vorhergehenden: 
1+4+b’+C"’= 1+ 003%’ + cosß? + cos + (sin + sin ß? + sin Y’) cos® 
= 2(1-+c0sP), 
1+4—b’—C'’ = 1+ 008 — cos ß’— cos y’ + (sin «’— sin?’ — sin y’)cos ® 
= 2cosa(1—cos@). 
Also 
= 2(1+c0sP), 
1+4—b'—C'’= N 2 cos» (1 — cos®), 
1—4+b’—C’= P 2 cos (1— cos), 
1—41—b'’+C” () 2 cos (1— cos®). 
Bedenkt man nun, dafs 
(1-+ cos®@) (1L—cos®) = sin® 


ist, so lassen sich die Gleichungen in (4.) auch so schreiben: 


24 = 2.4" = — (PM), 
2B" = 2B = —Y(OM), 
2C = y(PM+y(0N); 20 = yY(PQ) —Y(MN). 
Sind also neun Grölsen durch die folgenden sechs Gleichungen verbunden: 
#+B =4, AA +BB =0, 


welche Gleichungen wir aus der Theorie der Verwandlung der Coordi- 
naten im Raume als bekannt voraussetzen, und sind drei dieser neun 
Größen, z.B. 4, B', C”, gegeben, so können die übrigen sechs immer 
mittelst der obigen Formeln gefunden werden. Man sieht hieraus, dafs 
diese Formeln, deren Erfindung von Herrn Professor Ritter Encke, La- 
croix und Andern, Mong e zugeschrieben wird, mit den in (4.) bewie- 
senen Euler’schen Gleichungen eigentlich identisch sind, und Euler 
daher als der erste Erfinder derselben genannt werden muls. WieMonge 
auf die Formeln gekommen ist, scheint nicht bekannt geworden zu sein. 

Als eine bemerkenswerthe Relation kann man sich noch folgende 


merken: 
A##—BB = = CC— 4" 4" 


= +4cosa cosß cosy 


21 ?® 


& 
2 


- 

| 

| 

c 
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12. 


Beweis des im zweiten Bande dieses Journals Seite 190. 
von Herrn Steiner aufgestellten Liehrsatzes No. 27. 
und Ableitung anderer ebenso einfacher Relauonen. 


(Von Herrn Professor C. Gudermann in Lleve.) 


No. 1. 


Wem zwei feste Kreise, deren Mittelpuncte 2 und M und deren Ra- 
dien r und Z sein mögen, von einem dritten, der Lage und Gröfse nach 
veränderlichen Kreise, dessen Mittelpunet x und dessen Radius g sein mag, 
(auf der Oberfläche einer Kugel) berührt werden, und man die drei Mit- 
te!punete durch Bogen von Hauptkreisen verbindet, so ist oflenbar 
mu=r+e und 

und das Zeichen -+- zeigt dann äufserliche, das Zeichen — innerliche Be- 
"übrung an. 

Werden die beiden Kreise um 2 und M vom Kreise um « gleich- 
artig berührt, so ist demnach 

Mu— mu = R-r, 

und ist die Berührung ungleichartig, so ist Ma + mu = R-+r; daher 
ist der Ort des Mittelpunctes # in beiden Fällen ein sphäri- 
scher Kegelschnitt, der die festen Mittelpuncete M und ız zu 


Brennpuneten hat; die Excentrieität ist also = —; die eine Axe des 


Kegelschnitts ist aber Ar, und aus diesen beiden Bestimmungen können 
bekamntlich die zweite Axe und die beiden Parameter hergeleitet werden. 
Man kann daher einen sphärischen Kegelschnitt erklären als 
eine Linie auf der Kugel, in der jeder Punct von zwei festen 
Kreislinien gleichweit entfernt ist. Das vorhin Gesagte gilt mit 
seringer Abänderung auch dann noch, wenn einer der beiden festen Kreise 
sich auf einen Punect redueirt, und sein Radius also =0 ist. 

Wir nehmen jetzt mit Hrn. Steiner an, dafs sich die beiden festen 
Kreiso selbst berühren, und zwar um einen bestimmten Fall zum Grunde zu 


legen, innerlich; der Berührungspunet heilse 4; er liegt mit m und M 
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in einem Hauptkreise und es ist nun die Excentricität des Kegelschnitts 


offenbar 
M m R-—r 


2 2 

Der eben erwähnte Hauptkreis werde vom Kreise um r in B und 

vom Kreise um M in C geschnitten und es ist BC = 2 (R—r) Die 

Ellipse oder die Ortscurve des Mittelpunctes x geht nun durch den Punet 

A und durch die Mitte von BC, welche D heilsen mag, und ihre grolse 
Halbaxe ist 


AD 
Wird die kleine Halbaxe mit 5 bezeichnet und der Parameter der IrO- 


R 


2 


coS 


. D cosa 
[sen Axe mit p, so ist bekanntlich cosb = —,, und also cosd = 


cos 


Diese Formel lälst sich ae in: 
tang „= .tang 
2sin R sinr 


Für den Parameter p findet man die Formel tangp = Sin (R,)> woraus 


man zieht 
cotr cotR 


2 
Wenn man also zu den drei Puncten 4, nz, M den vierten harmonischen 


Theilpuncet zwischen 2 und M bestimmt, so ist er der Mittelpunct des 
Krümmungskreises der Ellipse für den Scheitel 4 ihrer grolsen Axe und 
sein sphärischer Abstand von 4 ist also =>. 


cotp = 


No. 2. 

Da m und M die Brennpuncte der Ellipse und # ein Punct dersel- 
ben ist, so sind und My die Leitstrahlen, und indem wir ma 
Mue=//, ferner den Winkel am C=v und „MC=w setzen, haben 
wir die Formeln: 


t tang 
tan / = und tang// = > £ 
1 cos w 


(nach $. 73. meines Grundrisses der analyt. Sphärik), welche sich, wenn 
cose? — cosa? 


Substituirt wird, umformen lassen in: 


tangp = 


> 


; 
| 
| 
43 
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cot / = cot(@—.e) sin — cot(@-+ e) cos —, und 


w? 


cot// = cot(@a—-e) cos E + cot(e + 


Im vorliegenden Falle haben wir . 


cot (r+e) = cotr sin cotR cos — und 
u? 
da der Kreis um x den Kreis um 7 äußserlich, und den Kreis um M in- 
nerlich berühren soll. Aus diesen Gleichungen zieht man 


cot(R—e) = cotr cos -+ eot 


— = - 
2 cotr — cot(r+ £) sin sinR? und 
cotr— (R—) sin (k—r—£) sın R 
Also ıst 
tang — 
sin w sin R 
No. 3 


Die vorhergehenden Entwickelungen haben kaum Bezug auf den 
Beweis des Lehrsatzes, wozu wir jetzt übergehen; aber sie dienen später 
bei der Herleitung anderer Gesetze. Fällen wir vom Centrum x auf den 
Hauptkreis /C ein Perpendikel oder eine Ordinate = ß, und setzen wir 
die vom Anfangspunete an gerechnete zugehörige Abseisse = «x, so ist 
offenbar: 

cos(r +2) = cosß cos(r—e) und cos(R—e) = cosß cos(R—.a), 
und aus diesen beiden Gleichungen zieht man leicht die Ausdrücke: 


cosr cos(H —a)— cos R cos (r—@) 


2 
sine 
sin (R+r) 
sinr cos(R—«) -+ sin R cos (r— «) 
= .cos[?, 
sin(A-Fr) 
welche sich durch Entwickelung redueiren auf 
. sin (R— d 
sınp = — sın& COS un 
sin(h--r) 
2sinRsinr . 
COS 2 — cosß sın& Cos ß. 
> | sın (Ar) 


Nehmen wir jetzt noch einen zweiten Kreis an, welcher die bei- 
den Kreise um r und M berührt, so liegt sein Mittelpunet x’ ebenfalls 


| 
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im Umfauge der Ellipse die Goordinaten des Punctes a’ seien «' 


und ß‘ und der Radius dieses Kreises sei go: dann ist auch 


sin ( R r) N) 
sın = - COS 
sin(R+#r) und 


2sinRsinr 
/ / » 
— cosß! = Sina’ 


und werden diese Gleichungen mit den vorigen zur Elimination von R und 


r verbunden, so hat man 
sin P sin — cosa cos cos P! — cos «a! cos 
sin@ cosß sin cos sin @ cos sin @’ 


Wird die zweite Gleichung durch die erste dividirt, so erhält man 
nach einer leichten Umformung: 
sin (e—e') = sin p cos«’ cosß’— sine’ cosa cosß, 
und wird diese weiter mit der ersten combinirt, so erhält man die bei- 
den Formeln: 
sin(e—e‘) = sing cosß sin (a 
c0s#sin (e—e‘) = sing cos?’ cos — sine’ cos. 

Werden sie quadrirt und dann addirt, so erhält man: 
sin — sine? cos 2 sing sine" cos cosß’ cos a‘) + sine‘* cos". 

Sollen nun die beiden Kreise (#) und (»’) nicht nur die Kreise 
(mn) und (M’) berühren, sondern sich aulserdem selbst berühren (äulser- 
lich), so muls die Entfernung ihrer Mittelpuncte von einander au’ = e+e' 
sein, oder also: 

cos(e+e) = sinßsinß’ + cosß cosß’ cos(a —@'). 

Wird aber in der vorigen Gleichung der Werth cosß cos cos (2 — «') 
= 008 (e + sin?‘ substituirt, so erhält man nach einiger Reduc- 
tion die Gleichung: 

(sine sin — sin sin)? = 4 sine? sine“, 
und also, wenn die Quadratwurzel ausgezogen wird, 
sin 9 sin 19 


sing‘ sine "? 
welches die Formel des Hrn. Steiner ist. Über die vorkommende Zwei- 
deutigkeit kann leicht entschieden werden. Wenn der Kreis (#°) dem 
Puncte 4 näher als der Kreis (p‘) ist, so ist die Formel: 


__ Q, 


sin sine 


= 


ie 
| 
> 
- 

| 
R 

> 

.- 
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No. 4. 


Wir leiten aber noch eine Gleichung her, welche das Gesetz der 


Succession der Kreise (#) und (w’) auf eine fast noch einfachere Weise 
ausdrückt. Ziehen wir den Leitstrahl ma =r--e und setzen wir wie- 
der den Winkel umC=v, so ist offenbar 


sin(" + e) sinv = sinß, 
und wird diese Gleichung mit der RER 
cot{r+e) = cotr sin + cot cos” 


multiplieirt, so erhalten wir die zweite Formel 


cos(r+ e)sinv (cot r sin cot R cos 5) sin 


und aus ihnen zieht man nun leicht Fo folgenden Ausdruck: 
sin 2sn R 


sine sin (Rn) 


Ziehen wir nım auch noch den Leitstrahl 2x’ und setzen wir den Win- 
kelunC=v, so ist ebenso 


sin # 2sınR 


und werden diese Ausdrücke in der Gleichung — u ß ‚+2 substituirt, 


sing’ 
so verwandelt sie sich in die folgende: 


v' v sin'R—r) 
tang- tang z 


|Die analoge Formel der Planimetrie ist tang— —=tang und scheint 


ebenfalls neu zu sein.] Wir hätten diese Formel auch ie eine ursprüngliche 
Weise, und aus ihr dann die Formel des Hrn. Steiner herleiten können. 


Nelmen wir nun eine Reihe von Kreisen, deren Mittelpuncte u, 


2 


Sein mögen, an, wovon jeder den auf ihn folgenden und zu- 
gleich die beiden Kreise (m) und (M) berührt, so liegen ihre Mittelpuncte 


der Reihe nach im Umfange der Ellipse, von D nach „/ hin gerechnet, ver- 
a 
theilt, und der elliptische Bogen in x Theile 


dals Winkel aumC=v, um um Um 


v, das durch die folgenden Formeln ausgedrückte 
Gesetz befolgen: 
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(R—r) 
v v sin(R—r 
tang tanz 2 + sinR 
2 
v sin(R—r) 
3 2 
U sın 
tanz = tanz + — > 
v sin (R —r) 


Durch Addition dieser Gleichungen erhält man also: 


sin (R—r) 
tangzv = tangzv+ x. > 


1 2 


Die Grölsen tang >» tang tang u.s. w. bilden also eine 


arithmetische Progression, welche ins Unendliche fortge- 


1 2 1 
setzt werden kann; dabei werden aber die Winkel v—v, v—v, 


3 2 4 3 . 
v—v, Y—v, u. Ss. w. immer kleiner und kleiner, je weiter man auf dem 


Umfange der Ellipse fortrückt, und also dem Scheitel 4 nahe kommt; 
1 
gleichzeitig werdez auch die elliptischen Bogen up, ku, u. Ss. 


u 2 3 + x 
und auch die Radien 2, immer kleiner und kleiner bis 


ins Unendliche. 
Zieht man aus dem anderen Brennpuncte M die Leitstrahlen M hs 


My, .... Me, und setzt man die Winkel „MC =w, uw, 
so hat man nach No. 2 


x 
und he diese Werthe en so erhält man auf der Stelle die 


Formeln 


1 x 


tan =tang tang = tang;- +x 


sinr 
No. 5. 


Wir können jetzt noch weiter gehen und eine Formel herleiten 
23 x 
zum Ausdrucke des Gesetzes, nach welchem die Radien e, &, 2 


Crolfle's Jonenal d. M. Bd. Hft 2. 22 


sin (R—r) 


sinr 


ur 


= 
2% 
= 
| 
1:4 
“N 
” 
nd 
> 
% 
ER 
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1 ? 
der Kreise um x, £, %, u. 8. W. fortgehen. Ba nemlich nach No. 2. 


tanz sine -); 


=, 

Den 


sine 


ist, so erhält man durch Substitution dieser Werthe die Gleichung 


sin (R—r —t sin(R—r— in (R—r) 


und diese Gleichung läfst sich umformen in die folgende 
vleote — cot(i—r)] = + 


yanz eben so erhält man auch noch die Gleichung 


vleote —cot(R—r)] = yleote—cot(R—r)] + [eotr—cot R]. 


Diese Formel läfst sich unter folgende Form bringen: 


cote = + y |(cotr— cot R) cote — cot R cotr —1] + x* (cotr — cot R). 


Ein besonderer Fall darf hier nicht übergangen werden. Wenn nemlic! 
der Mittelpunet x in 4C und also in D angenommen wird, so ist v=w==i) 
und e= R—r; also hat man in diesem Falle 


sin(R—r) 
iv 
sinR 
sin{R—r 
== 2. und 
sinr ? 


cot = cot{R—r) + x°. (cotr—cot R). 


sin sine 2 


ı ı x x 
redueiren sich auf sin? = 2sing und sinß = x.sine, weil nun B=0 ist. 


Ein bemerkenswerther anderer Fall ist der, wenn ß=e ist und 
also der Kreis um « den Hauptkreis {BDC ebenfalls berührt. Es ist nun 


und also 


sinß = (?r-+1) sin, 
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tangiv = = 1).tang 
sin(R—r) 


tangzw = (c-+}). (2x-+-1).tang 


Der Werth von e findet sich nun aus der Gleichung 
sin(R—r) __ sin(R—r—e) sin R 


sınr 


sinr 


woraus man zieht 


YVleotr—cotR) __ 


5 = y (cote — cot(k—r)). 


sinr 


und es ist 


cot cot(R—e)+ - (cot r — cot R), 


No. 6. 


Die Formel 


Vleote —cot (R—r)] = yYleote— cot(k—r)] + Yleotr— cot R| 
drückt einen Zusammenhang unter den Radien £, e‘, r, Ä von vier Krei- 
sen aus, wovon die drei ersten Kreise einander äulserlich berühren, und 
im Inneren des letzten Kreises, der einen jeden von ihnen berührt, ent- 
halten sind. Man kann nun die drei ersten Kreise oder vielmehr ihre 
Radien als gegeben betrachten und daraus den Radius A des sie einschlie- 
[senden Berührungskreises Aalen. Setzen wir zur Abkürzung 


cote =a, cote—P, cotr=y 
so ist 


cot(R—r) = > 
und 


cote — cot(A—r) = 


Erhebt man aber die oben stehende Gleichung zum Quadrate, so findet man 


— cote — cotr + cotR=2yT[eote— cot{R—r)]. y (cotr — cotR), 
oder einfacher 
ar —yae—1). 

Wird diese Gleichung in Hinsicht auf x aufgelöset, so erhält man 

x = 
Die eine Wurzel ist cotä selbst, die andere aber ist die negative CGotan- 
gente des Radius A’ eines Kreises, welcher kleiner als der vorige Kreis 
ist, und die drei gegebenen Kreise äufserlich berührt; also ist 

23% 


= 

2 
A 

A, 

#7 

x 

Br” 

2 
=; 

” 
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ct R = und 


Setzt man im analogen Falle der Planimetrie & = 2 B== n y 


r 


so 
findet man: 


= und 
+ 


welche Formeln nicht viel einfacher sind als die vorigen, und mit den 


von Herrn Steiner im ersten Bande (Seite 274.) dieses Journals für die 
Planimetrie hergeleiteten Formeln übereinstimmen, 


ji 


Wenn wir num die frühere Annahme, dafs sich die beiden Kreise 
um 7» und M innerlich berühren, aufheben, und dagegen annehmen, dals 
sie sich auf ihrer convexen Seite berühren, so lassen sich ähnliche Ent- 
wickelungen machen, worauf wir hier aber der Kürze wegen nicht wei- 
ter eingehen. 


Im März 1831. 


13. Dietlein, zur Theorie der Fuhrwerke. 


13. 


Zur Theorie der Fuhrwerke. 
(Von Herrn Dr. Dietlein zu Berlin.) 


D ie Meinung, dafs hohe Wagenräder gegen niedrige an Zugkraft ersparen, 
ist zwar ziemlich allgemein; aber die Frage, wie viel durch Vergröfserung 
des Halbmessers der Räder eines Wagens, auf einer Stralse, deren Abhang 
und Unebenheiten als gegeben angenommen werden, an Kraft erspart 
wird, scheint noch einer genaueren Untersuchung zu bedürfen. Das Fol- 
gende ist ein Versuch der Erörterung dieser Frage. 


Um die Rechnung zu vereinfachen, soll nur ein zweirädriger Fracht- 
karren betrachtet werden, dessen Ladung zusammen genommen mit dem 
Gewicht der Karrenbäume, der Achse u. s. w. so vertheilt ist, dafs der 
Schwerpunet der ganzen Masse in das Loth durch die Mittellinie der ey- 
lindrischen Achsenschenkel fällt; die beiden Räder sollen ferner als eine 
volle Scheibe, deren ganze Masse gleichförmig auf ihren ganzen Inhalt 
vertheilt ist, angesehen werden. 

Der Halbmesser des Rades sei =[r; 

der der Achsenschenkel und der Büchsen =; 

die Entfernung der Kanten zweier Stralsensteine, zwischen denen das 
Rad die Oberfläche der Strafse nicht berührt, =2e; 

— = sine; 

das Gewicht des Wagens, mit Ausschluls der Räder und mit Einschluls 
der Wagenlast, =L; 

die auf die Mittellinie der Achsenschenkel reducirte träge Masse dieses 
Gewichts = 

das Gewicht des Rades =G; 

die auf die Entfernung r vom Stützpuncte, also ebenfalls auf die Mit- 
tellinie der Achsenschenkel reducirte trüge Masse der Räder =R; 

die Geschwindigkeit der Mittellinie der Achsenschenkel am Ende und 
Anfange des Bogens r® (Taf. II. Fig. 1.) resp. =C und u; 

im Anfange und Ende des Bogens ry resp. =v und 6; 


x 

6 } + 
> 

> 

x 
= 
en 

’ 
X 
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die Kraft welche unveränderlich wirkt, während die Mittellinie der Ach- 
senschenkel den Bogen r® durchläuft, — p; 

für den Bogen rv =P; 

der Neigungswinkel der Straße = X, 


Die beiden zuletzt erwähnten Kräfte bleiben zwar nicht immer mit 
der Oberfläche der Strafse parallel, indem ihr Angriffspunet nicht in un- 
veränderlicher Entfernung von derselben bleibt; allein die Veränderungen 


dieser Entfernung sind so unbedeutend, dafs sie aufser Acht gelassen wer- 
den können. 


Belindet sich nun die Mittellinie der Achsenschenkel im Endpuncte 
des Bogens 79, so wird sie nach der Richtung der Tangente dieses Bo- 
eons von einer Kraft 

pcos(? +(L-+G)sinp 
fortgetrieben. Davon wird aber ein Theil durch die Reibung im Um- 
fange des Achsenschenkels aufgehoben, und dieser Theil ist (wenn x den 
bedeutet) 


(L cos® — psin(®-+%)), 
weil die Seitenkraft G cos& das Rad nur gegen den Stützpunet 4 treibt. 


Die ganze bewegende Kraft ist daher 
peos(O +4) + psin(®+%k) + (L+G)sing — L cos®. 


Diese die Geschwindigkeit der trägen Masse 7/7 + R, wäh- 
rend dieselbe den Bogen r©@ durchläuft, um Pu verändern, wezu eine 
bewegende Kraft 


2ucu 
der 


gehört. Daraus erhält man die Gleichung 


I. +7 sin (D+%k) + (L+G)sin® — — Leos® = WAHR), 


und, wenn man integrirt, 


psin(O+k) cos (®+k)— (L+G) — = Lsn$= (// +R)+Const. 


r 


Fr —kistu=l, also 
—(L+G)cosk +" Lsink— = Const. 
F gr 


und ollstündig 
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psia(P+A) + —p [cos k — cos si 
Für @=:—k sei ee so ist 
= (1—cose) + (Z G) [cos k — cos (e— 
L[sink + sin(e—%)] 


Aber p ist die Kraft, welche mit dem Widerstande des Wagens 
auf der schiefen, vollkommen ebenen Fläche in Gleichgewicht ist; also ist 


p== nen + (L-+6G)sink und 


— EL (1—cos.) 


+ @)sink(1—cose) + (L+G)[eosk — cos 
+ (FR), 


oder 


U: 


Verfährt man in Bezug auf den Bogen ry eben wie bei dem Bo- 
gen r@, und berücksichtigt, dafs E® negativ genommen werden muls, 
weil Y der Richtung der Kraft P entgegenläuft, so erhält man, statt der 
Gleichung (1.) 


und wenn man integrirt 
= R) + Const. 
Fur Y=kist v=C, also 
(L+ G)cosk— sink + = Const., 


und vollständige 


| 
| | 
4sr 
| | 
2vov 
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Psin(y—k)—  P[1—c0s —k)] — (L+ G)[cosk— 
110 . . v? 
— L[sink—sin y] — R) 1, 


In dem Augenblicke, wo die Mittellinie der Achsenschenkel in C 

(Fig. 1.) ankommt, hat sie die Geschwindigkeit U, nach einer auf 4C nor- 
malen Richtung. Da zugleich das Rad gegen 2 fällt, so wird die Bewe- 
gung der Mittellinie nach der Richtung BC aufgehalten, und kann nur in 
einer durch € auf BC normalen Richtung fortgehen, Die Seiten-Geschwin- 
digkeit aber, welche nicht aufgehoben wird, ist 

U cos ACB = VD eos?e = U (1 — 2 sin e?), 
und daraus folgt 

vo U(i—2sine) für Y=ece+%, und 


4. P sine — = P[1— oos:] — 


2 sin 


+ #2 L[sink — sin(e +4] — 
aus (2.) so erhält man 
—L.2sinze|sin(«+ 40) + ER 00s(k+40)] 
G .2sinzesin(k +4) — 
— — (005 25)" sin} + sin $e(eosk 


+G.2sin [cos& + #2 sin +7, 


und hieraus 


202 
1..2sin fe Pr eos(k+ 32) —(cos2e)* (#2 coszesinik®+ sing ))] 


+06G.2sin ze [sin(k+3 &)—(cos2e)’ Se(cosx+ 


2sinie 
oder 
2uo 
L [sin cos(k+} — (cos (+ cos sin sin 1 ( (cosr ))] 
+G (k + — (cos sin Ze (eos k+ sin 2] +8sin&e cos (W+R) cos 
3 r 
P= 


Q 
sin! 
r 


_ 
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Aber € ist nicht die Geschwindigkeit, mit der sich die Mittellinie 
der Achsenschenkel, gleichlaufend mit der Oberfläche der Strafse bis zu 
dem Augenblicke bewegt, in welcher das Rad um 4 sich zu drehen an- 
füngt und welche c heilsen mag. — Unabhängig von der drehenden Bewe- 
gung des Rades bewegt sich die Masse L+-G mit der Geschwindigkeit c, 


und dazu würde eine bewegende Kralt = 7.,(L+6) gehören, wenn die 
Fo 


Geschwindigkeit e am Ende des von der Masse L+G durchlaufenen 
Raumes S erlangt sein soll. Aufserdem aber wird auch noch das Rad 
umgedreht, und dies könnte geschehen, indem man die Mittellinie der 
Achsenschenkel ER mit der Stralse fortbeweste (was ohne Rei- 


bung durch die Kraft 2 ;(2+6) geschehen würde, wenn man zugleich 


ein um den Umfang = rn gewickeltes, vollkommen biegsames Seil 
ohne Schwere, an der Oberfläche der Stralse befestigte und mit der er- 
forderlichen Kraft spannte). Die letztere müßste, da die auf den Umfang 
=7,5'7 Sein, und der in 
der Mittellinie der Achsenschenkel wirkenden hinzugefügt werden. Die 


ganze bewegende Kraft, welche in dem Augenblicke wirkt, wo sich das 
Rad sich um 4 zu drehen anfängt, ist daher =, s(L+3 3G) *), und diese 


reducirte träge Masse des Rades ist, 


*) Dies läfst sich auch so erklären. Offenbar beschreibt jedes Element des Ra- 
des, bei der Umdrehung eine gestreckie Cykloide (dpieyclorde raccourcie). Der An- 
fangspunct der Abscissen der letzten gestreckten Cykloide, welche das llement e des 
Bades (Taf. II. Fig. 2.) unmitteibar vor seiner Ankunft an dieser Stelle beschrieben 
hat, sei a; die Abscisse x; die Ordinate y; Cv= vea’+.0y°) der Weg, den e in 


einem Zeit-Eleinente dt mit gleichförmiger Geschwindigkeit “ durchläuft. Setzt man 


den Wälzungswinkel = p; den Abstand des Elements e vom Mittelpuncte des erzeu- 
genden Kreises (oder dest Halbmesser des beschreibenden Kreises für das Klement ) 
—r'; die Dicke des Rades =D, und das Gewicht einer Einheit des Körpermanises 
von der Materie desselben mr: so wird die ‚Masse des Elements e durch r.op.or‘.Dy 

ausgedrückt. Da da=rsinpdy und so ist 


ev (r +r?—2rr cosp+r”cosp?) = 


e.Ov? 


ist das Moment der Trägheit des Elements e = —6M.c*, wenn A7 die 


auf die mit der Geschwindigkeit c sich bewegende Drehachse des liades reducirte 


träge Masse des letztern ist, also 


Aber 0.dt=r.d@ also 
Crele’'s Journal d. M. Bd. VIII. 2. 23 


x 
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geht auf die Masse über, die aber nun nicht mehr L+3@ ist, sondern 
WR. Hat diese Masse die Anfangs-Geschwindigkeit €, so ist die be- 
wegende Kraft =, W +R), und da diese keine andere als die vorhan- 
dene ist, so erhält man: 

3 

= 

und das dritte Glied im Zähler des Werthes von P in (5.) ist 


2 sin e’)], 


also 


L += cos(k+3 &)—(cos2e)’ (242 cosge 


2 
sin(k+32)— (cos2E)” sinze (cosk+ cosje? — (L+3G)cos &? 
6. . 


— singe 
r 


intesrirt man in Bezug auf p und dp, so erhält man 
r'. Or 
oM = 4 sing]; 


und zwar vollständig, weil Const. = 0, indem die rechte Seite der Gleichung =0 ist 
für Der muls genommen werden bs und es ist 


= 


Integrirt man nun nochmals für ein veränderliches r‘, so erhält man 


Dy r'* 
M= +7): 
und zwar vollständig, weil M=0 für !=0, also Const. =0. Dieser Ausdruck 
von /H muls genommen werden bis =r, und dann ist 
r* r‘+ 


| 2 


r 


®) Dies kann man sich auch so vorstellen. Die Masse Lt3G hat die Ge- 


schwindigkeit c. Daher ist für dieselbe die lebendige Kraft = ' — je ‚ wog 


r 


die Beschleunigung der Schwere bezeichnet. 


In dem Augenblicke, wo die Umdrehung in A (Fig. 1.) anfängt, verwandelt 
sich die auf die Drehachse reducirte träge Masse in W+-R, und auf diese wirkt nur 
die Kraft, zu welcher die vorhandene lebendige Kraft gehört. Wirkte W+R 
der L+3G entgegen mit der Geschwindigkeit C, so mülste für das Gleichgewicht 
die lebendige Kraft von /+R der von L+3G gleich sein, also 

(L+36)c? (WHR) „er 


28 25 


(1 
I — 
2 
a) > 
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Hierbei ist zu bemerken, dafs 3G=R ist. Wird nemlich, wie im 
Eingange erwähnt, das Rad als eine Scheibe angesehen, deren Halbmesser 
—r und deren Dicke =D ist, so ist (Taf. II, Fig. 3.) der Inhalt des Aus- 
schnitts 

Aber zs=?rcosP, also 

und das Moment der Trägheit des Elements 
z0A.Dy = 16r!Dy (c0os9— 29 cos@’sin®) 99, 
wo y das Gewicht einer Einheit des Körpermaalses von der Materie des 
Rades ist. 

Die Integration giebt das Moment der Trägheit für ein Prisma, dessen 
Grundfläche der Ausschnitt 4, dessen Höhe D, und dessen Gewicht ADG = 
Dy(zcosP'’® + -+ 25,9) + Const. ist. 

Es ist =0 für 9=0, also Const. =0, und wird genommen bis 
; daher ist das Moment der Trägheit des ganzen Rades, oder 


® 
| 


Für e=0 wird P=?°2. Man könnte zwar das Differential des 


Züählers und des Nenners für ein veränderliches e suchen, und in dem neuen 
Bruch e=0 setzen. Dies ist aber weitläufig, und mag unterbleiben, weil 


sich leicht übersehen läfst, dafs für e=0, P= een +(L+G)sink wird. 


Für r=»x iste=0, aber G=x, und daher P= =, Hieraus 


folgt zwar noch nicht mit Bestimmtheit, dals P= & ist, aber es lälst sich 
leicht übersehen, dafs für r=x sein muls 


P= #2 (L+0'#Dy)sink = «, 
so lange k& nicht = 0, oder der Weg nicht wagerecht ist. 
Da sin:=—, und sine Z 1, so muls auch P für = >1oderr<e 
unmöglich werden. 


Für r=e, also sne=1, cose=0, wird zwar, wenn man (6.) 


unverändert beibehält, 

P== 4 r r 
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und für 0 


r ’ 


aber man mufs bedenken, dafs von —- an die Mittellinie der Achsen- 


schenkel ein Bestreben hat, den Halbmesser BC nach unten zu drehen, 
so dafs von hier an U? in (2.) negativ gesetzt werden muls, und die Glei- 


chung (6.) für > nicht mehr anwendbar ist. Da solche Fälle nicht 


vorkommen, so scheint es nicht nöthig die Untersuchung darauf auszudehnen. 

Da für mur P=o ist, so ist abzusehen, dafs für 
irgend einen Werth von r, P ein Kleinstes werden müsse. Wollte man 
aus (6.), nachdem man darin statt G seinen Werth r?#=Dy gesetzt hütte, 


-— suchen, und = setzen, um eine Gleichung für r zu erhalten, so würde 
Or 
dieselbe von einem sehr hohen Grade sein, da sine=— und cose= V(ı-%) 
r 


gesetzt werden mülste, und wenigstens wird nicht allgemein sich finden 
lassen, für welchen Werth, oder für welche Werthe von r, = z9 wäre. 


Es scheinen daher nur Versuchsrechnungen übrig zu bleiben, von 
welchen hernach ein Beispiel vorkommen soll. 

Vorher mag noch bemerkt werden, dals für k=0, also für eine 
wagerechte Stralse, die Gleichung (6.) sich in 


292 
{D 
ze+ cos — (cos2 2)? )] 


2 
[sin — (cos sin$e] 2sin Ze cosz.&* cose*? — (L-+36) 


7. P= 
r 
verwandelt. 
Um die folgende Zahlenrechnung, wo P aus (6.) für r=?', e=0,1', 
sine = 0,05 und sin“ = 0,05 gesucht werden soll (was einem star- 


ken Abhange des Weges und einer sehr rauhen Bahn entspricht), zu er- 
leichtern, setze man in (6.) e=%, so erhält man 


L 37: 3 2 r 0? 
sin? cos$k — (cos2k)? | coszksinik?4 sinzk + 


+@]sin — (cos?k)sinzk (cos sin +2 sinzk cos$k? (L+3G)cosk? 
. 


sinzk* 
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Setzt man hierin 7, = 12000 Pfund (was etwa für einen schwer be= 
ladenen sechsspännigen Frachtkarren gilt), G=r’rDy=4.7.3.1WW0 Pf. 
— 618,6 a—=0,1l, e=3Fuls und 15,625 Fuls, so er- 


hält man 


;62,66899 572884 185,85360 880,09540 
= = = 8550,3736. 
also auf jedes Pferd 146,7289 Pfund. 
Wird aber r=3 gesetzt, also in (6.) G=9.7.3.10 = 211,4, 
sine= 75, und lüfst man alles Übrige unverändert, so erhält man 


640,662552 ++ 106,206171-+97,043544 __ 843,912567 D 
0,99980543682 70,99980543682 544,0766 Pf. 


Es wird also durch Vergrößerung des Halbmessers von 2 Fuls auf 
3 Fuls 880,3736 — 844,0766 = 36,297 Pfund, also beinahe „7; der bei 
4 Fuis hohen Rädern erforderlichen Kraft erspart. 

Daraus sieht man, wie vortheilhaft hohe Räder gegen niedrigere 
sind. Viel über 6 Fufs im Durchmesser werden die Räder nicht sein Kön- 


nen, weil für solche Räder schon 
(L+G)sink = 746,07 Pfund 


Kraft nöthig sind, und, für ein größeres r, P wieder zunehmen mülste, 


wenn so hohe Räder auch nicht, wie es der Kall ist, andere Nach- 
theile hätten. 

Der Vortheil, welchen die Vergrößerung des Halbmessers des Ra- 
des, in Bezug auf die Unebenheiten der Strafsen gewährt, fällt noch mehr 
in die Augen, wenn man den Theil der Kraft besonders berechnet, der 
darauf verwandt wird. Für die 4 Fufs hohen Räder ist 


—L + (L+GC)sink = 691,430 Pfund, 
also die Kraft zur Überwindung der Unebenheiten der Oberfläche der 


Stralse = 880,373 — 691,430 = 188,943 Pfund. Für die 6 Fufs hohen Räü- 
der aber nur 844,07 — 746,07 = 98 Pfund, also nur die Hälfte von der 


vorigen. 
Übrigens wird die Dicke der Räder kaum, wie oben angenommen, 


im Verhältnifs der Höhe derselben, zunehmen müssen. 
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14. 


Kinige Sätze aus der Geometrie der geraden Linien. 
(Von Herrn Prof. M. L. Frankenheim zu Breslau. ) 


Über Coordinaten-Veränderung. 


Man ist in der Krystallographie oft genöthigt Coordinaten- Veränderun- 
sen vorzunehmen. Da die bisher bekannten Formeln nicht überall, be- 
sonders bei schiefwinkligen Axen, genügen, so theile ich die folgenden 
mit, die für alle vorkommenden Fälle ausreichen. 

1. Die Goordinaten eines Punctes (#) nach den Axen S, 7, R zu 
bestimmen, wenn seine Lage nach den Axen X, F, Z bekannt ist. Beide 
Axensysteme durchkreuzen sich in demselben Puncte (C). 

Die Aufgabe kann gelöset werden, sobald von drei Puncten die 
Lage nach beiden Axensystemen bekannt ist. Die Fälle, wo diese Be- 
diugung nicht hinlänglich ist, ergeben sich aus den Gleichungen selbst. 

2. Die Coordiuaten der drei Puncte 


nach der Axe X sind a, a‘, a”, 
[4 

. - - Y- 

nach der Axe 5 sind d, d’, d”, 


- 
Die Entfernung der drei Puncte von = 3, g‘, sind Functionen von 
2, @' u.s.w. und der Winkel zwischen den Axen A, 7, Z. 
Die Coordinaten des Punctes 4 für 
das erste Axensystem x, y, >, 
das zweite - - 
und vo die Linie von C nach A. 
Von allen diesen Gröfsen ist nur s, £, u unbekannt, und es soll eine Glei- 
chung gefunden werden zwischen ihnen und x, y, =. 
3. Man kann sich die Linie v als die Diagonale eines Parallele- 
pipeds denken, dessen Seiten == ng, m’g’ und m’'g‘ sind und in den 


Linien 2, liegen. 
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So ist für das erste Axensystem 


md — x, 

mb’ - ml" y, 

mc + m’c' + :; 
für das zweite Axensystem 

md-- m'd + m'd' s, 

m’e' m'c' t, 


4. Man setze der Kürze wegen 
p= + ca‘b‘ 
— — ch’ a" — ba‘ 
so folgt aus den ersten drei Gleichungen: 

pm’ (be —c"b)e + (ec 

(be! —ac)y+(ab’—ba')z, 
woraus zn, m’, m’ und dadurch s, f, gefunden werden. 

Wenn eine durch zwei dieser Puncte gelegte Linie, oder die durch 
die drei Puncte gehende Ebene in den Anfang der Coordinaten fällt, so 
wird a=0 und s, Z, u nicht völlig bestimmt. 

6. Diese Formeln finden bei rechtwinkligen wie bei schiefwink- 
ligen Coordinaten ihre Anwendung, selbst da, wo die Coordinaten auf eine 
von der gewöhnlichen abweichende Art bestimmt werden. Diese, die 
parallele, besteht nemlich darin, dafs man von dem zu bestimmenden 
Puncte aus eine der Axe X parallele Linie zieht, bis sie die Ebene XY 
trift, und eben so mit den Axen Y und Z verführt. Man kann aber auch 
von dem Puncte 7 aus, unter einem Winkel, der nicht einmal für alle 
Axen derselbe zu sein braucht, Linien auf die Axe ziehen und in den 
dadurch gebildeten Dreiecken entweder die von 4 oder die von C aus- 
gehenden Linien zu Coordinaten wählen. Sind in dem letzten Falle die 
Winkel rechte, so hat diese Art von Coordinatenbestimmung, welche man 
die perpendiculaire nennen könnte, zuweilen einige Vorzüge vor der 
gewöhnlichen, parallelen. Wir bedienen uns jedoch im Folgenden mır 
der parallelen Coordinaten. 

7. Gewöhnlich ist die Lage der Linien S, 7, U zu dem ersten 


Axensysteme bekannt, die drei Puncte liegen also auf den Axcn S, 7, 7 
selbst; es werden 


179 


150 14, Frankenheim, geometrische Salze zur ÄKrystallographie, 


e, d' d’, 0, 
e=g, f"=g", wd 
t=mg, u= mg“, 


wo 2 durch die Gleichungen des $. 4. gefunden wird. 


11. Das Gesetz der Rationalität *). 


Die vornelmste Aufgabe der Krystallographie ist die Beobachtung 
und Berechnung der Neigungen der Krystalllächen gegen einander. Ihre 
Grölse oder ihre Entlernung vom Mittelpuncte ist von untergeordneter 
Bedeutung. Aus der Neigung wird die Lage der Flächen zu gewissen 
Hauptaxen abgeleitet. Im der Art und Weise, diese Lage zu bestimmen, 
oder auch blols in der Terminologie, unterscheiden sich die verschiede- 
nen krystallographschen Methoden. Die anschaulichste von allen bisher vor- 
geschlagenen ist die von Weiss, der die Puncte angiebt, wo drei sich 
kreuzende Linien von den Flächen erreicht werden. Für physicalische 
Untersuchungen ist's jedoch vortheilhafter, statt der Flächen die Linien zu 
wählen, die auf ihnen senkrecht stehen, die Normalen, wie sie Nau- 
mann nennt. Diese Linien siad die Richtungen der Kräfte, welche die 
Flächen selbst der Krystalle in Beziehung auf Kohäsion, Elasticität, Licht, 
Wiirme, Eleetrieität hervorbringen. Durch ihre Grölse kann man nach 
Belieben die Entiernung der Flächen von einem Mittelpuncte oder die In- 
tensitäten jener Kräfte bezeichnen. Wir werden im Folgenden nun diese 
Normalen berücksichtigen und annehmen, dals sie sämmtlich von dem 
Punet ausgehen, in welchem sich die Axen kreuzen. 


Die Gleiehbung einer Normale ist daher Verschie- 


dene Normalen haben für «, ß, y, verschiedene Werthe, allein die Man- 
nichfaltigkeit ist durch folgendes Erfahrungsgesetz beschränkt: 

Man kann die Axen stets so wählen, dafs wenn ß, y’ 
die Coordinaten zweier bei einem Krystall vorkommenden Normalen sind, 


a! 


ein rationales Verhältnifs gegen einander haben; oder wenn 
d 
man setzt, was immer erlaubt ist, so sind und rationale 
Größen. 


*) Vgl. zu diesem Abschnitte Naumanns „Beiträge zur Krystallonamie” und 
Kupffer. Poggend. Annalen VIII, 61. 
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Dieses ist das Gesetz der Rationalität, das einzige, welches man 
bis jetzt als allgemein gültig erkannt hat. Fast alles, was man bisher in 
der allgemeinen Krystallographie gethan hat, ist Folge dieses Gesetzes, 
oder dieses Gesetz auf eine andere Weise ausgedrückt. Beschränkungen 
in der Lage oder den Verhältnissen der Axen, die man hin und wieder 
aufgefunden zu haben glaubte, sind sämmtlich als ungegründet erwiesen. 

2. Die Größen «, ß, Y bestehen daher gewissermalsen aus zwei 
Factoren, einem irrationalen und einem rationalen. Jener ist für alle Nor- 
malen eines Krystalls derselbe; dieser nach den Normalen verschieden. 
Setzt man u=0A, B=bB, y=cL[, so wird für eine andere Normale 
a =a'd, P=b'B, sein. 

Bie absoluten Werthe von 4, B, C sind gleichgültig, wenn nur 
ihr Verhältnifs dasselbe bleibt. Auch dieses kann auf sehr mannichfal- 
tige Weise bestimmt werden; man kann aber immer eine solche Wahl 
treffen, dals die Coeffieienten «e, b, ce den einfachsten Gliedern der Zah- 
lenreihe gleich werden. 0, #1 sind die gewöhnlichsten \Werthe, seltener 
schon + 2, und noch größsere Zahlen werden bei einer schicklichen Wahl 
der Axen nur in verhältnilsmälsig wenigen Fällen beobachtet. 

Das nach diesen Angaben festgesetzte Verhältnis 4, DB, C wird 
das Grundverhältnifs genannt, und sämmtliche Flächen, deren Coor- 
dinaten «A, BB, cC und a, b, ec rationale Zahlen sind, bilden die Kry- 
stallreihe. 

3. Es fragt sich nun, welche Normalen einer Krystallreihe die 
Kigenschaft haben, dafs Axen ihnen parallel gezogen, dem Gesetze der 
Rationalität entsprechen ? 

Man verändere die Axen und nehme statt derjenigen, bei denen 
sich das Gesetz aussprach, drei andere Linien, deren Coordinaten «, ß, y, 
sind; setze als Coordinaten einer Normale die Reihe 
x, yB, zC für das erste Axensystem und sD, tE, uF für das zweite. 
indem 4: B:C das Grundverhältnifs dort, und D:E:F dasselbe hier aus- 
drückt, so ist nach den Gleichungen I. 4. und 1.7. 

ptE= 

Sollen hierin die irrationalen Gröfsen D, E, F von x, Y z unab- 
hüngie sein, so ß, Y; sich durch bD, ct, 


tote) 
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b4’B u.s. w. ausdrücken lassen, in denen a, b, c, a’, b’.... rational, 4, 
B, € irrational sind, also der Krystallreihe angehören. In diesem Falle 


werden die Verhältnisse z : Fr : = rational und unabhängig von x, y 


und z. Die Verschiedenheit der Normalen spricht sich nun in den Grö- 
[sen s, f, u aus, die rational und eine Function von x, y, z sind. 


4. Dem Gesetze wird daher durch jede Axe Genüge geleistet, die 
einem Gliede der Krystallreihe parallel läuft. Aber welches Glied man 
wählen soll, hängt von der Lage der beobachteten Flächen und ihren phy- 
sischen Eigenschaften ab. Wo sich drei Flächen von den übrigen durch 
ihre Theilbarkeit auszeichnen, erlangt man allezeit die einfachsten Coef- 
fieienten, wenn man die Axen senkrecht auf ihnen annimmt. Wo die- 
ses nicht der Fall ist, wird die Wahl schwankender, und es kann gesche- 
hen, dals Axen, die für die bis dahin beobachteten Flächen allen Anfor- 
derungen genügten, geändert werden müssen, wenn man neue Flächen 
beobachtet. 


5. Kürze ist in jeder Terminologie ein Haupterfordernis. Man 
bezeichne daher eine Linie, deren vollständige Gleichung 


Um die X Zeichen auszudrücken, schreibe man z. B. für +0eA, a’ und 
für —a4, a‘, behalte « ohne Strich bei, wo es auf den Unterschied der 
+ Zeichen nicht ankommt. 
(12° 3) bedeutet daher eine Normale, deren Coordinaten sich 
wie #4, +2Bb, —3C verhalten. 


6. Eine durch zwei Linien (@bc) («ßy) gehende Ebene hat die 
Gleichung 
+ CAlca—ay)y+ AB(aß—bea)z = 0. 
Die Coefficienten verhalten sich also wie 
by—cß ca—ay „aß—b«a 
” B 
Simmtliche Flächen bilden daher eine ähnliche Reihe wie die Normalen, 


von «ler man als Grundverhältnifs : annehmen kann. Dieser Reihe 


gehören im Allgemeinen die auf den Normalen senkrecht stehenden Flü- 
chen nicht an. 
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Linien und Winkel. 


Um eine Krystallreihe vollständig zu characterisiren, sind fünf Grö- 
fsen nöthig, die drei Winkel und die Grölsenverhältnisse zwischen den 
Axen. Jene können unmittelbar an drei Normalen beobachtet werden, 
die man den Axen parallel nehmen und durch (100), (016) und (001) 
bezeichnen kann. Um aber die Verhältnisse zu bestimmen, muf[s man 
noch eine vierte Normale beobachten können. Setzt man diese etwa (111), 
so darf man nur aus den Winkeln zwischen dieser Linie und den drei 
ersten die Gleichung derselben aufsuchen, und hat man gefunden, dafs diese 
Ax—=By=(z ist, so ist 4:B:C das verlangte Grundverhältnils, 

Die vierte Linie darf jedoch nicht in der Ebene zweier Axen liegen; 
ist dieses der Fall, und das Zeichen etwa (110), so kann zwar das Ver- 
hältnifs #:b gefunden werden, aber £:C oder B:C bleibt unbekannt, 
wenn nicht überdies noch eine Normale in den Ebenen AY oder ZA 
beobachtet wird. 


1. Um eine Krystallreihe zu bestimmen, sind also vier Linien nö- 
thig, von denen nie mehr als zwei in einer Ebene sein dürfen. Zwi- 
schen ihnen sind sechs Winkel. Die Gröfse der Linien ist zwar willkürlich ; 
indem aber die vierte Linie die Diagonale eines Parallelepipeds ist, dessen 
Seiten in die drei ersten Linien fallen, so sind drei Verhältnisse zwischen 
Linien zu berücksichtigen. Also im Ganzen neun Grölsen. Es reichen 
aber die drei Winkel und die zwei Linienverhältnisse zwischen den Axen 
hin, die Lage der vierten Linie vollkommen zu bestimmen; es werden 
deshalb vier von jenen neun Gröfsen Functionen der übrigen fünf sein. 
Diese wollen wir aufsuchen. Man könnte diese Aufgabe behandeln wie 
die ähnlichen in der Trigonometrie, nur mit dem Unterschiede, dals man 
in der ebenen Trigonometrie mit fünf oder eigentlich nur vier Grölsen 
operirt, in der sphärischen mit sechs, hier aber mit neun; und die Wich- 
tigkeit fast aller einzelnen Fälle für die Krystallographie würde die Ausführ- 
lichkeit rechtfertigen. Wir wollen uns jedoch hier auf wenige Sätze be- 
schränken, Folgende Methode führt schnell zum Ziele. 


2. Es seien x, y, z, u vier von einem Puncte ausgehende Linien 
nd 4 der Diagonale des aus x, Y, 5 gebildeten Parallelepipeds gleich, 


aber an Richtung entgegengesetzt. R 
24? 
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Die sechs Winkel zwischen den Linien werden bezeichnet durch 
(zu) (xy) (22) (yu), 
so ist es leicht, folgenden Satz zu beweisen: 

Wenn man eine Linie 7 durch den Kreuzpunct der Linien zieht, und 
die Winkel, welche £ mit &, y .... macht, durch (£x)(£y).... bezeich- 
net, so ist 

cos(tx) + yeos(ty) +zcos(tz) +ucos(tu) = 0, 
3. Hieraus folgen unmittelbar folgende vier Gleichungen 
(1) z+ycos(ey) + zcos(ez)+ ucos(zu) = 0, 
(1) = 0, 
(HE) Fycos(sy) +z-+ucos(zu) = 
(IV.) zcos(ux) -Fycos(uy)+ zcos(u2)+u = 
Aus diesen von einander unabhängigen Gleichungen können durch Elimi- 
nation die Data gefunden werden, die zur Auflösung sämmtlicher Aufga- 
ben hinreichen. Sie zeigen auch, dafs die vier Linien und die sechs Win- 
kel einander vollkommen symmetrisch sind. In der That, wenn u die 
Diagonale zu x, y, ist, so ist's x zu y, z, u.85.W. Wir werden da- 
her im Folgenden von den symmetrischen Gleichungen immer nur eine 
aufführen. 

4, Multiplieirt man die Reihe (IV.) mit z, und substituirt aus den 
übrigen Gleichungen die Werthe von ucos(ux), ucos(uy), u cos(uz), 
so findet man 

a 2yzcos(yz) + cos(zx) cos(ry), 
und ähnliches für y’, 

5. Man berechne aus (T.) u°cos’(zu) und vergleiche das Resultat 
mit $. 4., so findet sich 
sin’ (ux) = y* sin’(yx) + sin’(sa) + 2yz[cos(yz2)— cos(yx) cos(zx)]. 

Alınliche Gleichungen für usin(uy), usin(22), usin(ey) ws. f. 

6. Merkwürdig ist die Gleichung 

= 
blofs zwischen fünf Gröfsen, indem schon vier Grölsen eine fünfte kennen 
lehren. Diese fünf reichen aber nicht hin, noch eine sechste zu bestimmen. 

7. Ich übergehe mehrere andere Gleichungen zwischen den Linien 
und Winkeln, und theile nur noch folgende mit, in denen wenigstens fünf 
Winkel vorkommen, und die wie ich glaube noch nicht bekamnt sind, ob- 
oleich sie in der Krystallographie sehr oft angewendet werden können. 
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Da die Lage des Systems schon durch fünf Winkel vollständig be- 
stimmt wird, so muls es eine Gleichung geben, in welcher blofs die seclis 
Winkel vorkommen, aber keine Linie. Diese ist 
2= 

Völlig symmetrisch zwischen den sechs Winkeln, aber zu complieirt, um 

zur Berechnung des sechsten Winkels aus den übrigen dienen zu können. 


8 Minder symmetrisch, aber zur Berechnung geeignet ist die 
Gleichung 
0 = cos(ux)sin’(yz) + aß + cos(s&) [cos (ux) —cos(yz) cos(uy)] 
+ 


Ahnliche Gleichungen für die übrigen Winkel, wenn man setzt: 


= 1— cos?(yz) — cos’(zx) — cos? (xy) + 2cos(yz)cos(sx) cos(xYy), 
= 1— cos’(zu) — cos’(uy) — cos?(yz) + 2cos (zu) cos(uy) cos(yz), 
= 1— cos’(ux) — c0s’(x2) — 005°?(zu) 2cos(ux) cos (x 2) cos (su), 
0° = 1— 008° (xy) — 008° (y u) — cos(ux). 


Die Gröfsen «, P, kommen bei der Entwickelung der einzel- 


nen Aufgaben sehr häufig vor. Sie sind leicht zu berechnen, indem z. D. 

2 2 2 

Auch die Gleichung für cos(ux) in diesem $. kann etwas geschmeidiger 

gemacht werden. 


4sin 


9. Sind die sechs Winkel durch Beobachtung oder Rechnung ge- 
{funden, so ergiebt sich für die Seiten 
uszıyız m a: 
Die Aufgaben der letzten beiden $$. kommen am häufigsten vor, denn 
selten sind die Seiten anderweitig bekannt, fast immer muls die Lage der 
iänien aus den Winkeln berechnet werden. 


10. Zum Schlusse will ich noch einen neuen Beweis einer in der 
Krystallographie sehr häufig vorkommenden Gleichung mittheilen. 
u habe die in $. 2. angegebene Lage zu &, y, 5 eine ähnliche 
Lage zu x’, y‘, z’ habe z, so ist 
cos(ux) + y’cos(uy) + z’cos(uz) tcos(ut) = 0; 


1:7 

\ 
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multiplieirt man diese Gleichung mit z, und substituirt aus $. 3. die Werthe 

ucos(uz), wcos(uy), ucos(uz), 80 findet man 

utcos(uf)—= ze +yy' 

Für rechtwinklige Coordinaten ist bekanntlich 

utcos(ut) = +yy'’+z7. 

Wir berücksichtigen die Anwendung auf Krystallographie nicht nä- 
her. Sie ıst leicht, und kann mit geringen Modificationen auf Flächen 
ausgedehnt werden, die nach Weiss’s Methode oder der ihr sehr ähn- 
lichen Naumann'’s durch die Puncte bezeichnet werden, in denen sie die 
Axen treffen. Noch weniger können wir uns auf die einzelnen sogenann- 
ten Krystallsysteme einlassen. Die Formeln werden in der Regel viel 
einfacher, und wenn man die bekannten Kunstgriffe der Trigonometrie 
auwendet, oft sehr geschmeidig. 


| 
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15. 
Ableitung des Fermatschen und Wilsonschen Satzes 
aus einer gemeinschaftlichen Quelle. 


(Von Herrn Prof. Dr. Grunert zu Brandenburg. ) 


1. 


Seien im Folgenden a und p stets relative Primzahlen. Alle Zahlen, 
welche zu p relative Primzahlen und kleiner als p sind, sollen durch 
1, 
ihre Anzahl durch 9 bezeichnet werden. Unter diesen Voraussetzungen 
lassen sich folgende Sütze beweisen, wobei ich Begril!' und Zeichen der 
Zahlen - Congruenz als bekannt voraussetze. 
2. 
In Bezug auf p als Modulus können nie zwei Glieder der Reihe 
(Ne, (Va, (3)0, (Ha, .... (pa 
einander congruent sein. 

Wären (k)e, (k')a irgend zwei Glieder dieser Reihe, sc wäre, für 
auch d.i. durch > theilbar. 
Da nun a und p relative Primzahlen sind, so mülste (k)— (4‘) durch p» 
theilbar sein, welches ungereimt ist, da (k)— (k‘), seiner absoluten Grölse 
nach, wegen der Voraussetzung (1.), oflenbar <p ist. 

3. 

Jeder bei der Division eines Gliedes obiger Reihe durch p bleibende 
Rest ist mit » relative Primzahl. 

Sei ()a=pp'-+r. Wären nun > und r nicht relative Primzah- 
len, also beide durch die Primzahl 6 >1 theilbar, so würde 6 auch in 
(k)@ aufgehen, und folglich, gegen die Voraussetzung, entweder (A) oder 
a mit > nicht relative Primzahl sein, weil nach einem sehr bekannten 
Satze ö# entweder in (A), oder in @ aufgehen mülste. 

4. 

Da nun nie zwei Glieder der obigen Reihe einander congruent sind, 
so bleiben bei der Division derselben durch p lauter ungleiche Reste, 
welche natürlich sämmtlich kleiner als p, und nach (3.) mit p relative 
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Primzahlen sind. Diese Reste sind also keine andern als die Zahlen 


(1), (2, (do... (7); 


ohne Rücksicht auf ihre Ordnung in Bezug auf die Glieder der in Rede 


stehenden Reihe. 
5. 


Die Einheit ist immer mit p relative Primzahl und <p. Also muls 
unter diesen Resten immer einer vorkommen, welcher = 1 ist, und folglich 
unter den Gliedern der in Rede stehenden Reihe immer eines, welches =1 
ist, aber auch nur eines, da nie zwei Glieder einander congruent sind (2.). 

6. 
Weil «, p und (k), p, also auch bekanntlich (k)«?, p relative Prim- 
zahlen sind, so gilt für jedes (k) alles Obige auch von der Reihe 
immer in Bezug auf p als Modulus. 

Wäre das der Einheit congruente Glied vorstehender Reihe (5.), = 
(k)aık)Z 1, so wäre, wegen pa’(k)=0, nach einem bekannten Satze 
(Me In diesem Gliede ist nicht = (k), 


I, 


+1, 


— 
4... 2=0, 2 durch p theilbar, p selbst =? wäre, welchen Fall wir 


fürs Erste ausschliefser. indem wir nachher wieder auf denseiben zurück- 


weil sonst zugleic 


‘olglich 


.ommen wollen. 
8. 


Für verschiedene (A) und (k‘) kann nie 
+ 
sein. so dafs nemlieh die obern und untern Zeichen sich auf einander be- 
ziehen, weil sonst (k) a’(n) =Z(k')a’(n) wäre, gegen (2.), verbunden mit (6.). 
Jo 


Man betrachte jetzt die Reihen 


Mad), Va), (Mar) 
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In jeder dieser Reihen giebt es nach dem Vorhergehenden ein Glied, wel- 
ches =1 ist, aber auch nur eines, Wäre in einer dieser Reihen dieses 
Glied von der Form (k)«’(k), so könnte man statt dessen in dieser Reihe 
das Glied [p— (A)]e )=—]1 setzen, welches nicht von der in Rede 
stehenden Form ist. Also giebt es in jeder der obigen Reihen ein Glied, 
welches = +1, und nicht von der Form (k)«?(k) ist. 

Auch können in irgend zwei dieser Reihen nach (8.) nicht zwei 

gleichstellige Glieder 

(n)ork) = +1, rl 
vorkommen, so dafs nemlich die obern und untern Zeichen sich auf ein- 
ander beziehen. Kümen aber in zwei Reihen zwei gleichstellige Glieder 

Fl 
vor, wo wir sich wieder die obern und untern Zeichen auf einander be- 
ziehen lassen, so wäre 

FILE 0. 
Also mülste p in dieser Grölse, folglich, weil p mit (72) und @ oder «@? re- 
lative Primzahl ist, in ()-+(k‘) aufgehen. Da aber (k)<p, (k)<p, 
<2 ist, so kann dieser Quotient nur = 1 
sein. Demnach ist (kJ) + (k) = p. 

Statt der beiden obigen Glieder könnte man entweder 
[PA (FH) +1, oder 
Fi 

setzen, wo nun nach (8.) nicht p— (r) = (n) ist. Wäre, indem man z.B. 
das Erste thäte, etwa p—(2)= (k‘), so würde man das Zweite thun, wo 
nun nicht p—(r2)= (k) sein wird, und umgekehrt. Keines der neu ein- 
geführten Glieder kann nun noch mit einem gleichstelligen Gliede einer 
der übrigen Reihen auf die Weise übereinstimmen, dafs das eine = +1, 
das andere = +1 ist, weil ja immer für jede zwei solche Reihen (4) + (4) 
=—=p ist, und eine Übereinstimmung dieser Art also immer nur in zwei 
bestimmten zusammengehörenden Reihen statt finden kann. 
10. 
Betrachten wir nun wieder die Reihe 
(1)a, Da, (3)a, (Ha, .... 

so erhellet aus dem Öbigen (9.) deutlich, dafs sich die Glieder derselben 
immer so zu zweien ohne W iederholung eines Gliedes mit einander verbin- 
den lassen, dafs jedes der diesen Verbindungen, deren Anzahl oflenbar = 47 

Crolle’s Journal d. €. Bd. VII. HN. 2. 25 
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ist, entsprechenden Producte Z + 1 ist. Das Product aller dieser Producte ist 
—= (1).02).8). 
Folglich nach einem bekannten Satze von der Congruenz der Zahlen: 
Dals 9, die Anzahl aller der Zahlen, welche kleiner als > und zu p rela- 
tive Primzahlen sind, stets eine gerade Zahl ist, kann leicht gezeigt wer- 
den. Ist nemlich überhaupt (k) mit p relative Primzahl und <p, so ist 
auch »7—(k) mit p relative Primzahl und <p. Wären nemlich p—(k) 
und p durch 5 theilbar, so mülste $# offenbar auch in (k) aufgehen, und 
p und (k) wären also, gegen die Voraussetzung, nicht relative Primzahlen. 
Die Zahlen, welche mit p relative Primzahlen und < p sind, sind dem- 
nach immer paarweise verbunden, woraus das zu Beweisende [olgt. 


11. 
Da nach (4.) die bei der Division von 
(1)a, (Ya, (3)a, (4)a, 0... (Me 
durch > bleibenden Reste ohne Rücksicht auf die Ordnung 
N, 
sind, und jeder Dividendus offenbar seinem entsprechenden Reste congruent 
st, wie aus dem Begriffe der Congruenz der Zahlen unmittelbar folgt, so ist 


1.2.3.0 
Folglich geht p in (1).(9).(3) ....(9).[e’—1], also, weil es mit (1), (2), 
(3)... relative Primzahl ist, in a’ —1 auf. Also 
—1Z==0 (Mod.p), (Mod.p). 
Ist p eine Primzahl, so sind die Zahlen, welche <p und zu p relative 
Primzahlen sind: 
Die Anzahl dieser Zahlen ist =p—1. Im vorliegenden Falle also 7 = 
p—1. Folglich, wenn p eine Primzahl ist, die in @ nicht aufgeht: 
(Mod.py), (Mod.p). 
p darf in @ nicht aufgehen, weil nach (1.) « und p im Allgemeinen rela- 
tive Primzahlen sind. Für p = 2, welcher Fall oben ausgeschlossen wor- 
den ist, gilt diese Congruenz auch. Da 2 nemlich in « nicht aufgehen 
darf, so ist @ eine ungerade, @—1 eine gerade Zahl. Also offenbar 
—ı = 0 (Mod.2), (Mod. 2.). 
Dies ist der Fermatsche Satz. 


’ 
= 


15. Grunert, Ableitung des Fermatschen und Wilsonschen Salzes. 191 


12. 

Nach (10.) ist 

(Mod. p). 
Dies gilt auch für «=1. Also 

Nur in dem Falie, wo p eine Primzahl ist, wollen wir bestimmen, welches 
Zeichen genommen werden muls, da die allgemeine Untersuchung hierüber 
jetzt nicht zu unserm Zweck gehört. 

Ist » eine Primzahl, so sind 
1), 9, 3 Hy 
wie wir schon in (11.) gesehen haben, die Zahlen: 
3, 4 ....p—1. 


Also immer 
. 0 p—1l)=+l1l (Mod. p). 


Wäre nun in (6.) für e=1: 


(k)(k) +1 (Mod. p), 
= — 1] + 1]=0 (Mod. p). 


Folglich wäre dieses Product, und demnach, da p eine Primzahl ist, ent- 
weder (k)—1 oder () +1 durch p theilbar; also, da (k) <p ist, ent- 
weder (k)=1, oder (k)=p—1. In diesem Falle lassen sich folglich 
die Glieder der Reihe 
2,3, 4,5,6,....p—2 

immer so, ohne Wiederholung eines, zu zweien unter einander verbinden, 
dafs jedes der erhaltenen Producte = +1 ist, da hier oflenbar alle son- 
stigen Unterscheidungen in (6.) nun wegfallen. Nach einem bekannten Satze 
von der Congruenz der Zahlen ist also, wenn p eine Primzahl ist, immer 


(Mod.p). 


so wäre 


Aber =0, 1=1, pP 
—1(—1)=—1, immer für p als Modulus. Folglich auch 


2.3.4.5 (Mod. p), 
1 (Mod. p), 1.2.3.4... (p—1) +1=0 (Mod. p), 
so dals also jede Primzahl p immer in 1.2.3.4....(p—1) +1 aufgeht, 
welches der nach Wilson benannte Satz ist. Fürp=? it I+1=? 
natürlich auch durch 2 theilbar, so wie auch in diesem Falle offenbar 
(Mod. >) ist. 
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16. 


Observationes in fractiones continuas. 
(Auct. Stern, Dr. phil. Goeltt. ) 


(Epitome dissertationis mense Mart. anni 1829 script.) 


F ractio continua a+ — quam ıta designabo (ac, RR 
a a 


Am 
vatur in fractionem vulgarem, nulla prorsus reductione facta. Tum po- 
nam numeratorem hujus fractionis —=a, denominatorem 


); resol- 


itaque Q„, @ mumerator fractionis =) in vulgarem re- 
An—ı a 
solutae, ejusque denominator @,„.,,@. Cum sit — 
r, Am 
Q,, Anm 


0,0, = On +b,.0, On 
similique ımodo 


Constat etiam esse 
ideoque 
Ex formulis (1.) et (2.) sequitur: 


0, 


vel 
b, (a, =0O. 
Cum autem Jitterae @„, di, @, quemlibet valorem induere possint, 
oportet Sit @, An. = Am @ etc. vel omnino *) 


. 1 1 1 1 
*) Si itaque fractıo contınua periodica (%, zen etc.) 


‚adicem aequationis quadraticae exprimit, altera radix ejusdem aequationis erit 


1 


( a m a Um 
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Any Am+n 
Am+ı, Am+n 

Ex datis formulis facile sequens dedueitur: 


Si in formula (2) pro «,, substituitur , erit 


vel omnino 4 m 
Hoc posito jam ad generaliores formulas progredi licet. Cum enim sit, 
posito m<{n, 


vel (sec. form. 4.) 
5. + An-m+23 (b,. b, .... 


erit 
Singulos casus in form. (5.) et (6.) contentos jam *) Euler et Kramp ex- 


hibuerunt. 


Erit enim 


=b+ 


(x—Db).a; am am [d—xr).a,an +a; ‚an | 
(z—b).a, a, am (b—-x).a,an-ı + am-ı 


(b—Y).@m-ı,@+ am-ı,@ ı 


‚ erit itaque y radıx ejus- 


a 
dem aequationis cujus radix & est. Facile autem perspicitur, hanc proposilionem quae 


jam theorema ab E. Galois demonstratum (Annal, des math. T. 19. p. 294.) con- 
tinet, generalius ita enuntiari posse: 


1 1 1 1 1 1 
sit radix aequationis quadraticae (b, etc.) 
tum erit altera radix hujus aequationis 
1 —1 1 1 1 1 ): 


cf. etiam ‚‚Theorie des nombres, par Legendre, part. 1. $. 10.” (Addit. mens. 
Decembr. anno 1830 auct. script.) 


*) Nov. comm. petr. T.9. Elem. d’arithm. univ. 1. 8. 
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17. 
Potenzial- oder eyklisch-hyperbolische Functionen. 


(Von Hrn. Prof. Gudermann zu Cleve.) 


(Fortsetzung der Abhandlung No. 1., 14. und 28. im VI., No.9. und 21. im VII., und No. 6. im 
VIll. Bande.) 


11. 


Die briggischen Logarithmen der hyperbolischen Cosinus, 
Sinus und 'Tangenten aller Zahlen, welche grölser als zwei 
sind, mit neun und zuletzt mit zehn Decimalziffern. 


= 
| 
. 


K. 


2,000 
2,001 
02 
03 
04 
05 
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log. Cof. k. 


0,575 4413 82 


0,575 8600 69 
76 2787 87 
76 6975 35 
77 1163 14 
77 5351 23 


"0,577 9539 63 
78 3728 33 
78 7917 32 
79 2106 63 
79 24 


0,580 0486 14 
su) 4676 35 
8860 85 
sı 3057 65 
sı 7249 77 


0,582 1440 17 
82 5631 87 
82 9823 88 
83 4016 18 
83 8208 77 


0,584 2401 66 
84 6594 85 
85 0785 32 
85 4982 09 
85 9176 16 


0,586 3370 51 
86 7505 16 
87 1760 09 
87 5955 32 
83 U150 83 


0,588 4346 64 
8S 8542 7 
89 2739 11 
89 6035 78 
9) 1132 74 


0,59 5329 99 
90 52 
91 3725 33 
91 7923 44 
92 2121 83 


0,592 63% 51 
93 0519 46 
93 4718 70 
93 8018 23 
94 3118 03 


0,594 7318 11 
95 1518 48 
9% 5719 12 
95 9920 04 
% 4121 25 


D. 


4186 37 


4187 15 
4187 48 
4187 79 
4188 00 
4158 40 


41SS 70 
4189 00 
4189 30 
4180 60 
4159 91 


4190 21 
41090 51 
4190 Sı 
4191 11 
4191 41 


4191 70 
4192 
4192 30 
4192 00 
4192 59 


4193 18 
4193 48 
4195 7 

4194 06 
4194 35 


4104 65 
4194 94 
4195 23 
4195 52 


41095 


4196 09 
419%6 33 
41% 67 
4196 96 
4197 24 


4197 53 
4197 82 
4108 10 
4103 39 
4195 68 


4198 96 
4199 24 
4199 52 
4199 SU 
4200 03 


4200 36 
420 64 
420 92 
4201 20 
45 


log. Ein. k. 


0,559 5308 41 
0,550 0813 24 
60 4317 7 
60 8821 92 
61 3325 7 
61 7829 29 


0,562 2332 49 
62 6835 36 
63 1337 
63 5540 12 
64 0342 02 


0,564 4843 59 
64 9344 54 
65 3545 77 
65 8346 38 
66 2846 66 


0,566 7346 63 
67 1846 27 
67 2345 60 
68 0844 60 
65 5343 29 


0,568 9841 66 
69 4339 72 
69 8837 46 
3334 89 
70 7832 00 


0,571 2328 80 
71 6835 9 
72 1321 47 
72 5817 33 
73 0312 89 


0,573 4808 13 
73 9303 07 
74 3797 70 

74 5292 01 

4 


3 2786 02 


0,575 7279 72 
76 1773 12 
76 6266 20 
77 0758 98 
77 5251 46 


0,577 9743 63 
78 4235 50 
78 8727 07 
79 3218 33 
79 7709 30 


0,580 2190 96 
66% 35 
11850 39 
sı 5670 16 
82 0159 62 


D. 


4504 83 
4504 51 
4504 18 
4503 85 
4503 52 
4503 2 


4502 87 
4502 54 
4502 22 
450 
4501 57 


4501 25 
4500 93 
4500 
4500 29 
4499 97 


449 65 
4409 33 
4499 01 
4493 69 
4498 37 


4498 06 
4497 74 
4497 43 
4497 11 
4496 80 


44% 49 
4496 18 
4495 87 
4495 56 
445 25 


44094 94 
44094 63 
4404 32 
4494 05 
4493 70 


4403 39 
4493 09 
4492 78 
4492 47 
4492 17 


4401 87 
4491 57 
4401 27 
4490 97 
44% 66 


4490 36 
41% 06 
4459 77 
4459 47 
4439 17 


log. Tang. k. 


9,984 0804 59 


9,084 1212 55 
1529 58 
1846 57 
2162 63 
2478 06 


9,984 2792 86 
3107 03 
3420 58 
3733 49 
4045 78 


9,984 4357 45 
4668 49 
4978 92 
52855 73 


5597 89 


9,984 50906 46 
6214 40 
6521 72 
65283 42 
7134 52 


9,984 7440) 0 
7741 87 
804) 14 
3352 
8055 S4 


9,984 8058 20 
9200 13 
9561 38 
9562 OL 
9,85 0162 06 


9,935 0461 49 
0760 34 
1055 59 
1356 23 
1653 28 


9,985 1940 73 
2245 60 
2540) 87 
2835 


3129 65 


9,985 5423 12 
3716 4 
4008 37 
4300 10 
4591 27 


9,085 4881 85 
5171 85 
5401 27 
5750 12 


6038 37 


314 17 
313 55 
312 91 
312 29 
311 67 


311 4 
310 43 
SL 
309 16 
308 57 


307 94 
307 32 
306 70 
306 10 
305 45 


304 57 
304 27 
303 66 
303 04 
45 


301 54 
301 25 
300) 63 
300.05 
299 33 


298 85 
298 25 
297 64 
297 05 
296 45 


2% 87 
295 27 
244 67 
294 09 
293 49 


292 92 
292 33 
291 73 
201 17 
2%) 58 


2% 00 
289 42 
285 85 
238 25 
2837 70 
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217 33 
316 69 
316 06 
315 45 
314 80 
2,006 
07 
08 
09 
10 
2,011 
12 
14 
15 
2,016 
17 
15 
19 
20 
2,021 
22 
23 
24 
25 
2,026 
28 
29 
30 
2,031 
32 
33 
34 
35 
2,036 
37 
38 
39 
40 
2,041 
42 
43 
44 
45 
2,046 
47 
45 | 
49 
30 


196 


2,050 

2,051 
52 
53 
54 
55 


2.056 
57 
53 
59 


2,061 
62 
65 
64 


2,066 
65 
63 
70 


> 


li. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. I1. 


log. Gof. k. 


0,5% 4121 25 

0,5% 8322 7 
97 2524 48 
97 6726 52 
00925 83 
98 5131 42 


0,508 933+ 29 
04953537 453 


09 774) 55 
0,600 54 


6145 


0,601 4352 76 
01 4557 27 
0) 5762 0b 
02 290, 12 
02 7172 4 


0,603 1575 04 
03 5553 
03 9790 04 
04 39% 4 
0+ S205 12 


0,695 2410 


0,607 3448 76 


077 
08 6075 17 
09 51 


0,609 4494 10 
00 8703 965 
10 2014 US 
10 712+ 365 
11 1355 10 


0,511 5545 99 
11 9797 15 
12 3968 57 
12 3180 
13 2302 15 


0,513 6044 37 
14 316 55 
14 5020) 55 


14 9242 50 


15 3455 12 


615 7660 
105 1552 93 
15 60905 92 
17 0511 16 
17 4525 bL 


D. 


4201 48 
4201 76 
4202 04 
31 
4202 59 
4292 87 


42035 14 
4203 42 
4203 09 
4203 97 
4204 24 


4204 52 
79 
4215 06 
33 
4205 60 


4214 5) 
75 


log. ©in. k. 


0,582 0159 62 


0,582 4648 80 
82 9137 67 
83 36% 
83 8114 53 
84 2602 52 


0,584 7090 21 
85 1577 61 
85 6064 7 
86 0551 52 
806 50355 04 


0,556 9524 27 
87 
87 8405 
85 2031 21 
85 7466 27 


0,589 1951 06 
89 0435 55 
76 
5405 68 
0387 31 


91 8353 
92 3336 
92 7815 99 


93 2301 


0,501 4370 66 


0,593 6783 12 
94 1264 76 
94 5746 11 
95 0227 19 
95 4707 97 


0,505 9189 49 
3608 73 
96 8143 69 

7 2628 38 
97 78 


0,598 1586 
76 
09 0544 3+ 
99 
99 9500 07 


0,600 3978 42 
uU 8455 90 
01 2033 11 
01 7410 04 
02 1856 71 


0,602 6303 10 
03 0839 22 
03 5315 07 
03 97% 66 
4205 97 


D. 


4489 17 


4483 87 
4435 58 
4483 28 
4437 99 
4437 69 


4457 40 
4457 11 
4486 Si 
4436 52 
4456 23 


4455 94 
4485 65 
4445 36 
4435 07 
4454 73 


4454 49 
4454 21 
4453 92 
4433 63 
4453 35 


4483 06 
4153 75 
4452 49 
4452 21 
4451 92 


4451 64 
4451 36 
4451 07 
4450 70 
4450 52 


4150) 24 
4479 % 
447) 03 
4479 41 
4179 13 


4478 85 
4478 55 
4475 30 
4478 05 
4477 75 


4477 48 
4477 21 
4477 94 
4470 66 
4476 39 


4475 12 
4475 85 
4475 58 
4475 31 
4475 04 


log. Tang. k. 


9,985 6038 37 


9,985 6326 07 
6613 19 
6399 73 
7185 70 
7471 10 


9,985 7755 92 
8040 18 
8323 86 
S606 
8389 53 


9,985 9171 51 
9452 93 
9733 79 
9,986 0014 09 
0293 83 


9,986 0573 02 
0851 64 
1129 72 
1407 24 
1684 19 


9,986 1960 60 
223506 46 
2511 76 
2786 51 
3060 71 


9,986 3334 36 
3607 46 
3580 00 
4152 02 
44123 46 


9,986 4694 39 
4964 77 
5234 61 
5503 92 
5772 68 


9,986 6040 92 
6308 61 
6575 77 
6542 39 
49 


9,986 7374 05 
7639 07 
7903 58 
8167 54 


99 


9,986 3693 
8056 29 
9218 is 
09479 50 
9740 31 


D. 


2857 70 


237 12 
256 54 
285 97 
235 40 
254 82 


234 26 
283 68 
253 12 
252 55 
251 


281 42 
280 86 
230 30 
279 7% 
279 19 


» 


263 45 
262 98 


262 39 
261 86 
261 35 
260 81 
260 29 


4205 87 275 62 
4206 14 273 US 
4206 40) 213 83 
4206 67 276 95 
4206 94 276 Al 
4207 21 275 356 
05 6617 26 427 45 275 30 
06 0504 74 427 74 274 75 
503? 45 4208 ul 74 20 
065 9240) 49 4208 27 EEE 73 65 
2,0706 4208 54 73 10 
4208 80 72 56 
75 4200 07 
79 4209 33 271 44 
S0 4209 59 270 93 
2,051 4209 270 38 
82 4210 12 269 84 
4210 38 269 34 
84 4210 6+ 268 76 
4210 W 205 24 
2,056 4211 16 267 69 
4>11 42 267 16 
SS 4211 65 206 62 
84 4211 93 266 10 
90 4212 19 265 50 
2,091 4212 45 265 92 
9) 4212 71 264 51 
03 4212 97 263 96 
94 4215 22 
2,096 4213 75 
97 4213 
421+ 24 
2,100 


2,100 
9,101 

02 

03 


2,141 
42 
43 
44 
45 


2,146 
47 
45 
49 
50 


Crelle's Jonrnat d. M. Bd. Hit. 2. 


17. Gudermann, Potenzial - Functionen Taf. Il. 


log. X. 


0,617 4525 %6 
0,617 8740 41 
15 2055 42 
18 7170 67 
19 1386 18 
19 560103 


0,619 9817 9 
20 4034 19 
20 8250 69 
21 2467 45 
21 0054 4 


0,622 0W1 69 
22 5119 18 
22 9336 92 
23 3554 
23 7773 14 


0,624 10901 61 
24 6210 34 
25 0429 30 
25 4048 51 
25 8367 97 


0,626 3057 66 
26 7307 60 
27 1527 79 
27 5745 21 
27 9908 88 


0,628 4159 79 
28 93 
29 2632 32 
29 0853 95 

2 


30 1075 


0,630 5297 92 
9520 27 
31 3742 85 
31 75 67 
32 2185 73 


1,632 6412 
33 0635 56 
33 4550 3: 
33 83 34 
34 3307 58 


0,634 7532.06 
35 1756 7 
35 5081 71 
36 SS 
36 4432 29 


0,636 8657 62 
37 2883 79 

7 7109 85 

38 1330 21 
33 5562 76 


D. 


4214 75 


4215 00 
4215 26 
4215 51 
4215 76 
42106 ul 


4216 25 
4210 50 
4216 75 
4217 00 
4217 25 


4217 49 
4217 74 
4217 99 
4218 23 
4218 48 


4218 72 
4218 97 
4219 21 
4219 45 
4219 70 


4219 9 
4220 18 
4220 43 
4220 67 
4220 91 


4221 15 
4221 39 
4221 63 
4221 37 
4222 11 


4222 35 
4222 58 
4222 82 
4223 06 
4223 30 


4223 53 
4223 77 
4224 
4224 24 
4224 48 


a224 71 
4224 94 


4225 87 
4226 10 
4226 33 
4226 95 


Sin. 


0,604 42065 


0,604 8741 OL 
05 3215 79 
05 7690 29 
06 2164 53 
6038 51 


0,607 1112 2 
07 5585 67 
08 0058 85 
US 4531 77 
9004 42 


0,609 3476 
09 79485 9% 
10 2420 81 
10 6502 41 
11 1563 76 


0,611 5834 54 
12 0305 66 
ı2 4776 22 
12 0246 52 


13 3716 56 


0,613 8186 34 
14 2655 87 
14 7125 15 
15 1504 17 
15 6062 93 


0,616 0531 44 
16 4999 69 
16 0467 69 
17 3035 44 
17 8402 94 


0,618 2870 18 
18 7337 17 
19 1803 90 
19 6270 39 
20 0730 63 


0,620 5202 61 
9665 35 
21 4133 54 
21 85009 07 
22 3064 06 


0,622 7528 
23 1993 30 
23 6457 55 
24 0921 56 
24 5385 32 


0,624 9545 $4 
25 4312 11 
25 8775 14 
26 3237 92 
26 7700 47 


D. 


4475 
4474 77 
4474 51 
4474 24 
4473 98 
4473 


4473 45 
4473 18 
4472 92 
4472 66 
4472 39 


4472 13 
4471 87 
4471 61 
4471 34 
4471 


4470 82 
4470 56 
4470 
4470 04 
4469 79 


4409 53 
4404 27 
4469 02 
4408 75 
51 


4408 % 
4405 00) 
4407 75 
4407 49 
4407 24 


46 
4466 74 
4406 40 
4466 24 
4405 99 


4465 7 

4465 49 
44605 24 
4464 99 
4404 74 


log. Tang. X. 


9,086 9740 31 


9,957 60 
0260 37 
0519 62 
0778 35 
1036 58 


9,987 1294 28 
1551 48 
16 
2064 32 
23109 


9,987 3845 23 
4005 32 
4346 02 
4598 01 
4548 59 


9,987 5098 68 
5348 27 
5597 36 
9545 06 
6494 05 


9,957 6341 

6588 7 
6535 3 
49 


9,987 7572 26 


9,987 87W 58 
9Qu32 79 
9274 51 
9515 73 


9756 48 


9,0987 9996 75 
9,988 0237 53 
0475 
0714 68 
0953 03 


09,385 11% 
1425 32 
1005 26 
1901 
2137 71 


26 


- 


257 


252 19 
251 60 
251 9 
250 58 


250 09 


249 39 
249 09 
245 60 
248 (9 
247 


247 12 
240 61 
240 12 
245 63 
245 14 


244 64 
244 15 
243 67 
243 18 
242 09 


242 21 
241 72 
241 22 
24) 75 


240 27 


239 78 
239 31 
235 54 
238 35 
237 89 


237 
236 94 
276 45 
236 W 


197 
U | 24 
259 77 
259 25 
258 73 
04 258 23 
03 257 70 
2,106 
07 256 68 
08 256 16 
09 255 66 
10 255 14 

2,111 9,987 2575 12 254 04 
12 2820 76 254 13 
13 3083 89 253 04 
14 3337 50 253 12 
15 35% 62 252 61 

2,116 
17 
15 
19 
20 

2,121 
22 
23 
24 
25 

2,126 
27 | 
28 
un 7327 12 | 
32 

05 
8304 72 
35 8547 % 

2,136 | 
37 
38 

4464 50 | 

4464 25 

4225 17 4464 01 

4225 41 4463 76 

4225 64 4403 52 

4363 27 

4463 03 

44602 79 = 

4462 54 

| 


2,150 

2,151 
52 
5: 
54 
55 


2,156 
57 


log. Gof, 


0,638 


0,638 
39 
30 
40 


0,641 
4 
4 


0,645 
45 
46 
46 


PS 
1 


0,647 
47 
48 
48 
49 


0,649 
49 
50 
50 


0,655 


Sb 


5562 76 
0789 55 
4016 56 
8243 79 
2471 26 


6695 95 


0926 86 
5155 00 
0383 37 
3611 96 


2 7840 75 


2069 83 
6299 11 
0528 GL 
4753 34 
8955 29 


3218 46 
7445 85 
1079 47 
5910 30 
36 


4372 64 
S60+ 14 
2835 
7067 79 


1290 05 


5532 32 
0764 92 
3997 73 
8230 75 


6697 46 
14 
5105 
0399 15 
3033 47 


7868 OL 
2102 76 


6337 73 


> 0572 W 
5 4308 29 


90 
3279 7L 


7515 74 


1751 97 
3955 42 


0,655 0225 08 


98 
58 
59 
59 


94 
8609 02 
2936 30 
7173 SO 


4233 03 
4233 25 


4235 46 


4233 68 
4233 
423+ 
423+ 33 
4254 54 


423+ 75 
4234 97 
4235 18 
4235 39 
4235 60 


4255 Sl 
4230 03 
4250 24 
4235 45 
4230 66 


4236 87 
4237 08 
4237 29 
4237 49 


0,626 7700 
0,627 2162 


27 6624 


28 1086 6 


28 5548 
29 0009 


0,629 4470 
29 8931 
3U 3392 
30 7552 
31 2312 


0,631 6772 
32 1232 : 


32 5091 
33 
33 4509 


0,633 
34 3527 


34 7955 
35 243 . 


35 


0,636 1358 
36 5815 
37 0273 
37 4729 


log. Ein. X. 


47 


53 


sl 


65 
04 


37 9156 57 


0,638 3642 | 


38 8009 
39 2555 


39 7010 


4) 1406 


0,640 
41 0376 


41 4831. 


41 9285 


42 374) 


0,642 8194 


43 2048 


43 7102 


44 1555 4 


44 6008 


0,645 0461 
45 4014 
45 9367 
46 3519 
40 57271 


0,647 2723 
47 7175 
45 16260 
43 6077 


41 
53 


43 


50) 


29 0525 52 


17. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. U. 


D. 


4462 30 


4462 06 
4461 52 
4461 53 
4461 34 
4461 10 


4400 S6 
4460 62 
4460 383 
4400 14 
4459 W 


4459 67 
4450 45 
4459 
4458 % 
4458 73 


4458 49 
4458 
4458 02 
4457 79 
4457 56 


4457 

4457 
4456 SU 
4456 63 


4451 46 
4451 24 
4451 02 


log. Tang. 


09,985 2137 
9,938 2373 
2608 
3076 
3310 


9,985 3543 
3776 
424) 
4471 


9,988 4702 7 


4133 
5163 


5392 


5: 


9,985 5850 
6075 
0305 
6535 


075) 


9,983 6956 


7437 ° 


7602 


9,988 8110 66 
8334 ‘ 


8557 
8750 


wur 2 


9,988 9224 
945 
9606 
9856 
9,%9 


9,959 03% 


V545 5 


0764 
0982 
1200 


9,989 1417 
1634 
1851 
2067 
2253 


22 
27 
97 


ul 


44 
3+ 
sl 


43 


82 
33 
44 
il 


0,989 2498 35 


2713 
2927 


3141! 


3355 


17 
54 


235 51 
235 05 
234 59 
234 11 


220 47 
220 03 
219 59 


219 15 
218 71 
213 29 
217 54 
217 


216 97 
216 54 
216 11 
215 67 
„15 24 


214 82 
214 37 
213 
213 52 


198 
4226 73 | 
4227 01 
4227 46 5; 
4227 69 23 233 64 
4227 92 56 | 233 19 
Ä 4028 14 66 so 23272 
u u 4228 37 52 52 232 24 
58 4228 59 13 76 231 79 
59 42 4228 82 51 5 231 32 
60 4 4229 05 05 87 230 85 
2,161 0,643 4229 28 55 230 30 
62 43 4229 50 229 95 
63 44 4229 73 65 u 04 22) 4 
64 4 4229 95 5‘) 229 02 
63 44 4230 17 | 8 223 55 
2,166 4230 39 53 v7 2285 1 
67 4230 62 Bu 02 17 227 64 
65 4230 54 227 W 
69 4231 06 BE. VL 266 73 
70 m 4231 283 226 27 
2,171 4231 50 225 53 
72 4231 72 BE st 225 38 
73 4231 94 > 224 95 
74 4232 16 15 224 47 
73 4232 37 4450 40 02 224 04 
2,176 4232 59 DEE 4456 17 01 223 57 
77 4232 81 15 4455 94 223 13 
73 4455 72 36 222 70 
| 79 4455 49 222 23 
| 2,181 0,651 55 4455 03 221 35 
82 52 58 4454 80 220 
| 83 52 4454 58 
s4 52 4454 35 
| 85 53 Er 4454 13 
2,156 0,653 4453 90 
87 54 ; 4453 68 
85 54 4453 46 2) 
89 4453 23 58 
| 90 5 ii 4453 UL 42 
2,191 72445279 
92 | 50 4452 56 
95 5 4452 34 
| 94 57 Bu 4452 12 
95 57 4451 
2,196 4451 69 
97 
98 
99 | 
2,200 


17. Gudermann, Potenzial - Functionen Taf. I. 


log. Cof. 


0,659 7173 80 


0,660 1411 50 
60 5649 41 
60 9887 53 
61 4125 86 
61 8364 39 


0,662 2603 13 
62 6842 07 
63 1081 22 
63 53%0 57 
63 9560 13 


0,664 3799 89 
64 8039 S6 
65 2280 02 
65 6520 39 
66 0760 97 


0,666 5001 74 
66 0242 72 
67 3483 % 
67 7725 28 
68 1906 86 


0,668 6208 64 
69 0450 62 
69 4602 al 
69 8935 19 
70 3177 77 


0,670 7420 54 
71 1663 52 
71 5006 69 
72 0150 06 
72 4303 63 
0,072 8637 39 
73 25s1 34 
73 7125 50 
74 1360 84 
74 5614 38 


0,674 9859 12 
75 4104 05 
75 8349 17 
76 2504 49 
70 6540 


0,677 1085 70 
77 5331 60 


0,679 2317.09 
79 65653 94 
0810 98 
Su 5055 28 
Su 0305 63 


D. 


4237 70 
4237 91 
4238 12 
4235 33 
4238 53 
4238 38 


4235 94 
4230 15 
4239 35 
4230 55 
4239 76 


4239 97 
424) 17 
4240 37 
424) 57 
424) 78 


424) 08 
4241 18 
4241 38 
4241 53 
4241 78 


4241 95 
4242 18 
4242 33 
4242 58 
4242 78 


4242 97 
4243 17 
4243 37 
4243 57 
4243 76 


4243 96 
4244 15 
4244 35 
4244 54 
4244 74 


4244 03 
4245 12 
4245 32 
4245 51 
4245 


4245 00 
4246 09 
4246 25 
4246 47 
4246 66 


42416 85 
4247 04 
4247 33 
4247 42 


log. Sin. 


0,649 0525 52 


0,649 4979 63 
49 9430 22 
50 3880 59 
50 8330 75 
51 2780 68 


0,651 7230 41 
52 1679 91 
52 6129 0 
53 0578 27 
53 5027 12 


0,653 9475 76 
54 30924 19 
54 8372 40) 
55 230 39 
55 7268 17 


0,656 1715 74 
56 6163 19 
57 24 
57 5057 17 
57 9503 89 


0,658 3950 41 
53 8396 72 
59 2842 82 
69 7288 72 
60 1734 40 


0,660 6179 88 
61 0625 16 
61 5070 25 
61 0515 9 
62 3959 74 


0,662 8404 19 
63 2548 43 
63 7292 47 
64 1736 30 
64 6179 93 


0,665 0623 36 
65 5066 57 
65 9509 59 
66 3952 40 
66 8395 U1 


0,667 2837 42 
67 7279 63 
68 1721 64 
68 6163 46 
69 0605 07 


0,669 5046 48 
69 9487 70 
70 3928 71 
70 8369 53 
71 2810 15 


D. 


4450 81 


4450) 59 
4450 37 
4450 16 
4449 04 
4449 72 


4449 50 
4449 29 
4449 07 
4448 86 
4445 64 


4448 42 
4448 21 
44485 00 
4447 783 
4447 57 


4447 36 
4447 14 
44460 93 
4446 72 
4446 52 


4446 31 
4446 10 
4445 WU 
4445 69 
4445 48 


4445 27 
4445 07 
4444 86 
4444 66 
4444 45 


4444 24 
4444 04 
4443 55 
4443 (3 
4443 42 


4443 22 
4443 02 
4442 51 
4442 61 
4442 41 


4442 21 
4442 01 
4441 
4441 61 
4441 41 


4441 22 
4441 (2 
4440 52 
02 


log. 3 


ang. 


9,050 3355 02 
9,989 3568 13 
3780 81 
3993 06 
4204 89 
4416 29 


9,989 4627 28 
4837 84 
5047 98 
5257 70 


5466 99 


9,989 5675 87 
5884 32 
692 38 
VO 
6507 


9,989 6713 00 
6920 38 
7126 34 
7331 89 
7937 03 


9,989 7741 77 
7946 10 
S150 v1 
8353 53 
8556 63 


9,989 8759 34 
so61 64 
9163 54 
9365 03 
9566 11 


9,989 9766 80 
0967 09 
9,00 0166 07 
46 


0505 55 


9,9% 0764 24 


9,9% 1751 72 


9,0 


3504 52 


26 * 


D. 


213 11 


212 68 
212 25 
211 83 
211 30 
210 99 


210 56 
210 14 
209 72 
2009 29 
208 88 


208 45 
208 06 
207 62 
207 20 
206 SU 


206 38 
205 96 
205 55 
205 14 
204 74 


204 33 
203 91 
203 52 
203 10 


202 71 


202 30 
202 90 
201 49 
201 08 
200 69 


200 29 
199 SS 
109 49 
1099 09 
198 69 


108 28 
197% 
107 49 
197 10 
71 


116 31 
195 093 
105 54 
105 14 
104 75 


194 37 
193 07 
193 59 
193 2U 


199 


2,201 
02 
03 
04 
03 
2,206 
07 
08 
09 
10 
2,211 
12 
13 
14 
15 
2,216 
17 
13 
19 
20 
2,221 
22 
24 
25 
2,226 
27 
28 
29 
30 
2,231 
32 
34 
35 
2,236 | 
37 0%2 52 
38 1160 42 
39 1357 01 
40 1555 01 | 
2,241 
42 BE 1948 03 
43 77 9577 68 2143 96 
44 73 3823 06 2339 50 
45 73 8070 43 2534 64 Fa 
2,246 2720 39 - 
47 2923 76 
3117 73 
49 3311 32 
50 


200 


17. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. II. 


log. Gof. 


0.680 9305 63 


0,081 3553 24 
SL 7801 03 
82 02 
a2 6207 19 


83 0545 55 


0,083 4704 10 
s3 942 83 
3201 75 
7540 
1790 14 


0,655 6039 62 
86 0259 28 
s6 4530 13 
86 87809 16 
87 3039 37 


0,687 7289 76 
ss 1540 3 
88 5791 10 
89 0042 05 
S9 4203 17 


0,689 8544 48 
WU 2795 97 
7047 64 
91 1209 48 
91 5551 51 


0,6091 9803 72 
92 4056 11 
92 S308S 67 
03 2561 42 
03 6814 34 


0,694 1067 45 
94 530 73 
94 9574 18 
95 3527 82 
95 SUS1 63 


0,0% 2335 61 

06 6589 77 
7 0844 11 
7 5098 63 
7 9353 31 


0,698 3608 18 
08 7863 21 
99 2118 43 
99 6373 S1 

700 0629 37 


0,700 4885 10 
9141 O1 
01 3397 08 
DL 7653 33 
02 75 


D. 


4247 61 


4247 SO 
4247 99 
4248 17 
4248 36 
4248 55 


4248 73 
4245 02 
4279 10 
42419 29 
4240 48 


42419 66 
4249 85 
4250 03 
4250 21 
4250 


4250 58 
4250 76 
4250 04 
4251 13 
4251 31 


49 
67 


> 


ur 


D 
- 
w 


LS 


LS 


€ 


4253 28 
4253 46 
4253 63 
4253 
4253 99 


4254 16 
4254 34 
4254 51 
4254 69 
4254 S6 


4255 04 
4255 21 
4255 39 
4255 50 


4255 73 


4255 90 
4256 08 
4256 25 
4256 42 


log. ©in. k. 


0,671 2810 15 
0,671 7250 57 
72 1690 80 
72 6130 83 
73 0570 66 
73 5010) 29 


0,673 09449 73 
3883 08 
7+ S32S 03 


0,676 1644 02 
76 6082 29 
77 0520 38 
77 4955 27 


779395 97 


0,678 3833 48 
78 SO 
79 2707 93 
79 7144 S6 
80 1551 Gl 


0,680 6018 17 
81 04545 
sı 48090 72 
93236 7 
82 3762 5 


0,682 8198 14 
83 2633 57 
83 7008 SL 
1503 57 
84 5038 74 


0,685 0373 42 
S5 4807 02 
85 9242 23 
86 3676 36 
86 31 


0,687 2544 07 
87 6977 65 
88 1411 05 
88 5844 26 
89 0277 29 


0,689 4710 14 
89 9142 SL 
00 3575 29 
00 8007 60 
91 2439 72 


0,601 6871 67 
92 1303 4 
92 5735 03 
093 0166 44 
95 4597 67 


D. 


4140) 22 


4440 22 
4440 03 
4430 53 
4430 64 
4439 44 


4130 25 
4439 05 
4435 Sb 
4438 66 
4433 47 


4138 28 
4438 08 
44137 80 
4437 70 
4437 51 


4137 32 
4437 13 
4456 94 
4436 75 
4436 56 


44136 37 
4456 18 
4435 99 
4455 81 
4435 62 


4435 43 
4435 24 
4435 06 
4434 87 
4434 68 


4434 50 
4434 31 
4434 13 
4433 95 
4433 76 


4433 58 
4433 40 
4433 21 
4433 03 
4432 85 


4432 67 
4432 49 
4432 31 
4432 13 
44531 95 


4431 77 
4431 59 
4331 41 
4431 23 


log. Tang. 


9,990 3504 52 


0990 3607 33 
3889 77 
4273 47 
4464 74 


9,0% 4655 63 
43546 15 
28 
5226 03 


5415 41 


+90) 5604 4 
5793 01 
5981 25 
61069 
6356 64 


4,990 6543 72 
6730 46 
6916 83 
7ıu2 
7283 44 


0,090 7473 69 
7658 57 
78543 08 
8027 23 
8211 vl 


9,990 83% 42 
8577 46 
B760 14 
8942 45 
9124 40 


9,9% 9305 97 
9487 19 
9665 05 
9848 54 
0,991 0028 68 


9,991 0208 46 
0337 89 
0566 9 
0745 63 
0923 8 


9,991 1101 96 
1279 60 
1456 86 
1633 79 
1810 35 


0,991 1986 57 
2162 43 
2337 95 
2513 11 
2687 92 


D. 


sı 


02 44 
102 04 
191 06 
191 27 
114) 50 


190 52 
23 
159 75 
159 38 
155 


155 
153 28 
157 86 
157 49 
157 12 


156 71 
156 34 
155 98 
155 69 
1535 25 


154 88 
154 51 
184 15 
183 78 
153 41 


153 04 
152 685 
152 31 
151 05 
151 57 


181 22 
86 
150 49 
950 14 
179 78 


192 
179 06 
178 69 
175 35 
1778 


177 64 
177 
176 93 
176 56 
176 22 


75 86 
175 52 
175 16 
174 81 


2,251 
52 
54 
55 
57 
58 
59 nr 
75 2766 89 
60 75 7205 55 
2,261 
62 
63 
64 
| 65 
| 2,266 
| 67 
63 
69 
70 
2,271 
72 
73 
74 03 
75 21 
2,276 39 
77 57 
73 5 
79 92 
so 10 
2,281 
82 
83 
84 
85 
2,286 
87 
83 
89 
90 
| 2,291 
92 
94 
95 
97 
93 
99 
2,300 


2,336 
37 


17. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. 1. 


log. Gof. %. 


9,702 1909 75 


0,702 6166 34 
03 0423 10 
03 4680 03 
03 8937 13 
5314 40 


0,704 7451 84 
05 1709 45 
05 5967 23 
06 17 
4483 29 


0,706 8741 57 
07 3000 02 
07 7258 63 
08 1517 42 
08 5776 37 


0,709 0035 49 
09 42094 77 
5554 22 
1) 2813 84 
10) 7073 63 


0,711 1333 58 
11 5593 68 
11 0553 96 
12 4114 39 
12 8374 9 


0,713 2635 75 
13 6890 68 
14 1157 77 
14 5419 02 
14 9080 43 


0,715 3942 00 
15 8203 73 
16 2465 63 
16 6727 68 
17 0959 


0,717 5252 27 
17 9514 80 
18 3777 49 
13 Ss040 34 
19 2303 35 


0,719 6566 52 
20 0829 84 
20) 5093 33 
20 9356 97 
21 3620 76 


0,721 7834 72 
22 2148 83 
22 6413 10 
23 0677 53 
23 4942 11 


D. 


41256 59 
2256 76 


4258 05 
4259 12 


4259 29 
4259 45 
4259 62 
4259 79 
4259 4 


4260 
4260 27 
4200 4 
4260 60 
4260 70 


4260 93 
4261 09 
4261 25 
4261 41 
4201 57 


4261 73 
4261 89 
4262 05 
4262 21 
4262 37 


4262 53 
4262 69 
4262 85 
4263 O1 
4263 17 


4263 33 
4263 45 
4263 64 
4263 80 
4263 % 


4264 11 
4264 27 
4264 43 
4264 58 


log. Sin. 


0,603 4597 67 
6,693 W28 73 
94 3459 60 
94 7590 30 
95 2320 82 


05 6751 16 


0,696 1181 33 
96 5611 32 
97 0041 14 
097 4470 78 
97 24 


0,698 3329 53 
ns 7758 65 
09 2187 59 
99 6616 36 

0,700 1044 95 


0,700 5473 37 
00 901 62 
01 4329 70 
01 8757 60 
02 3185 33 


0,702 7612 89 
03 2040 28 
03 6467 51 
0+ 0504 56 
04 5321 44 


0,704 9748 16 
05 4174 70 
035 08 
06 3027 29 
v6 7453 33 


0,707 1879 0 
07 6304 92 
08 0730 46 
08 5155 83 
08 9581 03 


0,709 406 07 
09 8130 94 
10 2555 64 
10 17 
11 1704 55 


0,711 6128 76 
12 0552 
12 4976 69 
12 9400 42 
13 3323 97 


0,713 8247 37 
14 2670 60 
14 7093 68 
15 1516 59 
15 5939 34 


D. 


4431 05 


4430 87 
4430 70 
4430 52 
4430 34 
4430 17 


4429 99 
4429 82 
4429 64 
4429 47 
4429 29 


4129 12 
4425 94 
44125 77 
4425 59 
4425 


4425 25 
4423 08 
4427 
4427 73 
44127 506 


4427 39 
4427 22 
4427 05 
4426 83 
4426 72 


4126 55 
4426 38 
4426 21 
4426 04 
4425 57 


4425 71 
4425 54 
4425 37 
4425 20 
4125 v8 


4424 87 
4424 71 
4424 54 
4424 37 
4424 21 


4424 05 
4423 89 
4423 72 
4423 56 
4423 40) 


4423 23 
4423 07 
4422 91 
4422 75 


log. Tang. k. 


3,991 2687 92 
9,991 2562 39 
3036 50 
3210 27 
3383 69 


3556 76 


9,991 3720 49 
3W1 87 
4073 91 
4245 Öl 
416 95 


4587 % 
4758 63 
4925 
04 


9205 58 


9,01 5437 883 
5606 85 
5775 48 
5943 76 
7U 


0,991 6279 31 
6446 60 
6613 55 
6750 17 
6946 45 


9,901 7112 41 
7278 02 
7443 31 
7098 27 


711729 


9,991 7937 20 
19 
8264 33 
8428 15 
8591 13 


9,991 8753 80 
8916 14 
9078 15 
39 83 
9401 20 


9,991 9562 24 
9722 97 
9833 36 
9,992 1043 45 
0203 21 


9,992 0362 65 
0521 77 
0680 58 
0839 06 
0997 23 


170 67 
70 33 
109 98 
169 04 
169 30 


165 9: 
168 65 
168 25 
167 94 
167 91 


167 29 
166 95 
166 6? 
106 28 
105 9% 


165 61 
165 29 
16+ 096 
16+ 63 
164 ZU 


163 9 
103 64 
163 32 
162 98 
162 67 


162 34 
162 
161 68 
161 37 
161 04 


160 73 
160 39 
160 v9 
159 78 
159 44 


159 12 
158 S1 
158 48 
153 17 


201 
12,300 174 47 
12301 
02 4256 3 173 77 
03 4257 10 173 42 
04 4257 97 173 07 
05 4257 4 172 73 
= 4257 61 172 38 
0 4257 78 172 04 
08 4257 9 171 70 
09 4258 11 171 34 
10 4258 28 110 
2,511 4258 45 
12 4253 62 
13 4258 78 
14 
15 
2,316 
17 
15 
19 
20 
2,321 
22 
23 
24 
25 
2,326 
28 
29 
30 
2,331 
32 
33 
34 
35 
38 
39 
40 
2,341 
42 
43 
44 
45 
2,346 
47 
49 
0 


202 


17. Gudermann, Potenzial - Functionen Taf. 11. 


log. Cof. k. 


0,723 4942 11 
0,723 926 84 
24 3471 73 
24 7736 77 
25 2001 97 


25 6267 32 


0,726 0532 83 
26 4795 43 
26 9064 30 
27 3330 26 


27 73% 37 


0,728 1862 64 
28 6129 05 
29 0395 6+ 
20) 4662 36 


29 8929 253 


0,730 3196 26 
30 7463 43 
31 1730 76 
31 5998 23 


32 0%G5 85 


0,732 4535 65 
32 55 
33 3009 62 
33 7337 54 
1606 21 


0,734 5874 72 


35 39 
35 4412 0 
35 16 


0,735 7219 5? 
37 
37 5758 4 
38 0028 14 


38 4207 


0,738 8567 9° 
39 2555 07 
39 34 
13° 5 74 


5640 


0,740 9919 
41 41% 83 
41 Ss461 SI 
42 2732 03 


42 7003 230 


0,743 1275 61 
43 5547 16 
43 9S1S S6 
43 70 
43 8562 68 


D. 


4264 74 


4202 59 
4266 04 
4205 20 
4205 35 


4205 51 


4265 066 
4265 al 
4205 96 
4266 12 
4206 27 


4266 
4206 
4206 
42660 


4257 


4267 
4267 
4267 
4267 
4267 


3267 92 
4268 07 
4268 2 
4208 3 
4268 5 


A265 65 
4208 
4208 96 
11 
25 


4269 20 
4260 54 
4209 68 
4260 85 


4209 97 


4270 12 
26 
4270 
4270 55 


60 


4770 84 
4270 095 


4271 12 


ar7ı 7u 
48 
4271 98 


log. ©in. k. 


0,715 5939 34 


0,716 0361 2 
16 4754 35 
16 9206 62 
17 36285 73 
17 S050 68 


0,718 2472 47 
13 6804 11 
19 1315 58 
19 5736 
20 07 


0,720 4579 06 
20) 8999 
21 3420 50 
21 7541 11 


22 2261 48 


0,722 6681 7U 
23 1101 75 
23 5521 06 
23 9941 40 
24 4301 W 


0,723 8780 43 
25 3199 72 
25 7618 85 
26 2037 83 
20 6456 66 


0,727 1875 33 
27 5295 85 
27 9712 22 
25 4130 44 
25 8548 


0,729 2066 42 
29 738+ 18 
30 1801 7U 
31) 6219 23 
31 56 


0,731 72 
31 74 
32 3887 60 
32 8304 
33 27W 


0,733 7137 20 
34 1553 
34 5969 08 
35 0385 6° 
35 4801 47 


0,735 9217 15 
36 3632 68 
36 (Mb 

7 2463 30 
37 6879 39 


D. 


4422 
4422 
4422 
4422 
4421 
4421 


4421 
4421 
4421 


442) 
4320 
4421) 
4420 
4420 


4420 
441 
441. 


59 
43 
2 


97 


64 
45 
32 
16 


4 
68 
95 


3; 


75 
59 


44 


4410 29 


4410 
4418 
4415 


13 
us 
ds 


4418 67 


4415 


92 


4415 37 


4418 
4415 
4417 


4417 


22 
07 


76 


4417 61 


4417 
4417 
4417 


4317 
4410 
#316 
4410 
44106 


4316 
4415 
4415 
4415 


5 


4415 
44 15 


iv 


log. Tang. k. 


9,992 0097 23 


9,992 1155 08 
1312 62 
1469 85 
1626 76 
1783 36 


9,99% 1939 64 
2095 63 
2251 28 
2406 64 
2561 70 


9,992 2716 42 
2870 84 
3024 45 
3178 75 
3332 25 


9,992 3485 44 
3638 32 
3730 
3045 17 
405 15 


9,992 42346 80 
4348 17 
454) 23 
45511 45 


9,97 61 
544) 28 
555 24 


9,992 5746 W 
5595 26 
6143 33 
6101 11 
6335 58 


6885 7 
6632 67 
6779 26 
57 


7u71 58 


7217 30 


7362 73 
7007 87 
7652 72 
1797 27 


7941 54 
5% 
m 
s372 
71 


2,350 157 55 
2.351 157 54 
| 9 157 23 
33 156 91 
34 156 60 
2,396 155 9 
57 155 65 
59 155 8 
60 > 154 72 
2,361 154 42 
65 153 
64 | Pr 153 50 
2,366 152 88 
152 27 
64 151 08 
70 m 151 65 
151 37 
151 06 
150 46 
150 16 
149 56 
75 149 26 
SU 36 2450 27 143 06 
2381 148 36 
147 78 
34 u 147 47 
53 147 10 
2,356 us 146 W 
87 86 146 50 
SS 140 31 
57 140 
9 42 145 72 
2,391 145 43 
92 
4271 97 134 55 
95 4271 68 144 27 
2,396 4771 55 143 
Os 24 133 
2.400 


k. 


14 
15 


2,416 
17 
18 
19 
20 
2.421 
22 


7 


24 
25 


2,426 
27 
28 
29 
30 

2,431 
32 
33 
31 
35 


2,436 
37 
38 
39 
40 

2,441 
42 
43 
44 


2,146 
47 
45 
49 
50 


1’. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. II. 


log. Cof. X, 


0,744 8362 65 
0,745 2634 79 
45 6907 155 
46 1179 45 
46 5451 09 
40 0724 66 


0,747 3997 48 
47 8270 43 
48 2543 52 
48 6816 75 
49 1090 12 


0,749 5363 63 
49 9637 25 
50 3011 06 
50 8184 98 
51 2459 03 


0,751 6733 22 


52 1%)7 55 


2351 23 
54 6050 37 
55 0031 65 
55 5207 06 


0,755 0452 6L 
56 3758 29 
56 SU3+ 10 

2310 04 

6556 12 


0,758 0562 33 
53 5135 63 


60 0522 35 
61 0799 48 
61 5070 74 
12 


0,762 3631 64 
62 29 
63 2187 07 
63 6464 08 
64 0743 02 


0,764 5021 19 
64 0299 48 
65 3577 W 
65 7356 45 
66 2135 13 


D. 


4272 11 
4272 26 
4272 40 
4272 
4272 67 


4273 37 
4273 51 


4273 65 
4273 73 
4273 02 
4274 05 
4274 19 


4274 33 
4274 47 
427460 
73 
4274 57 


4275 01 


4270 08 
A276 21 


4270 34 
4276 47 
4270 60 
4270 74 
4276 87 


Si 
= 


» 


39 
52 


SS 


4277 65 
4277 75 
4277 91 
4273 04 
4278 17 


4278 29 
4275 42 
4278 55 
4273 68 


log. @Zin. &. 


0,737 6873 39 


0,735 1293 34 
35 5708 14 
39 0122 SO 
39 4537 31 
39 s051 03 


0,740 3365 91 
40 7779 09 
41 2193 94 
41 6607 73 
42 1021 39 


0,742 5434 00 
42 9848 27 
43 4261 50 
43 8674 69 
44 3087 55 


0,744 7500 33 
45 1012 09 
45 0325 51 
46 0737 80 
36 5150 12 


0,746 9562 22 
47 3974 15 
47 S3S6 OL 
45 2797 09 
45 7209 23 


0,749 16% 64 
49 6031 91 
50 0443 04 
50) 485+ 03 
50 59 


0,751 3675 61 
5L 20 
52 2490 
52 60906 


53 1317 1+ 


0,753 5727 18 
5+ 0137 10 
5+ 4546 87 
54 S956 52 
55 3306 02 


0,755 7775 39 
56 63 
56 6595 73 
57 1002 70 
57 5411 54 


0,757 9820 24 
58 4228 82 
58 8637 % 
54 3045 57 
59 7453 74 


D. 


4414 05 


4414 SO 
4414 06 
4414 51 
37 
4414 23 


4414 05 
4415 04 
4413 50 
4415 
4413 51 


4413 37 
4413 25 
+15 09 
4412 9+ 
+12 50 


4412 66 
412 52 
+12 35 
4412 24 
4412 


4411 
4411 82 
4411 68 
4411 55 
4411 41 


4411 27 
4411 13 
4410 99 
4410) 
4410 72 


535 
4410 45 
4410 32 
4410 18 
4410 05 


4400 94 
44) 78 
44) 6% 
4400 SL 
+49 37 


4400 24 
4409 10 
448 97 
448 54 
448 71 


4408 57 
4408 44 
448 31 
448 18 


log. Tang.k. 


9,092 8515 71 
9,992 8658 55 
8043 35 
32 


9227 02 


0,992 9308 43 
56 
42 
098 
9931 27 


9,993 0071 27 
99 


4625 50 


9,993 0767 11 
44 
1043 49 
11s1 27 
1315 77 


9,993 1456 
1502 95 
1729 64 
2800 04 
2002 17 


9,993 2138 03 
2273 62 
2405 0% 
2543 09 
2075 77 


0,993 2813 23 
2947 52 
3081 49 
3215 20 
3345 65 


9,993 3451 82 
3614 75 
3747 30 
3879 78 


9,993 4143 75 
4275 3+ 
446 66 
4537 72 
52 


9,393 4799 05 
4929 34 
3059 36 
3189 12 
331861 


D. 


142 
142 54 
142 26 
141 07 
141 70 
141 41 


141 15 
14) 
140 56 
140 290 
14) 00 


139 7? 
139 45 
139 17 
133 8 
135 


135 3% 
138 05 
137 73 
137 50 


137 23 


130 45 
136 69 
150 
iso 13 
135 


135 59 
135 32 
135 05 
134 75 
13+ 51 


13+ 24 
33 97 
133 71 


431 59 
131.32 
151 
13) SU 
310 53 


130 29 
130 02 
129 76 
129 49 


203 


2,400 | 
2,401 
02 
03 
04 
05 4272 82 EEE 
2,406 4272 95 
07 4273 00 
05 4273 23 
10 
2,411 
12 
13 
52 5282 02 
52 9556 62 
53 3831 35 
0,753 8106 22 
4275 14 
=3 4275 28 
5 4275 41 
4275 55 
4275 68 
4275 
4275 95 
58 9415 15 
59 309L 76 133 45 
7968 49 133 17 
0,760 2245 36 n2 93 
132 04 
26 132 30 
132 12 
131 


ur 


204 17. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. U. 

K. log. Gof. *. D. log. Sin. k. D. log. Tang. k. D. 
2,450 0,766 2135 13 4278 81 0,789 7453 73 4408 05 9,993 5318 61 129 34 
2, 51 0,766 6413 94 4278 93 0,760 186179 407 R 0,993 547 5 189 

52 67 0692 87 4279 W 60 6269 TA 447 78 5576 84 128 72 

53 67 4971 93 4279 19 61 0677 49 4407 65 5705 56 128 47 

54 67 0351 11 4279 31 61 5085 14 4407 52 5534 03 128 % 

55 68 3530 43 4279 44 61 9492 66 4407 39 52 23 27 97 
2,456 0,708 S6 4270 57 0,762 300 06 4407 % 9,993 00 127 
57 69 2089 43 4279 69 62 8307 32 447 13 6217 89 107 33 
38 69 6369 12 4279 82 63 2714 45 4407 (0 6345 33 127 18 
59 70 0648 94 4279 %& 63 7121 45 446 87 6472 51 126 92 

60 7U 4923 80 4280 07 64 1528 32 aa 75 6599 43 126 68 

2,461 1,770 9208 96 4280 19 0,76+ 5035 07 4 62 9,993 67% 11 126 42 
2 71 3480 15 4280 32 65 0341 68 4206 40 6852 53 126 17 

> 71 7709 47 42s0 44 65 4748 17 4400 36 6978 70 125 92 

64 72 2049 91 4230 56 65 9154 53 4406 23 7104 62 105 68 
65 72 6330 47 4230) 9 66 3560 77 4406 11 7233 30 125 41 
2,466 0,773 0611 16 4280 0,766 766 87 4405 95 9,903 73557 125 17 
6; 73 45091 97 4280 93 67 2372 55 4405 85 7480 88 130 
65 73 9172 % 4251 67 6778 7U 4415 73 7605 80 1?4 67 
69 74 3453 % 4281 18 68 1184 43 2405 & 7730 47 124 42 
70 74 7735 14 4231 30 68 5500 03 4405 47 7853 59 123 17 
2,471 0,775 W106 44 4281 45 0,768 95 Su 4405 35 9,993 7979 W6 123 91 
72 75 6297 87 4281 55 69 4400 54 4105 22 S102 68 123 68 
73 76 0579 42 4251 67 09 07 4406 10 5226 18 123 42 
74 76 4561 09 4281 79 zu 3211 16 4404 97 8350 07 123 10 

75 76 9142 83 4281 7016 14 4404 85 8173 122 03 

2,476 0,777 3424 79 4232 04 0,771 0 98 443 73 9,93 856 10 122 64 
77 77 7706 83 4232 16 710225 7 410% bb 122 45 
78 1988 08 4282 28 72 0830 31 4404 48 33 122 
79 78 6271 & 4282 40 72 5234 79 4404 35 s43 53 121% 
80 79 0553 65 4232 52 72 %39 14 444 25 Ws5 Ju 121 72 

2,481 0,779 4330 17 4282 64 0,773 4043 37 4403 10 9,993 9207 0 121 47 
52 ”3 9115 80 4282 75 73 8447 47 4403 98 9328 67 112 
s3 80 3401 56 4252 87 74 2851 45 4203 86 9440 89 120 99 
84 80 7054 43 4252 96 74 7255 31 4203 73 88 120 74 
83 S1 1907 42 4253 11 75 1050 v4 4303 61 9691 02 120 50 

486 0,781 6250 53 4283 23 0,775 6062 65 4403 40 2,003 0812 12 10 © 
87 82 0533 76 4283 35 76 0406 14 «43 37 0932 38 120 02 
85 82 4817 ıl 4253 47 76 4800 51 4103 25 6.04 0052 40 110 75 
82 53 4283 5% 76 0272 76 4303 12 0172 18 119 53 
90 83 3354 17 4283 70 77 3675 W 7 119 30 

2,491 0,783 7667 87 4283 82 0,777 8078 88 442 88 9,934 0411 61 119 07 
92 84 1051 69 4253 04 73 2481 77 «402 76 0530 US 118 9 
93 84 6235 63 4254 0 75 6884 53 4402 64 ERT 115 55 
94 Ss5 0519 69 4254 18 79 1287 17 4402 52 0707 48 115 38 
95 4803 4254 39 79 5689 69 4 118 12 

2,496 0,785 WSS 15 4284 41 0,780 0072 10 42 29 5.04 1003 117 58 
97 s6 3372 56 42354 52 SU 4494 39 442 17 1121 8 117 64 
89 7657 08 4254 64 8896 55 4402 1239 47 17a 
93 87 1941 7? 284 75 3258 1350 117 07 

> 500 6226 48 81 53 1474 05 


2,500 
2,501 
0? 
03 
o4 
05 
2,306 
07 
05 


vn. 


wi 


wir 


2,546 
47 
48 
49 
50 


1/. Gudermann, Potenzral- Funetiuen Taf. II. 


log. Sof. D. log. Sin. k. 


0,737 6226 48 #234 87 0,781 7700 
0.788 05i1 35 4234 03 u782, 2102 34 
4796 33 4255 10 82 6504 02 
85 SL 45 4255 21 83 0905 59 
sy 33016 65 4235 33 S3 55307 05 
7651 07 42.5 44 s3 9708 38 
0,7% 1937 42 4285 56 0,784 4109 60 
3 6222 97 4255 07 S+ s510 70 
91 0508 05 4255 79 s5 2011 68 
01 4704 35 4255 65 7312 55 
91 33 1713 29 
0,702 3566 34 420 0.756 6113 93 
92 7652 47 4236 24 37 0514 4 
93 1038 70 42586 35 87 4914 55 
43 06225 06 46 87 6515 13 
94 52 286 68 3715 31 
0,704 4798 09 4250 09 0,788 s115 36 
44 78 4256 SU) 89 2515 31 
05 3371 58 01 6015 14 
95 7655 44 4257 92 1314 S5 
95 1945 SU 4257 13 1) 5714 46 
0,7% 6232 64 4257 24 0,791 0113 94 
07 0519 SS 4257 35 31 45135 
07 4507 23 4257 46 91 S9i2 57 
47 9094 09 97 92 3511 71 
08 3352 26 4257 08 92 77W 75 
0,795 7660 95 4287 79 0,793 2109 67 
099 1057 74 57 93 6508 47 
94 0245 64 4258 01 17 
0,200 0533 63 4258 12 94 5305 75 
4821 77 4.58 2 94 9704 22 
4255 34 0,795 4102 58 
ul 35398 34 45 95 8500 55 
7686 79 56 2898 96 
v2 1075 34 4288 67 96 720 99 
v2 6264 Ol 4388 77 97 10964 90 
0,803 0552 78 4258 85 0.797 6092 70 
v3 4841 66 4253 08 040 39 
03 9130.65 4259 10 38 4357 97 
64 3419 74 4289 20 44 
0+ 77085 9% 4259 31 99 3652 SO 
0,805 1908 25 42809 0,799 06 


05 6237 66 289 52 1,300 2477 2U 
06 0577 18 4259 63 VW 6874 24 
5 4866 SL 4289 73 01 1271 16 
06 09156 4259 01 50667 95 
0,807 3446 53 4289 94 0,802 0064 69 
07 7736 32 42% 05 02 4461 20 
05 2026 37 42) 15 02 8857 79 
6316 52 03 17 


75 v3 45 
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D. 


4401 81 


4401 69 
44)1 57 
4401 45 
35 


441 22 


4401 iO 
AS 
“40 87 
75 
03 


41010 65? 
4400 40 
29 
440 i7 
44) VO 


43904 
43009 85 
4339 72 


48 


4399 37 
4309 26 
43109 15 


4309 03 


log. Tang. 


1474 05 
2,994 150 
1717 69 
1S?4+ 16 
40 


2056 4 


0,994 2272 18 


- i is 
2403.05 


9,904 2747 59 


9,994 3317 27 


35+3 56 
36 
3708 


9,994 3881 30 
43 
4105 34 
4217 02 
4525 409 


0,994 4439 72 


4550 73 


55 
47/72 1 


4532 45 


0,994 4992 58 


9212 17 
5321 65 


9,094 5539 92 


9,994 6081 81 


6297 06 
35 
6511 44 


n,904 6618 31 
6724 97 
6531 42 
6937 05 
7043 67 


27 


D. 


116 9, 


116 70 
47 
24 
116 
115 77 


55 
115 30 
09 
114 4 
1i4 63 


ı14 38 
18 
{13 92 
113 72 


45 


113 % 
113 05 
112 
11? 
4112 34 


112 13 
111 
111 68 
111 47 


ı11 23 


11) so 
114 57 
110 35 
110) 13 


109 03 
I09 08 
100 48 
103 24 
108 013 


108 81 
ius 59 
108 38 
108 16 


107 05 


107 73 
107 52 
107 29 
107 09 
106 87 


100 66 
100 45 
106 23 
100 


| 
10 2632 96 
2,511 
12 2sb1 07 
13 15 
14 (7 
15 3203 79 
2,5316 
17 3430 53 
413 
19 
90 
2,521 
22 
23 
4 
2,326 4308 81 
6:08 70 
43113 88 
20 4308 36 
308 14 5102 49 
1398 03 
4397 91 Bu | 
4397 5430 89 
4397 09 
37 4397 53 5648 73 e 
38 4397 47 5757 32 
39 4397 36 5865 70 
40 4397 25 5973 S6 HE 
2,541 4397 14 
42 4397 04 6189 54 
45 4306 93 
44 4396 82 : 
45 436 TA 
4396 60 
43% 40 
39 
28 = 


206 17. Gudermann, Potenzial-Functionen Taf. U. 


k. log. D. log.  D. log.Tan.r.  D. 


2,550 506 7 
0,809 
3 42%) 36 0,803 7650 45 4396 17 7043 67 205 
), St S( 
0,809 4897 15 42% 47 0,3804 046 63 4396 07 094 
32 09 9187 61 9,004 7149 48 105 60 
3918/08 42090 57 04 6442 69 4395 96 
5; 1 3478 18 08 1:5 39 
42% 68 05 0838 65 4395 85 
54 10 7768 S6 - 
05 S6 78 05 5234 51 4305 75 465 65 
55 81 2060 64 7465 65 104 96 
2,55 | 757 61 104 
6 ),811 6350 5 
’ 0,811 6350 52 4290 9 0,806 4025 89 4305 53 9.004 7675 
57 12 0641 51 291 08 
4291 08 06 8421 42 4305 43 7779 & 
4291 19 07 2816 85 4395 32 7854 %6 
59 12 0223 78 weh 26 104 13 
4291 29 07 7212 17 4305 21 7955 39 39 
60 13 3515 07 4291 4) VS 1607 38 95 
4395 11 31 103 71 
2,561 0,813 7806 47 4291 50 0,808 6002 4 
62 14 2097 98 4291 6 6397 
231 60 09 0307 50 4394 % 
z 63 14 6359 58 4291 71 09 47 
291 7 4702 40 394 $ 
64 4594 50 3402 82 103 10 
65 st 4394 69 S505 92 102 sg 
5 49753 09 4291 91 x 
10 3581 59 4394 59 SUUS 8) 102 68 
2.566 0,515 9365 00 4292 "76 
, 26: 292 01 0,810 7976 48 4 
67 16 3557 01 4292 11 z 
63 16 7849 12 4394 33 8513 102 27 
4292 21 11 6765 35 4394 28 SOG 23 
69 17 2141 33 4292 3 12 1159 63 aaa 02 sUlb 23 102 07 
70 17 6433 64 4292 41 12 5555 S1 39. m“ 
439+ 07 9120 17 
- N - 
2,571 0,518 0726 05 4292 51 0,812 9947 88 4393 97 9.994 9221 8 
72 15 5018 56 4202 61 13 4341 85 4 
393 8 95 
24 393 7 0424 54 06 
ereete 4292 S1 14 3129 49 4393 66 9525 60 100 85 
73 19 75090 70 4292 01 14 7523 15 00) 85 
4395 026 45 100 65 
0,820 2189 61 293, 
0,815 1916 71 4393 46 9,994 9727 10 100 45 
2 15 65310 17 4393 36 0897 
4 4293 21 10 0703 52 4393 25 9927 
21 50065 94 4293 31 16 30%6 78 4303 15 ” 
80 21 9302 25 4205 Al 16 0450 053 393 05 
393 05 u127 65 65 
2.581 0,822 3655 65 293 5 17 
3 4293 51 0,817 3882 0% - - 
82 22 7949 16 4293 60 - 
% 4392 85 0326 7 99 235 
83 23 2242 76 4293 70 18 2668 79 
84 23 0536 46 429: 5 
293 80 15 701 5+ 4392 65 0525 08 98 SG 
85 24 0830 26 4293 W 19 1454 20 1392 55 = Er 
4392 53 0023 94 0365 
2,58 0,324 5124 16 2 ’ 
„Is 4293 99 0.8 58 7 - - 
87 24 9418 15 4392 45 9,995 0722 59 98 46 
09 20 0239 20 4392 36 os 97 
83 25 3712 24 4294 19 20 4631 56 26 
- - { ) 
89 25 8006 43 4294 29 20 9023 4392 16 
90 26 230 72 4294 38 21 ı 
21 3415 97 4392 06 1115 25 97 68 
2,591 0,326 6595 10 2 
Jo 42094 43 82 78 . 
92 27 0889 58 904 58 ehe 4391 % 9,99 1212 9 7 48 
27 085859 58 429+ 58 22 2199 99 4391 86 
93 1310 41 97 29 
94 97 0478 92 4294 27 \ 76 1407 97 
. 23 0953 61 4391 66 1504 79 
95 28 3773 59 4294 56 23 5375 28 4 —— ze 
- 391 57 1601 67 96 72 
ß 
2,596 0,828 8068 45 4204 96 0,823 9766 84 4391 47 9,995 1 
97 29 2363 41 4295 06 24 4158 31 2391 37 == ip 
98 29 6058 47 42095 15 24 8540) 67 
24 854) 67 459, 27 1501 20 
99 30 0953 62 4295 25 25 2040 94 2 De 
4331 17 1957 32 95 92 


2,6 0.5248 8 5 733 
, 00 30 5248 87 25 7392 11 2us3 24 


17. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. II. 


log. Gof, A. 


0,530 5248 87 
0,330 0544 20 
31 3359 64 
31 s135 16 
32 2430 79 
32 6726 50 


0,833 1022 31 
33 5318 21 
33 9614 21 
34 3910 30 
34 8206 48 


0,835 2502 76 
35 67% 13 
36 1005 59 
36 5302 14 
36 9683 79 


0,837 3985 53 
37 8282 36 
38 2579 29 
38 6876 30 
39 1173 4) 


0,839 5470 60 
39 9767 88 
40 4065 26 
40 8362 72 


41 2660 28 


0,841 6057 92 
42 1255 66 
42 5553 48 
42 0851 40 
45 4145 40 


0,843 8447 50 
4+ 2745 68 
44 7043 96 
45 1342 32 
45 5040 78 


0,345 9039 32 
46 4237 % 
8536 68 
47 2835 49 
47 7134 39 


0,848 1433 37 
a8 5732 44 
0031 60 
30) 4330 84 
49 8630 17 


0,550 2029 59 
7229 
51 1528 68 
51 5828 35 


52 0128 11 


D. 


4295 34 


4205 43 
4205 53 
4295 62 
4295 72 
4295 S1 


4205 
4206 00 
4296 09 
4206 18 
4290 28 


42096 37 
4206 46 
4296 56 
4206 65 
42% 74 


4296 83 
426 92 
4297 01 
4297 10 
4297 20 


4297 29 
4207 38 
4297 47 
4257 56 
4297 65 


4207 74 
4207 83 
4297 92 
4208 01 
428 1U 


4298 19 
4208 25 
4298 37 
4208 46 
4203 54 


4208 03 
4298 72 
4208 B1 
4205 
4298 98 


4290 07 
42099 16 
4209 24 
4290 33 
4299 42 


4299 50 
42399 59 
4290.08 
4299 76 


loe. Sin. k. 


0,825 7332 14 
0,826 1723 19 
26 6114 17 
27 0505 06 
27 4805 85 
27 9256 54 


0,828 3677 14 
28 8067 64 
29 2458 05 
29 6848 36 
30 1238 58 


0,830 5628 70 
31 0018 73 
31 4408 66 
31 8798 50 
32 3185 24 


0,832 7577 89 
33 1067 44 
33 6356 W 
34 0746 %6 
34 5135 53 


0,834 9524 70 
35 3913 78 
35 8302 77 
36 2601 67 
36 +7 


0,837 1460 19 
37 5857 s1 
38 0246 35 
35 4034 79 
33 23 14 


0,839 3411 41 
39 7799 58 
40 2157 66 
40 6575 65 
41 55 


0,841 5351 37 
41 9730 09 
42 4126 72 
42 8514 27 
43 2901 72 


0,843 7289 (8 
44 1676 35 
44 6063 53 
45 0450 62 
45 4837 02 


0,345 9224 53 
46 3611 36 
46 7908 
47 2554 74 

7 6771 30 


D. 


439118 


43% 98 
43% 89 
43% 79 
43% 69 
60 


43% 50 
4390) 41 
4390 31 
43% 22 
43% 12 


4390 03 
4389 03 
4359 54 
4359 74 
4359 65 


4389 55 
4359 46 
4339 36 
4359 27 
4359 17 


4389 08 
4388 99 
43855 
4358 sl 
4358 72 


4355 63 
4355 53 
4385 44 
4385 35 
4385 26 


4358 17 
4355 085 
4357 09 
4357 
4387 


4387 72 
4357 63 
4387 54 
4357 45 
4387 36 


4387 27 
4357 18 
4557 09 
4357 00 
4350 01 


4356 53 
4356 74 
4356 65 
4350 Sb 


log. Tang. k. 


9,0995 2083 24 


9,995 2178 99 
2274 53 
2369 90 
2465 06 
2500 04 


9,995 2654 83 
2749 43 
2843 58 
2938 06 
3032 10 


9,995 3125 04 
3219 60 
3313 07 
3406 36 
3499 45 


9,995 3503 36 
3685 08 
3777 
38069 96 
3902 13 


9,995 4054 10 
4145 
4237 51 
4328 95 
4420 19 


9,995 4511 27 
4502 15 
4692 87 
4753 39 
4573 74 


9,995 4963 91 


9,95 5412 05 


9,995 5855 71 
5943 91 
6031 93 
6119 75 
6207 45 


9,995 6204 94 
6382 27 
6469 41 
6556 39 
6643 19 


27° 


= 


3u 17 


207 
2,600 95 75 
2,601 05 54 
02 95 37 
03 95 16 
04 94 8 
05 94 79 
2,606 94 66 
07 94 41 
05 0422 
09 94 08 
10 93 34 
2,611 93 66 
12 93 47 
13 93 29 
14 03 19 
15 92 9 
2,616 92 72 
17 92 53 
15 92 35 
19 02 17 
20 91 97 
2,621 80 
22 91 61 
23 91 4% 
24 0124 
25 91 08 
2,626 
27 
28 
29 
30 
2,651 
32 5053 80 
5143 70 sy 63 
34 5233 33 sy 44 
35 5322 77 sg 28 
2,6306 sg 08 
37 5501 13 ss 01 
38 5500 04 ss 74 
39 5678 78 88 55 
40 5767 33 ss 38 
2,641 ss 
42 ss 
43 
44 S7 67 
45 87 49 
2,646 87 33 
47 s7 14 
48 sb 
50 


208 


2,676 
77 
78 


84 
85 


2,686 
87 

88 
89 

90 


2,691 
92 
95 
94 
95 


2,696 
97 
98 
99 

2,700 


17, Gudermann, Yoienzial- Functiunen 


log. &of. 


0,852 0128 


0,852 4427 


36 3130 


0,856 7431 


£ 
99 3237 


64 4857 
6+ 
0,865 3462 


65 7764 


66 2067 3 


66 6369 


67 0672 


67 9278 2 


65 3581 


68 7854 


69 2187 


0,869 64% 


70 07935 


70 5096 


70 9400 2 


71 3703 


0,571 8007 


k. 


36 
9 


48 


20 
82 


92 


D. 


4200 85 


42909 93 
4300 02 
4300 10 
4300 19 
4300 27 


4300) 36 
4300 44 
4300 53 
43) 68 
43) 


4300 75 
4300 86 
4300) 05 
4301053 


4301 12 


4301 20 
4301 25 
4301 36 
4301 45 
4301 53 


4301 61 
4301 69 
4301 78 
4301 86 
4301 9% 


4302 02 
4302 10 
4302 18 
4302 26 


35 


4302 45 
4302 51 
4302 59 
4302 67 


4302 75 


4302 83 
4302 01 
4302 99 
4303 07 
4303 14 


4303 22 
4303 30 
45303 35 
4303 46 
4303 54 


4303 62 
4303 70 
4303 78 
4303 S5 


0,847 6771 
0,843 1157 
43 5544 
9950 
49 4316 
49 8702 


0,550 3088 : 


an 


7474 
1860 


n 


— 


6240 


52 0632 


0,552 5017 7 


92 0403 


55 5714 


55009 56 


56 4 


0,856 1 


57 3253 
57 7638 
58 2022 
99 6407 


0,850 0791 


50 5175 


9500 


60 8325 2 


0,861 2712 
61 706 
62 1479 
62 58653 


63 0247 


0,863 4630 
63 9014 


64 3307 : 


64 7780 


65 2163 


0,865 6546 


66 0929 


66 531° 
66 9095 


67 4078 


0,867 8461 
65 2845 
68 72236 
EI 


log. Sin, k. 


34 
+44 
07 
37 


D. 


4386 47 
4356 39 
4356 30 
4386 21 
4356 13 
4356 04 


4385 096 
4385 87 
4355 78 
4355 70 


4355 10 
4335 04 
4354 03 
4354 85 
4334 76 


4384 68 
45354 59 
4384 51 
435+ 43 
4354 34 


4384 26 
15 
4384 09 
4354 O1 
4353 93 


4383 85 
4383 76 
4353 65 
4353 60 
4353 52 


4353 44 
4383 36 
4383 27 
4353 19 
4355 11 


4383 03 
4382 05 
4352 87 
4382 79 
4352 71 


4382 63 
4352 55 
4332 48 
4532 4) 


log. 
9,05 6645 19 
4,915 6720 82 
6516 277 

62 55 

6085 67 

7074 60 


9,905 7160 36 
7245 97 
7331 39 
7416 65 
7501 74 


9,095 7586 
7671 40 
7755 97 


784) 37 
7924 Gl 


9,0995 
8092 ! 
s176 


ww 
© 


9,0905 8426 51 


9,995 8840 18 
8922 42 
50 
4) 
9168 15 


9,095 0249 74 
9331 15 
9412 41 
94093 50 
9574 43 


9,995 9655 21 
9735 82 
9816 27 
56 
3976 08 


9,996 0056 65 
0136 46 
0216 11 
029559 


0374 92 


9,996 0454 11 
0533 12 
0611 97 
06M 67 


0709 22 


! 
2,651 78 s6 45 
32 52 8727 16 86 28 
53 53 3027 46 612 
54 53 7328 68 s5 0% 
553 54 su s 
2,656 0,854 5028 s50 
57 55 0228 Ss) 42 
55 55 4520 28 67 
59 55 8320 80 45 85 09 
60 {1 15 4385 61 9? 
2,661 10 4385 52 54 74 
62 57 1731 88 4385 44 84 57 
| 63 57 6032 75 53 3788 72 4385 35 54 40 
64 58 0333 70 93 S17+ 07 4355 27 5+ 24 
63 55 4634 73 54 2550 34 4385 18 54 07 
2,666 0.858 8035 84 0,554 6944 52 m s; m) 
67 55 1320 62 74 
63 59 7538 32 6: 83 55 
69 60.1839 69 83 41 
70 60) 6141 13 | 83 23 
2,671 0,861 0442 66 83 07 
72 61 4744 27 8500 55 82 50 
73 61 97 8502 47 8 74 
74 62 3347 74 05 8675 21 82 56 
75 62 7649 60 37 S757 77 s2 41 
0,863 1951 54 24 
63 6253 55 82 08 
64 0555 65 |; 
60 3044 24 81 75 
2,681 44 18 S1 41 
82 = 7 26 
853 78 s1 09 
| 46 80 93 
0,867 4075 37 58 80 16 
02 SU 45 
su 29 
(10 (5 su 12 
> 03 79 48 
7901 
72 6614 IM 78 70 
73 0918 30 78 53 
73 5222 15 
zen 


2 
2. 
2,701 

0.) 


2,711 
12 
13 
14 
15 


2,716 
17 
15 
19 
20 


w 


17. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. Il. 


0,876 1046 59 
76 5351 28 
76 %55 
77 3960 29 


77 8264 92 


0,878 2569 61 
78 6874 39 
1179 24 
79 5484 16 
79 9789 17 


0,850 4004 24 
8399 40 

Sı 2704 63 
1 7009 93 


82 1315 31 


1,9392 5620 76 
99% 20 


0,88+ 71 
s5 145% 
85 5761 OL 


89 4513 05 
s9 8824 75 
9u 3131 52 


9) 7438 37 


0,891 1745 29 
91 6052 283 
92 0359 34 
92 4666 47 
92 8973 67 


0,893 3280 94 
93 7588 29 
94 1895 70 
62035 19 
35 0510 75 


4304 
4304 


4304 
4304 


5: 


304 


4304 
4504 
4305 
4305 


4305 


4305 
4305 


4305 3 


4305 


4305 5: 


4305 
4305 
4305 
4305 


4305 
4305 
4306 
4506 
4306 


4306 
4306 


4306 
4306 4 
43006 5 


4306 
2306 


4306 7 
4306 
4306 


4300 
4307 
2307 
4307 


4307 


4307 
4307 
4307 
4307 


03 
10 
24 
32 


39 
47 


34 
42 
40 


30 


log. Sun. 


0,509 5991 


6,570 0373 
70 4755 
70 9135 
71 3520 


7992 


0,872 2254 
72 6665 
73 


3 5429 


73 9810 & 


0,376 6098 


770480 
7 


7 9241 


73 3022 $ 


0,878 8003 | 


79 2 


79 6764 


0,830) 


si 42565 


s1l S666 
32 3046 


s2 7427 


0,383 1807 


83 6186 ‘ 


0566 
4046 


9325 


0,885 3705 


8085 
856 2465 


0844 4 


837 1223 


0,357 5603 
09082 


83 4561 


s3 8740) 4 


89 3119 


0,559 7408 


r 


9 1577 21 


6255 


0054 


91 5013 


4350 


4350 


4380 5 


4350 46 


4350 
4350 


4380 


4380 


log. lang. k. 


9095 0769 22 


9096 


9000 


9,96 


9,96 


9,995 23 


9,996 38 


9,936 


395 


(847 


00925 


113 8 


1622 
1699 
1776 
1852 


1023 


2004 


2080 


4217 
4283 


4360 


4431: 


4502 


2348 
>31 


28 
750 


50 


209 


0,873 95236 08 33401 07 3382 25 22 
74 3830 09 4382 15 78 07 
74 17 05 4382 07 
04 75 2438 33 u 1? 4381 99 1081 79 7% 
03 75 6742 57 4381 92 1159 54 77 60 
2,706 03 438184 1237 14 0774 
07 4381 76 1314 58 7729 
08 62 4351 68 1391 87 75 
09 62 gi 4381 61 1400 02 68 
10 70 4381 53 1546 00 76 84 
> 0,874 4192 45 4381 45 1 s4 76.07 
s5 7+ 5573 90 4351 38 51 76 53 
75 2055 28 4381 30 76 38 
00 13 1336 58 4381 23 4? 76 22 
76 1717 S1 4381 15 (4 76 07 
15 > 4381 08 75 92 
23 03 4381 00 (> 75 77 
5 4380 85 2232 02 
45 4380 76 2307 50 
60 2457 07 
83 423189 68 57 2532 08 
83 8537 57 75 so 1145 41 | 2607 84 u 
84 2343 32 82 5525 87 >35 2682 55 
2,726 °> 31 0,906 2757 11 41 
#5 531 52 74236 
28 05 79 10 2905 78 7+ 12 
29 SG 0067 05 12 95 2079 00 3% 
30 s6 4373 17 19 () > 3053 782 
2,731 0,886 8679 36 u 27 4379 94 1 27 05 23.62 
32 87 2985 63 34 BEE \S 4379 56 3201 35 73 52 
33 87 7291 97 N 54 4379 79 3274 87 73 38 
34 SS 1508 38 4 BE 63 4379 72 3348 25 73 24 
33 833 5904 86 6 EEE >; 4379 64 3421 49 73 08 
2,736 0,889 0211 42 u 63 VE 4370 57 9,996 3494 57 729% 
3% 0 56 4379 50 3567 51 7279 - 
38 8 05 45379 42 3640 30 72 66 
39 4 5 4379 35 3712 % 72 50 = 
40 2 4379 27 3785 46 7235 
2,741 99 10 4379 20 
4? 06 30 4379 13 3030 02 72.07 
45 15 4379 06 09 ‚193 
44 20 4378 98 4074 02 71 78 
45 7 4378 9 4145 SO 7164 | 
2,746 L 3 4378 81 u 7148 
Ay 4378 76 a2 36 
49 m 4373 62 7106 


>10 l/, Gudermann, Potenzial- Functionen { af, II. 


k. log. Cof. D. log. ©in. k. D. log. D. 


2,750 0,895 0510 75 “307 63 0,5891 5013 25 4373 55 9,996 4502 54 70 93 
2,751 0,895 4815 37 4307 70 0,891 9391 84 4378 48 9,996 4573 47 70 78 
32 95 9126 07 4307 77 92 3770 32 4378 41 4644 25 70 64 
95 96 3433 84 4307 84 92 8148 73 4378 34 4714 84 051 
54 06 4307 93 25707 4378 77 4785540 70 36 
53 97 204958 4307 8 03 4378 
2,736 0,897 6357 56 4308 05 0,894 1283 54 4378 13 9,996 4925 18 70 08 
97 98 0665 4308 12 94 566167 4378 
38 98 4973 72 4308 19 95 39 72 4377 9 5066 00 69 u 
39 98 25191 4308 % 71 44792 5135580 6066 
60 99 35017 4308 33 9879563 4377 84 695 
2,761 0,899 7808 49 4308 39 0,3% 317348 4377 77 9,9906 52749 6038 
62 0.00 2206 88 4308 46 96 7551 35 4377 70 5344 37 69 23 
63 00 6515 35 4308 53 97 1923585 377 63 5413 60 69 1 
64 0 0823 87 4308 60 97 6306 58 4377 65 5482 71 68 97 
63 u1 5132 47 4308 67 98 0684 15 4377 49 5551 08 65 82 
2,166 0,01 9441 14 308 73 0,898 S06L 64 4377 42 9,96 560 50 65 64 
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(Die Fortsetzung folgt.) 
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18. 

Analyse des transversales appliqude & la recherche 
des propridtes projectives des lignes et surfaces 
geometriques. 

(Snite du m&moire No. 3. cah, 1. et No. 7. cah. 2.) 


(Par M. J. V. Poncelet, chef de Bataillon du G£nie., ) 


g. 


Des difförens ınodes par lesquels on peut transformer, traduire et combiner entre elles tes 
relations concernant les transversales des bgnes geometriques. 


164. Toute courbe ä double courbure, d’un degr@ donne, ayant pour 
projection ordinaire ou conique, sur un plan quelconque, une ligne geome- 
trique du degr‘; toute surface geometrique Ctant pareillement sus- 
ceptible d’ötre coupce, par un plan arbitraire, suivant une ligne geome- 
trique de son propre degr&; enfin tout polygone, plan ou gauche, consi- 
dere comme transversal d’une ligne ou surface, pouvant toujours re de- 
compose en une suite de simples triangles, on congoit, a priori, quil 
suffira de bien &tudier les propriet@s qui se rapportent au systöme des in- 
tersections d’une courbe geometrique plane et d’un ordre quelconque avec 
trois droites ou transversales rectilignes arbitraires, pour etre ensuite en 
tat de decouvrir, avec facilit@, toutes les relations metriques ou descrip- 
tions qui peuvent appartenir a des lignes A double courbure, ü des sur- 
faces geometriques, et des polygones transversaux d’un degre ou d’un 
nombre de cötes quelconques. Tel est lobjet de ce second $. 

En nous restreignant ainsi au cas le plus &l@mentaire, nous evi- 
terons de compliquer inutilement la marche des raisonnemens, et nous 
pourrons donner aux divers resultats le degr@ de simplicit@ qui peut les 
rendre vraiment recommandables aux yeux des gcometres. 


Expos& de la relation fondamentale. 


165. Rappelons d’abord I'’@nonc# de cette relation, cela nous four- 
nira l’occasion de presenter quelques observations preliminaires qui servi- 


ront ä en faciliter la parfaite intelligence ainsi que des applications. 
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wer 


Soit abe un triangle arbitrairement situ“ sur le plan d’une ligne 
gcometrique d’un ordre queleonque, et dont les cötds ab, be, ca, pro- 
long“s indefiniment rencontrent respectivement cette courbe aux points 
4 [4 [4 A 
que eöte, est marque par le degre möme de la courbe. Besignons par 
(@p) le produit ap.ap’. ap .... de tous les segmens compris sur le 
cöte ab du triangle @be, depuis le sommet @ de ce triangle, jusqu'anx 
dillörentes branches ou regions de la courbe; par (bg) le produit semblable 
de tous les segmens 59, bg‘, .... qui, sur le be, correspondent 
a ces mömes branches et au sommet 5b, et ainsi de suite pour les autres 
segmens ou cötes; on aura legalite 
(ap)(by)(er) = (bp) (eg) (er), 
que nous mettrons sous cette forme 
(ap)(ba)(er) __ 
(bp)(eg)(ar) 
et qui demeure applicable a la courbe proposde, m@me quand quelques 
unes de ses intersections avec le triangle deviennent imaginaires, se reu- 


nissent par couples on passent A Vinfini, auquel cas le cöte correspondant 
de ce triangle devient simplement parallele ä Fune des branches ou des 
asymptotes de cette courbe. 


En eflet, dans cette derniere hypothese, le rapport des segmens 
infinis se reduit A Vunite (147.) et disparait totalement de la relation ci- 
dessus; dans la seconde, les segmens des paires de points qui se confon- 
dent sur chacun des cötes du triangle, devenus tangens a la courbe pro- 
posce, sont simplement @gaux entre eux, de sorte qu’ils continuent de- 
meurer daus la relation dont il s’agit; enfin, dans la premiere, les pro- 
duits des couples de segmens imaginaires restent reels, comme on sait, 
et peuvent toujours ©tre censcs donnes implieitement, soit par le trace 
ou la constitution propre de la courbe, soit par le trac& eflectif ou pos- 
sible d’autres courbes plus simples et qui auraient en commun, avec la 
proposce, les couples de points imaginaires relatifs ü ces segmens. Les 
interseetions et par exemple, etant imaginaires, les produits ar.ar‘, 
cer.cr qui leur correspondent, ou plutöt le rapport de ces produits, sera 
donnd par la relation m&me qui les renferme, ou par ses analogues re- 
latives soit A la courbe proposde, soit ü une section conique on a une 
ligne gdometrique queleonque qui aurait, avec cette proposee, la direction 
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ind@finie de rr’ ou ac pour secante commune ideale ( Zraite des proprie- 
tes projectives Sect. I. et III.). 

166. La relation generale qui nous occupe met d’ailleurs A m@me 
de trouver l'une quelconque des intersections de la courbe avec les cötes 
du triangle, quand toutes les autres sont connues. En effet, elle donne 
immediatement le rapport des segmens relatifs a cette interseetion, ou des 
deux distances qui, sur le cöte auquel elle appartient, la separent des som- 
mets correspondans du triangle; mais il est nÖcessaire de remarquer qu’on 
peut diviser, de deux manieres distinetes, ce cöte en parties proportion- 
nelles ä deux nombres donnds, selon que le point de division doit se trou- 
ver entre les extr@mites mömes de ce cöte ou sur son prolongement. Or 
un seul de ces points appartient a la courbe puisqwil doit @tre tel (149.) 
que le systeme de toutes les intersections de celle-ci avec les eötes du 
triangle transversal, en offre un nombre zero on pair sur le perimetre 
möme de ce triangle, condition qui leve @videmment toute espece d’in- 
certitude. 

167. ID rösulte en particulier de ces observations, que si les dif- 
ferentes branches d’une courbe geometrique, une seule exceptee, sont de- 
crites sur un plan, il suffira de connaitre deux quelconques des points de 
ceite branche pour ötre a möme d’en determiner successivement tous les 
autres par une methode qui se rapporte uniquement au premier degre, 
et qui n’exige que Vintervection de la ligne droite ou de la regle, 
comme nous le verrons tout a I’heure. 

Eflectivement, si lon suppose que la direction indelinie de deux 
des cötes du triangle transversal restent invariables sur le plan de la courbe, 
tandis que celle du troisieme cöte change de position d’une manicre quel- 
conque, par exemple en pivotant autour de Tun de ses sommets; ıl est 
clair, d’apres ce qui precede, que les intersections successives de ce cöte, 
avec l’une des branches de la courbe choisie ä volonte, pourront ötre de- 
terminces ü l’aide des autres intersections variables de ce m@me cöte et 
des intersections fixes qui appartiennent aux deux premiers. 

On voit done que chaque branche distinete d’une courbe gcome- 
trique se comporte, par rapport A toutes les autres, comme si elle £tait 
une simple ligne droite; car deux points de sa direction suffisent pour la 
determiner completement, et son trace n’exige que des construetions du 
premier degre. 
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On prouverait, de la möme maniere, que le systeme de deux 
branches distinetes d’une courbe gcometrique se comporte comme une 
simple ligne du second ordre par rapport a l’ensemble des autres branches 
censdes connues; de sorte, par exemple, que ce syst@me serait entiere- 
ment denn® au moyen de cingq points queleonques de son contour; et 
ainsi de suite pour les systemes de trois ou d’un nombre queleonque de 
branches. Or ces eirconstances mettent a de prevoir, Yavance, 
que plusieurs des proprietes connues de la ligne droite et des sections co- 
niques doivent ötre applicables aux branches simples et aux couples de 
branches des lignes geometriques de degr@ quelconque. 

Cest ainsi, par exemple, que nous avons vu (155. et suiv.) les pro- 
prietes projectives les plus g@nerales dont jouit une ligne du second ordre 
par rapport ü une droite arbitraire de son plan, subsister, d’une manicre 
analogue et sans modifications essentielles, pour le systöme de deux branches 
quelconques, d’une ligne du 3° ordre par vapport a la derniere branche. 

168. En general, il r&sulte, de la nature des relations qui nous 
occupent, que toutes les proprietes, toutes les consÖquences qu'il sera pos- 
sible d’en deduire pour les eourbes geometriques considerees d’une ma- 
niere individuelle, seront aussi applicables aux systemes de droites ou de 
courbes geometriques queleonques dont la somme des degres serait un 
nombre donnd et qui se trouveraient compris dans le möme plan. Mais, 
afin d’eviter les repetitions et de ne pas compliquer inutilement les @non- 
ces ou les d@monstrations, nous convenons, une fois pour toutes, de com- 
prendre sous la d@nomination de lignes geometrigues, aussi bien les lignes 
individuelles et distinetes que les assemblages ou syst@mes de lignes aux- 
quels notre theoreme fondamental est direetement applicable. 

Et, puisque ce theoreme e£tablit une relation necessaire entre les 
mterseetions des du triangle transversal avec les differentes branches 
des lignes geometriques, il en resulte r&eiproquement qu'un systeme de 
points, ehoisis arbitrairement, mais en nombre egal, sur chacun des cötes 
d’un triangle quelconque, ne saurait, en aucune maniere, appartenir ä une 
ligne geometrique de lordre marqu@ par ce m&me nombre siil ne satisfait 
pas a la relation dont il s’agit; ce qui revient a dire quil sera impos- 
sible de faire passer une telle ligne par lensemble de tous ces points. 
Ainsi, par exemple, six points &tant situds arbitrairement, mais deux par 
deux, sur les eötes d’un triangle, om ne saurait construire aucune ligne 
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du second ordre qui contienne ces six points, et il est egalement de toute 
impossibilit@ d’en faire passer une du 3° par neuf points qui seraient 
choisis a volont‘, quoique trois par trois, sur ces m&mes cötes. 

Enfin il parait @vident, d’apres le No.166., que, lorsque les points 
consideres satisfont aux conditions de grandeur et de position dont il y 
est question, toute courbe geometrique, du degr& marqu‘ par le nombre 
des points qui appartiennent ä un m&me cöte et qui passerait par le sy- 
stöme de ces points et de tous les autres, un seul excepte, devra neces- 


sairement aussi passer par ce dernier. 
Ainsi, bien que nous ignorions actuellement les moyens g@ome- 


triques de construire une telle courbe ü laide des points donn‘s, quand 
son degr@ surpasse le deuxieme (145), nous n’en devons pas moins re- 
garder la relation metrique qui lie entre eux ces points, comme un in- 
dice de lrexistence de cette courbe en general, ou, si lon veut, comme 
une definition qui exelue seulement toute idee de son impossibilit@ abso- 
lue. Au surplus, lorsque, dans le courant de ce $. il nous arrivera d’C- 
noncer qu’un certain groupe de 3772 points, assujettis aux conditions que 
suppose cette relation, appartient a une ligne du degr@ 2 marqud par 
le nombre des points qui sont situds sur chaque transversale, ce sera 
uniquement dans la vue de simplifier le langage, et nullement de rien pro- 
noncer ü Favance sur lexistence ou la possibilit@ effective de cette courbe, 
possibilit@ qui sera demontr&e completement et gen@ralement dans le pa- 
ragraphe suivant, ol nous nous occuperons, d’une maniere spdciale, de la 
construction des lignes et surfaces geometriques par leurs systömes d’in- 
tersections avec des transversales rectilignes donnees, 

Methode generale d’elimination appliguee specialement aux seg- 
mens yul deviennent nuls ou infiniment petits. Des tangentes, des points 
singuliers ct des polygones inscrits ou circonserits. 

169. Apres les observations preliminaires qui prec@dent, nous 
nous oceuperons des diflerens modes par lesquels on peut transformer 
notre relation primitive en d’autres @galement propres a caracteriser les 
lines geometriques, et faire construire numeriquement ou graphique- 
ment l'une quelconque de leurs intersections avec les cötes du triangle 
transversal, quand les intersections restantes sont censces donndes; ce qui 
conduit necessairement aussi a autant de theoremes distinets ou de pro- 
prietes nouvelles des lignes geometriques, 
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En eflet, il sufßt de traiter cette relation comme nous l’avons fait 
dans le 1. $., pour le cas partieulier des lignes du second ordre; c'est 
A dire en fesant intervenir de nouvelles transversales rectilignes ou courbes 
qui eontiennent quelques-uns des points d’abord eonsiderds, et qui, don- 
nant lieu d’autres relations analogues, permettent d’@liminer simultand- 
ment, ou successivement de la proposee, tout ou partie des segmens quelle 
renferme, de maniere a retomber finalement sur une dgalit& plus simple, 
sur une relation qui indique plus explicitement que la premiere, la de- 
pendance graphique qui lie, entre elles, les intersections primitives de la 
courbe et ses transversales. 

Obervons en oufre que, par de telles transformations, on peut 
aussi gencraliser notre quation fondamentale, de maniere la rendre 
applicable ü des situations des transversales pour lesquelles elle cesserait 
de Vötre sous le point de vue purement geometrique. En eflet, par leli- 
mination, de tous ou de partie des segmens qui y entrent, au moyen 
d’equations et de transversales auxiliaires, 'on rend les relations nouvelles 
ind“pendantes du mode dexistence propre des points auxquels ces seg- 
mens appartiennent; de sorte "me ces segmens peuvent devenir nuls, in- 
finis, imaginaires sans que ces dernieres relations deviennent, pour cela, 
identiques, illusoires etc. 

170. Nous avons deja oflert difiörens exemples de ces transfor- 
mations pour le cas particulier des lignes du 2° et du 3” ordre, mais il 
convient de les etudier ici d’une maniere tout a fait speeiale et pour les 
courbes de degre queleonque. 

Supposant, entre autres, que, dans le cas general ci-dessus (165.) 
d'une eourbe geometrique plane coupee par les cötes indefiniment prolonges 
du triangle abe, il arrive que le sommet c de ce triangle doive &tre si- 
tu& sur la courbe, et se confondre ainsi avec les points 7 et r qui lu 
sont adjacens; les segmens eg, er devenant ü la fois nuls, la relation pro- 
posee prendra la forme 3=1ou0=0, et cessera ainsi d’etre apte 
& definir la courbe, ou A determiner Tun quelconque des segmens du 
triangle a Taide de tous les aufres. Mais, si Fon concoit, par les points 
9 et r. une nouvelle transversale rectiligne ou courbe quelconque, le sy- 
steme de toutes ces intersections, avec les cötes du triangie «bc, donnera 
lieu une seconde relation qui permettra d’Climiner, de la premiere, les 
segmens c9 et er, censes nuls ou infiniment petits, et qui conduira a une 


13. Poncelet, analyse des transversales. 219 


derniere @quation propre determiner immediatement Time quelconque 
des intersections du triangle abe, avec les deux courbes devenues tan- 
gentes entre elles au point e, quand on connaitra le systöme de toutes 
les autres. 

171. Pour nous borner, ici, a ce qwil y de plus simple et de 
plus @l&mentaire, nous supposerons que la ligne auxiliaire soit la droite 
indefinie 97 rencontrant au point P le 3° cöte «5b du triangle transversal, 
on aura evidemment 

ar.cq.bP 


cr.by.aP 1, 


equation qui, multiplice, membre membre, par la proposde (165.), donne 
cette autre 


_ 

(bp)(eg‘)(ar)aP 
dans laquelle (59°) est eense representer le produit de tous les segmens 
bo‘, bog", bo’ .... a Vexception de 295; (ar’) le produit semblable de 
tous les segmens, ar‘, ar’, ar" .... Vexception de ar cete.. et 
dou Fon deduit imm«:liatement le rapport de a «P propre con- 
struire le point P, et parconsequent la transversale gr P, ui devient na- 
turellement une Zangente de la courbe proposce, dans I’hypothese ci-des- 
sus ou les points y9 et r se confondraient en un seul avec le sommet « 
du triangle consider. 

On remplira aussi le möme but d’Climiner, de la relation primitive, 
les segmens er etecg qui la rendent identique, en observant que, dans 
le triangle egr, le rapport des segimens ou cötes dont il sagit, conserve 
une valeur determinde et finie, m&me quand ce triangle s’Cvanouit, ou que 
la direction indelinie de gr devient tangente ü la courbe. En ellet, ce 
rapport est dgal a celui des sinus des angles egr, erg opposÖs respeetive- 
ment aux cötes er et cg dont il s’agit. Mais ce dernier mode d’“limi- 
nation aurait linconvenient de faire intervenir, dans la relation primitive, 
des @lömens d’une nature trangere A ceux quelle contienf, et qui ne se 
preteraient pas, avec la m&me facilit@, aux interprötations geometriques 
ou aux transformations que nous aurons ü lui faire subir par la suite. 

172. On se convaincra, des ü prösent, des avantages inherens au 
premier mode d’@limination en obseryant que la relation obtenue ei-des- 
sus (171.) peut immediatement se ramener A la forme müme de celle d’oü 
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nous sommes partis. TI suffit, pour cela, de supposer qu'on mene, par le 
point P, situ& snr le cöte @b du triangle «bc, une seconde droite arbi- 
traire rencontrant en 9, et r, les deux autres cötes de ce triangle; car, 
etant considerdce, son tour, comme transversale de ce müme triangle, 
elle donnera lieu a une nouvelle relation dont la combinaison avec la pre- 
c‘dente conduira celle-ci 
(bg)xcg;(eg’)x ar, (ar‘) 
qui, etant absolument de meme forme que la relation primitive et assu- 
jettie aux mömes conditions (149.), exprime (168.) que les trois groupes 
courbe proposce Texception des deux points et r, sont cux me&mes 
situ‘s sur une autre courbe geometrique d’un degre &gal au sien propre. 

Ce theorcme qui a son inverse, d’apres les principes de la thÖorie 
des polaires reeiproques, conduit des Enoncds aussi dl&gans que 
mais sur lesquels nous ne pouvons ici insister. Cententons nous de re- 
marquer que le moyen par lequel nous sommes parvenus ä ramener l'e- 
quation du No. 171. la forme de celle du No. 165., peut ötre mis en 
usage dans beaucoup d’autres circonstances analogues ; ce qui permet de tra- 
duire immediatement, en relations purement descriptives, toute galite 
deux termes, du genre de celles qui nous occupent, et qui ne diff£rerait 
de celle du No. 165. dont il s’agit, que par lordre des facteurs qui y en- 
trent ou Tarrangement des points auxquels elle s’applique. 

173. Nous venons de montrer comment on peut transformer cette 
dernicre relation en une autre qui ne devienne pas illusoire quand Fun 
des sommets du triangle abe se trouve situ@ sur la courbe proposce; et 
nons avons vu que cela revient a dliminer, de cette relation, les deux 
segmens qui sont susceptibles d’y devenir nuls ä la fois; or, il est clair 
qu’on pourraift, de m@me, en faire disparaitre deux autres segmens «uel- 
conques relatifs ü des cötds diff@rens du friangle transversal, ce qui per- 
mettrait d’amener de nouveaux sommets de ce triangle sur la courbe, 
sans que la relation, ainsi transformee, cessät d’tre applicable aux inter- 
sections qui sont demeurees distincetes de ces sommets. 

Je dis plus, c’est que le m@me proce@de d’elimination pourra servir 
a amener un ou plusieurs des sommets du triangle propos, ou, en ge- 
ncral, polygone transversal quelconque, en des points de 


= 1, 


% 
\ 


18. Poncelet, analyse des transversales. 221 


la courbe, et cela «melle «que soit Z’espece de ces points ou le nombre 
des branches qui y passent. En eliet, il suffira evidemment de faire in- 
tervenir, dans la figure, autant de transversales auxiliaires (171.) qwil y 
a de ces branches, et qui soient telles «que, r&unissant deux par deux les 
intersections du triangle et de la courbe, qui doivent se confondre soit 
avec lun des sommets de ce triangle, soit avec Tun des points multiples 
de cette courbe, elles finissent par devenir des tangentes v£eritables aux 
diff@rentes branches dont ıl s’agit. 

Les points conjugues, de rebroussement ou d’inflexion donnant lieu 
4 des observations analogues, on voit quil doit en resulter une infinitd 
de theorcmes absolument neufs sur les points singuliers des courbes 
metriques, et, en general, sur les figures qui leur sont inserites ou eir- 
conserites. Ües propositions pourraient ensuite @tre doublees au moyen 
des principes exposds dans notre Memoire sur la theorie des polaires 
reciprogues, et Von en deduirait notamment des proc@des fort simples et 
sur lesquels nous aurons occasion de revenir dans le $. suivant, pour con- 
struire, par points, toute ligne gcometrique ayant um point multiple d’ım 
ordre inferieur, d’une ou de deux units, au sien propre etc. Mais 
ce n’est pas ici le lieu de s’@tendre sur ces diflörentes matieres dignes 
d’interöt et qui sont susceptibles des plus grands developpemens, soit 
qu’on s’arröte aux figures situeces simplement dans un plan, soit que Von 
considere des polygones gauches «uelconques coupes par des snrfaces gdo- 
metriques dans lespace, 


Traduetion de Fegquation fondamentale en relations purement deseriptives et lineaires. 

174. Revenons maintenant aux suppositions g@n@rales du No. 165., 
ou le triangle abc a une situation quelconque par rapport a la courbe, et 
montrons comment, en suivant la marche qui preeede, on peut aisement 
decouvrir les moyens de construire lineairement, c’est-ä-dire avec une 
simple regle, Yun quelconque des points definis par la relation 

(ap\(bq)(er) __ 

quand tous les aufres sont censcs donnds sur la direction des transver- 
sales ab, be et ac. 


Pour y parvenir, il ne s’agira dvidemment que d’Climiner successi- 
vement, de la relation dont il s’agit, tous les segmens qui y entrent, en 
Crelle's Fonrnal d. M. Ba. Hifi. 3 29 
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conduisant par les points d’intersection de la courbe, pris deux ü deux et 
dans un ordre convenable, de nouvelles droites considerdes, ä leur tour, 
comme autant de transversales de cötes du triangle, et en proc@dant, du 
reste, comme cela a deja ete indiqu@ plus haut (171.) relativement aux 
sesmens des points et r, c’est-A-dire en s’arrangeant ‚de facon ä retomber 
toujours sur une derniere relation de la forme de la proposde et qui ap- 
partienne simplement au systöme de trois derniers points situes en ligne 
droite; ce qui est possible d’une infinit@ de manieres differentes, et con- 
duit autant de procddes graphiques distinets pour construire Tun des 
points primitivement econsideres quand on connait tous les autres, proc- 
des dont nous nous contenterons de donner quelques exemples, sans in- 
sister möme sur les cons@quences ou les th@or&mes qui peuvent en de&cou- 
ler pour les lignes geometriques des divers ordres. 

175. Quil siagisse, en partieulier, d’une ligne du 4° degr& coupee, 
var les eötös du triangle abc, comme il a &t& expliqu& au No.165.; on 
considerera d’abord le groupe des six points p et p/, g et 9, r et 
tucs par couples ou deux par deux sur les cötds dont il s’agit, et on les 
traitera de la möme maniere qu’on la fait au No. 148. pour le cas des 
simples sections coniques, en completant, par exemple, I'hexagone inscrit 
pp’gg'rr'p, ou, ce qui revient au m@me, en tracant les trois transversales 
pr’, joignant des points d’intersection qui appartiennent des 
eouples de eötcs dillörens du triangle @5c, et dont la rencontre respec- 
tive, avec chacun de ses troisicmes cötes, determinera les nouveaux points 
P, 0, R qui sont les points de concours des cötes opposes de Ihexagone 
dont il sagit. Om menera pareillement, par les six intersections restantes 
et toujours dans le ordre, les trois transversales 
rencontrant en P‘, respeetivement les cötes du triangle dont 
ces transversales ne d@pendent pas. Cela pos@, considerant le syst@me 
complet de ces six transversales comme une courbe unique (167.) du 6° 
degre, on aura, entre les 56 segmens quelle determine sur les cötes abe 
ou sur leurs prolongemens, la relation generale 

(ap) (bg) 


(bp)(eg) 
qui, en verfu de celle qui appartient ü la courbe proposce, se reduit 
la suivante 


1. 
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Cette nouvelle @quation exprime dvidemment «que le systöme dex 
six points Pet P', Q et Ret X‘, distribues deux par deux et syme- 
triquement sur les cötes @b, be et ac, du triangle propos, appartiennent \: 
une seule et m&me ligne du second ordre, car elle satisfait aux difl@rentes 
conditions specifices aux No. 148., 149., 165. et suivans. Traitant done 
ces SIxX nouveaux points comme il est indique dans le premier de ces nu- 
meros, ou comme on vient de le faire des deux groupes des douze pre- 
miers points appartenans a Ja courbe proposce, on obtiendra finalement 
trois derniers points «ui seront situds en ligne droite, conform@ment ä ce 
qui a etabli dans ce numcro et a ce quindigue le prineipe de 
Pascal sur les hexagones inscrits aux lignes du second ordre. 

Ces constructions, comme on voit, lient entre elles oraphismement 
les douze intersections de la courbe du 4° degre et des eötds du triangle 
abc, de manicre que onze quelconques d’entre elles Ötant donndes, la der- 
niere s’ensuit nÖcessairement par le trac@ de simples lignes droites. 

176. Sl siagissait d’une ligne du 3° ordre seulement, on tracerait 
une droite arbitraire formant, avee cette ligne, un syst@me qu'on traite- 
rait comme on vient de le faire pour la courbe du 4° degre. On pour- 
rait aussi detacher, des neuf intersections de la ligne du 3° ordre avec 
les cötes du triangle un groupe de six points symÖtriguement situes 
sur ces cÖötes, afın de traiter ce groupe comme on Va fait 
mais la relation ü la quelle on parviendrait ainsi, n’ayant pas la forme de 
celle du No. 165., on n’en pourrait conclure que les trois points nouvel- 
lement obtenus, reunis aux trois derniers points de la ceourbe proposce, 
appartiennent ä une ligne du second ordre; il faudrait ndcessairement lu 
faire subir la transformation du No. 172. pour la rendre susceptible d’ex- 
primer immediatement une d“pendance sraphique entre les points aux- 
uels elle se rapporte; ce qui enleverait a la construction finale toute la 
symetrie qui caracterise le premier mode d’op(rer. 

Cette difhieult® n'existe pas pour les lines du ordre; car, si 
on detache des 15 intersections qui leur appartiennent sur les cötds du 
triangle transversal, trois queleonques d’entre elles relatives ü des cötds 
differens, puis q’uon traite les 12 intersections restantes comme on la fait 
des 12 intersections relatives ä la courbe du 4° degre ci-dessus, on arri- 
vera finalement ü trois derniers points qui, rdunis avec les trois points re- 


serves, appartiendront naturellement ä une ligne du 2° ordre; ce qui tient 
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essentiellement a ce que les 12 premiers points ont dt@ soumis ä un nom- 
bre pair d’op@rations qui n’ont pas change V’ordre des produits des segmens 
qui, dans les “«uations successives, se rapportent ü ces douze points. 

Pour les lignes du 6° ordre, on partagerait les 18 intersections cor- 
respondantes en trois groupes de six points respectivement situds sur les 
cötes du triangle; et, les traitant sCpar&ment comme s’ils appartenaient a 
une ligne du second ordre, on arriverait ä neuf derniers points situds sur 
une ligne du 3°” ordre, qu’on traiterait, ä leur tour, comme nous venons 
de lindiquer pour cet ordre, en fesant intervenir une droite auxiliaire quel- 
conque dans la figure, afın de n’avoir qu'une ligne du 4° ordre ü considerer. 

On procdderait d’une maniere analogue pour les lignes des ordres 
supcrieurs au 

177. Les constructions qui precedent £tablissant des d@pendances 
purement graphiques et lindaires entre les intersections d’une courbe plane 
donnce et les cötds d’un triangle pris pour transversal de cette courbe, il 
est elair «que ces dependances ne cesseront jamais d’etre applicables au 
systöme des intersections correspondantes, pourvu seulement qu’aucune d’en- 
tre elles ne devienne imaginaire: elle servira done ü construire Fune quel- 
eonque de ces intersections au moyen de toutes les autres, m@öme quand 
le triangle dont il s’agit s’Cvanouira, aura des sommets places sur la courbe 
ou situes A Tinfini ete.; ce qui fournira, entre autres (171.), le moyen 
de construire, toujours par de simples intersections de lignes droites, la 
angente en Yun queleonque des points d’une courbe scometrique donnde 
sur un plan. 

Ce sont precisement ces constructions, dont Tanalogie avec celles 
qui rösultent du principe de Pascal pour les sections coniques est de toute 
cvidence, «que nous avions decouvertes, des 1816, et que nous avons an- 
noncees a la page 154. du tome VIII. des Annales de Mathematigues, 
annde 1817. On voit qu’envisagces individuellement et pour chaque courbe 
d’un certain ordre, elles sont assez simples en elles m&mes pour £tre fa- 
eilement appliqudes, et assez symeötriques pour aisement retenues et 
saisies par Vesprit. Mais elles n’en manquent pas moins, dans leur ensem- 
ble, de ce caractere d’uniformite et d’universalit©, qui peut seul rendre 
ics methodes math@matiques vraiment recommandables: c’est pourquoi, dans 
ce qui va suivre, nous exposerons des constructions absolument exemptes 
de cet inconvenient. 
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Elimination de tous les segmens relatifs a une me&me transversale ou au systeme de deux 
transversales distinetes. Des systemes d’intersection en involution simple. 


178. Afın de mieux faire apercevoir la marche qui nous a fait par- 
venir a ces constructions, nous remarquerons que la relation du No. 165. 
devient completement illusoire quand l’un des cötds du triangle passe 
a Finfini; ensorte que cette relation n’apprend plus rien par elle möme sur 
la loi ou la d@pendence qui lient entre elles les difi@rentes intersections 
de ce triangle et de la courbe. Or nous venons de voir que cette de- 
pendance, consider&de sous le point de vue purement graphique, n’en existe 
pas moins dans la supposition dont il s’agit, puisque, d’apres les notions 
generalement admises, toute droite, distance donnde, qui contient Pun 
des points d’une courbe, situ@ linfini, n’est autre chose qu’une parallcle 
a la branche ou a lasymptote correspondante de cette courbe; done il 
doit exister aussi une relation metrique necessaire entre tous ceux des 
differens segmens du triangle abe, qui, fesant partie de la relation pri- 
mitive, n’ont pas acquis une valeur infinie dans I’hypothese dont il sragit. 

Pour d@couvrir cette nouvelle relation, il ne s’agira, suivant Vesprit 
de la methode que nous avons jusquiei prise pour guide, que de trans- 
former la relation du No. 165. en une autre qui cesse de devenir iden- 
tique quand le du triangle @ebc, que Von considere, s’Cloigne une 
distance infinie sur le plan de la courbe; ce qui consiste toujours A elimi- 
ner, de cette relation et a laide de nouvelles transversales rectilignes con- 
venablement tracees, tous les couples de segmens dont le rapport con- 
serve essentiellement la forme indeterminde 2%, attendu qu’en devenant 
infinis, ils different entre eux d’une quantit© qui reste elle m@me infinie. 
Or cette circonstance n’a evidemment lieu que pour les seuls segmens qui 
appartiennent au cöt&e dont il s’agit; c'est done aussi de ces seuls segmens 
quil faut debarrasser la relation proposde, en menant, par les intersections 
correspondantes de la courbe, des transversales rectilignes arbitraires. 


179. Supposant, par exemple, que ce soit le cötd be du triangle 
abc, qui soit susceptible de passer ä linfini; pour faire sortir, de l’&ga- 
lit& du No. 165. les segmens qui appartiennent ä ce cöte, on menera, par 
ses intersections 9, 9°, 9.... avec la courbe, des droites ou transver- 
sales arbitraires coupant respectivement en Pet R, P' et et etc. 
les deux autres cötes ab et ac de ce triangle. Cela pos“ on aura dvidem- 
ment, en eonsideraut le systeme de ces transversales comme une ligne 
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scometrique du möme ordre «we la proposde, et en conservant d’ailleurs 
les conventions jusqu'ici admises, 


(aP)(bq)(eR) — 1: 
(BP)(eg)\ah) 


d’ou lon tire, en combinant avec la relation du No. 165. 


(ap)(cer) __ (aP)(eR) 
Bp)lar) ” 


equation dont facile donnerait lieu un nouveau th@oreme sur 
les courbes geometriques, et qui, dans la supposition ou be s’@loigne A 
Linfini et ou les transversales auxiliaires P' se changent, 
comme nous lavons dit, en un systöme de parallöles queleonques aux dif- 
f“rentes branches infnies de la courbe, prend cette autre forme encore 


plus simple 

(ap) __ (aP) 

(ar) (aR)? 
attendu que les rapports de segmens infinis se reduisent ici ü lunite, puis- 
que ceux-ci ne diflerent entre eux que d’une quantit@ donnde, 


D’ailleurs, quand les transversales auxiliaires, au fieu d’ötre mendes 
arbitrairement, sont prises tangentes ü la courbe proposde ou qu’elles se 
eonfondent avee ses difförentes asymptotes, on retombe sur un th@or&me 
d“montr‘, par //arıng, ü la page 85. de ses Melanges analytigues, le- 
«uel n'est ainsi qu’un cas particulier du nötre, 


180. Supposons encore que ces trausversales soient conduites par 
ies interseetions respectives r’.... de la courbe et de lun, «c, des 
eötes du triangle abe, dont elles ne derivent pas; ce qui revient a sup- 
poser que R coincide avee 7, A’ avec r’, et ainsi des autres; la relation, 
obtenue en premier lieu, deviendra, attendu qu'alors le produit (er) = 
(eR), le produit (ar)=({eR), 

(bp) 
nouvelle &quation qui, lorsque le dernier eöte be du triangle s’Cloigne 
infini ou devient simplement parallele au ab, se r@duit cette autre 


encore plus simple 

(ap) = (aP), 
et qui indique, d’apres nos conventions (165.), que „le produit de tous 
„ies segmens ap, ap‘, ap .... relatifs ü la courbe proposce, est egal 
celui de tous les segmens aP',,... determinds par les sc- 
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cantes ou cordes indefinies gr, g‘r‘, devenues paralleles aux dif- 
ferentes branches ou asymptotes de cette courbe 
181. L’&quation 

(ep) _ 

bp) WP) 
relative au cas ou @c ou dc restent quelconques, se rapporte Cvidem- 
ment a la forme des trois premieres de celles qui ont &t@ etablies aux 
No. 143. et 144. pour le cas des lisnes du second ordre; ce qui conduit 
a quelques consequences interessantes concernant les lignes geometriques 
en general, et qui peuvent considerdes comme leextension des pro- 
prietös dont jouissent les quadrilateres inserits au systöme de deux droites 


ou a une section conique quelconque, supposds coupls par une transver- 
sale arbitraire. 

En effet, le syst&me des transversales PgR, P'g'R',.... 
dont il a &t@ question ei-dessus, forme, avec les cötds indehnis du triangle 
abc, une suite continue de quadrilatöres PRR’P', .... eya- 
lement inserits ä la courbe proposce, et dont les dillörens cötds se trou- 
vent, aussi bien que les branches de cette courbe, coupces a la fois par 
la transversale arbitraire lequation ci-dessus peut done consi- 
dere comme indiquant que les points @ et 5, qui appartiennent aux deux 
cötes communs ü tous ces quadrilatcres, jouent le möme röle ou sont en 
ınvolution simple, soit par rapport aux intersections de la transversale et 
de la courbe, soit par rapport aux intersections de tous les autres cötds 
des quadrilateres. 

Mais ce rapprochement, entre les proprietes des lignes du second 
ordre et celles qui appartiennent aux lignes d’un ordre queleonque, peut 
ötre rendu plus @vident et plus complet encore, en observant que la rela- 
tion, qui nous occupe, etant ind@pendante de lordre dans lequel 
on joint, deux ä deux, les intersections distinetes, des cötds ac et be du 
triangle transversal, avec la courbe, elle a lieu, d’une maniere analogue, 
pour les deux systemes de diagonales joignant des sommets diff@rens des 
quadrilateres ci-dessus; de sorte que les intersections de la transversale 
arbitraire avec la courbe, et ses intersections avec les cötds ou les diago- 
nales distinctes dont il s’agit, constituent quatre groupes de points qui, 
combines deux ü deux, sont ü la fois en involutior par rapport aux points 
et b de la trausversale. 
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182. Pour traduire ces cons&quences en un langage plus expli- 
cite encore, concevons une courbe geometrique da degr&e m tracde sur 
un plan; soient @c et be deux transversales arbitraires rencontrant cette 
vourbe en autant de points est marqu& par son degree; inserivons, 
a volonte, a cette möme courbe, un polygone de 277 cötes qui ait alter- 
nativement pour sommets les zn points de rencontre de «@c et les n points 
de rencontre de be; soit en outre «eb une troisicme transversale arbitraire 
rencontrant les deux premicres en e et 5, la courbe aux 772 points p, p’, 
les cötes de rang pair du polygone aux points P, P'.... 
et enfin ceux de rang impair aux m points P,, P/, P/.... respective- 


ment: on aura, selon ce qui vient d’ötre demontre, les deux relations 


(ap) __ (aP) (ap) __ (aP;), 
bp) BP)’ WP,)’ 
dou lon deduit immediatement cette troisieme 
BP) MP,” 
qui se rapporte uniquement aux intersections de la transversale «5 avec 
les cötes de rang pair ou de rang impair du polygone, et a laquelle on 
arriverait direetement et gencralement, pour un polygone quelconque, d’un 
nombre pair de sommets, inserit a Tangle de deux droites arbitraires « c 
et be, en consid£rant alternativement le syst&me de tous les cötes de rang 
pair de ce polygone et celui de tous les cötes de rang impair, comme 
autant de lignes geometriques (165.) transversales du triangle abc, 
par la rencontre mutuelle des deux droites «ce et bc dont il s’agit, et d’une 
troisicme droite arbitraire ab. 


185. Ce dernier thcorcme qui, dapres ce que nous avons fait voir, 
de deux manicres difförentes, aux No. 515. et 517. du Zraite des pro- 
prietes projectives des figures, s’etend aisement aux polygenes, d’un nom- 
bre pair de eötcs, inserits a une ligne du second ordre quelconque, ce 
thcoreme, disons-nous, lie entre eux tous les points de deux systemes en 
ınvolutior simple par rapport deux points donnes, de manicre faire 
decouvrir lincairement quelconque d’entre eux, quand tous les autres 
sont assienes prlori, 

Guil sagısse, par exemple, des deux systemes de points p, .... 
P, P,P" consider‘s dans le No. 181.. et qui sont en Znvolution par rap- 
port aux sommets @ et Ö du triangle abc, on inserira, A volonte, dans 


| 
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langle ac des deux transversales ac et ab, ou de deux droites quel- 
conques issues de @ et 5, un polygone dans les sommets, en nombre 
egal ü celui des deux syst@mes de points proposes s’appuient alternative- 
ment sur ces droites et de maniere que les cötes de rang pair, je sup- 
pose, passant respectivement par les points p, p‘, pP” ...., les cötds de 
rang impair, un seul excepte, passent respectivement aussi par ceux des 
points P, P/, P”.... qui sont censes donndes. Cela pose, le dernier 
cöte ira naturellement rencontrer la transversale @5 au point qui a dt 
exceptd; circonstance qui d’ailleurs arrivera quel que soit ce point et quel 
que soit l’ordre dans lequel on ait opere. 


Nourelles construction des tangentes. Des faisceaux de tangentes en involution. 

184. Ce qui pr&cede fournit @videmment une nouvelle methode, 
aussi generale qu’elle est symetrique et Elegante, pour construire (164. et 
suiv.) Tune quelconque des intersections d’une courbe geometrique avec 
trois droites ab, ac et dc, arbitrairement tracces sur son plan et lors- 
que toutes les autres sont connues ou donnees par le trac& de la courbe. 
De la &galement un proc@d@ nouveau pour construire lineairement, ou 
sans autre instrument que la regle, la tangente en un point donne d’nne 
courbe geometrique quelconque, plane ou a double courbure, procede qui 
peut aussi servir ü construire les asymptotes de cette courbe, quand on 
connait simplement leur direction ou leur point de tangente ä lVinfini. 

Supposons, par exemple, que, dans la figure relative aux No. 180, 
et 183., le point de rencontre e des transversales ae et be, soit pris sur 
la courbe, de maniere que leurs intersections 9 et r avec cette courbe, 
se confondent en une seule au point de rencontre dont il s’agit; la droite 
indefinie gr deviendra evidemment une tangente de la courbe, et la rela- 
tion graphique qui prec@de donnera le point de rencontre P, de cette tan- 
gente, avec la transversale arbitraire ab. 

185. En appliquant aux diverses propositions qui nous ont jusquiici 
occup@, les principes exposes dans les No. 101., 120. et suiv. de notre 
precödent Memoire sur la theorie des polaires reciprogues, on arrive 
a divers r@sultats, dont nous nous bornerons ä citer les suivans parcequ’ils 
conduisent a des Enonces faciles, 

Soit une courbe quelconque, de degr@ m, tracee sur un plan, et 
„@, b, c trois points aussi quelconques de ce plan, de chacun desquels on 
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„ait mend, ü la courbe, les 772 (m —1) tangentes *) qui lui correspondent 
(No. 66.), tangentes qui seront ici censces toutes rdelles; choisissons, 
„volonte, parmi les 72° (m — 1)? intersections mutuelles des tangentes issues 
„de bet de c, un syst&me de m(mn—-1) de ces intersections appartenantes 
„a aufant de couples distinets de ces tangentes; fesons enfin passer, par 
„les intersections dont il sagit, un faisceau de 2 (mn —-1) droites dirigees 
„vers le point a; il resulte, des No. 180., et suivans, que ce faisceau et 
„eelui des (m—-1) tangentes, issues du point seront en invo- 
„Zution simple par vrapport aux deux droites indelinies ac et ab; c’est- 
„ü-dire que les intersections respectives de ces faisceaux, avee une trans- 
„versale arbitraire, seront elles-m&mes en Znvolution par rapport aux 
„interseetions de cette transversale et des deux droites dont il s’agit.” 


Il rösulte en particulier, de ce theor&me general, que, si lon se 
donne toutes les tangentes issues des trois points @, b, c, une seule excep- 
te, on pourra immediatement determiner celle-ci par de simples tracds 
de Iigunes droites, et en ayant recours aux constructions du No. 185. ap- 
pliqudes aux intersections de la transversale ci-dessus; probläme de la 
solution duquel döpend d’ailleurs la determination du point de contact 
des tangentes. Mais on peut aussi operer directement en renversant les 
constructions elles-m&mes, au moyen de la Z’heorie des polaires recipro- 
gues, en observant «que la question revient, en definitive, a determiner une 
quelconque des droites des deux faisceaux issus du point @, et qui sont 
en involution par rapport a ab et ac. 


A cet ellet, ayant choisi ü volont@ deux points b’ et c’ sur ces 
dernicres droites respectives, on s’en servira pour faire passer alternati- 
vement les cötes, de rang pair et impair, d’un polygone quelconque dont 
les sommets sappuieront eux -mömes alternativement sur chacune des droites 
du couple de faisceaux consideres, a lexception cependant de celle quiil 
sagit de determiner au moyen de tous les autres. Cela pose, le dernier 
sommet de ce polygone, celui qui est demeurd entierement libre, se pla- 
cera de lui m@me, sur la derniere droite, et servira ainsi a la d@terminer 


completement de position. 


[4 
*) Nous reviendrons, dans le quatrieme $., sur ce qui concerne de trace de ces 
tangentes. 
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186. Ces exemples suffisent pour donner une idee du genre de 
propositions auxquelles on est conduit quand on applique nos principes 
sur la reeiprocit@ des figures, aux diverses considerations qui precedent; 
c'est pourquoi, sans insister davantage, nous retournerons a l’objet de nos 
premicres investigations relatives aux applications speciales de la doctrine 
des transversales, en remarquant awil nous reste une derniere transfor- 
mation ü faire subir ä la relation generale du No, 165, pour quelle puisse 
s’ctendre ä toutes les situations possibles du triangle ou des transversales 
dont elle derive. 


Du changement complet de forme que subit, dans certains cas, la relation 
fondamentale. — ’I[heoremes qui en resultent. 


187. Par les considerations du No. 171. et suivans, 179. et 180., 
nous avons dejü converti la relation fondamentale du No. 165. en d’autres 
relations metriques qui ne deviennent illusoires ou identiques ni quand 
les sonmets du triangle form par les interseetions mutuelles des trans- 
versales de la courbe, se trouvent situds sur cette courbe, ni quand un ou 
deux de ces sommets se sont @loignds Aa Tinfini sur son plan. Mais toutes 
ces nouvelles relations se reduisent, ainsi que la primitive, ü des iden- 
de la forme 1= 1, quand ce triangle vient s’@vanouir com- 
plötement , soit que d’ailleurs les direetions indefinies de ses cötds restent 
distinetes en convergeant en un point unique, soit que deux quelconques 
entre elles se reunissent en une seule @egalement distincte de la troisicme. 

Toutefois les relations purement descriptives et Iindaires auxquelles 
nous sommes parvenus aux No. 175. 176, et 183., en @liminant successi- 
vement. de celles dont il s’agit, tous les segmens qui y entrent, ces rela- 
tions, dis-je, ne cessant nullement d’@tre applicables au systeme des trans- 
versales, et devant @tre considerees comme les traductions immediates des 
relations metriques dont elles derivent primitivement, il fant bien encore 
que Tindetermination de celles-ci tienne purement au changement de forme 
qu’elles doivent subir dans la nouvelle hypothese. 

188. Al est evident qu’on ne saurait ici employer le mode d’eli- 
mination successive des segmens dont nous nous sommes servis preeedem- 
ment; car il nous ferait retomber sur les m@mes relations lineaires. Mais, 
si Von met lequation du No. 165. sous cette forme 

= (ar)(ap+tab)(bg + be), 
30* 


4 r 
} 
: 
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qu’ensuite on developpe tous les produits des facteurs binomes en neegli- 
geant successivement, dans les resultats, les termes que contiennent «ab, 
be et ac ü des degres superieurs au premier, attendu que les cotds du 
triangle @adc peuvent, ici, Etre censes infiniment petits, on obtiendra la 
nouvelle &quation 


ac3(—) = 


dans laquelle le signe 3 designe la somme algebrique *) des valeurs in- 
verses ou des reciprogues de segmens analogues, differant seulement par 
le signe de position et l’accent ou indice qui aflecte les lettres p, 9, r. 

On arrivera plus rapidement encore, ä cette transformde, en pre- 
nant la differentielle logarithmique des deux nombres de l’&quation pri- 
mitive (165.), dans laquelle on devra, selon ce qui precede, regarder les 
produits (er), (bp) et (cg) comme les seules quantites susceptibles de va- 
rier, et considerer les variations des segmens relatifs üä chacun des cötds 
du triangle abc comme «gales entre elles et ü ces cötes respectifs cen- 
ses devenus infiniment petits. 

Observant maintenant que ces cötes sont proportionnels aux sinus 
des angles respectivement opposes du triangle, et supposant finalement 
que les trois sommets de celui-ci viennent a se confondre en un point 
unique, on obtiendra la relation 


1 1 1 

sin.pagZ (--) = sin.gar2(,) + sin.par2(,.); 
pour remplacer celle du No. 165. dans le cas ou les trois transversales 
arbitraires de la courbe convergent en un meme point a, en formant 
entre elles des angles dont, conform@ment aux hypotheses faites tacitement 
dans les raisonnemens qui precedent, le plus grand de tous est cense 
langle p«g comprenant ar dans son interieur. 

189. Mais, ainsi quil a deja observe au No. 53. (Memoire 
sur les centres de moyennes harmonigues), il n’est nullement indispen- 
sable de recourir aux transformations algebriques pour se convaincre que 
la relation ei-dessus s’Ötend aux lignes geometriques d’un ordre quelcon- 
que, comme elle s’applique @galement aux systemes composds de simples 
lignes droites, d’apres les considerations purement &lementaires du No. 51. 


®\ NNmoire sur les centres de moyennes harmoniques, No. &. et suiv. 
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Rappelons nous, en effet, la maniere dont on parvient aux relations 
lineaires et purement descriptives des N. 175. et suivans, relations qui 
sont directement applicables au cas ou les transversales ab, ac, @c, con- 
courent en un meme point a, et observons que, si des trois derniers 
points en ligne droite obtenus sur ces transversales, on remonte successive- 
ment, au systeme des six points qui appartiennent a une m&me ligne du 
second ordre, celui des douze points qui appartiennent une m&me 
ligne du 4° ordre etc., on aura considerer un nombre d’@quations, 
de la forme de celle ci- dessus, qu’on obtiendra en combinant, de proche 
en proche, par voie d’addition ou de soustraction, toutes celles qui, d’a- 
pres le No. 51. deja cit@, se rapportent tant ü la droite qui contient les 
trois derniers points, qu'aux difl@rens systemes de droites auxiliaires (175.) 
qui servent ü remonter, de ces points, aux six pr@c@dens, et ainsi de 
suite jusqu’üa ce qu'on soit parvenu aux intersections mömes des transver- 
sales @p, ag et ar, avec la courbe proposce. 

A linverse, en partant de la relation qui convient au systöme to- 
tal de ces intersections, et en operant d'une maniere analogue ü celle qui 
A dt mise en usage dans les No. 175. et 176., mais en substitugnt tou- 
jours les additions aux multiplications, les soustractions aux divisions, on 
retombera finalement sur les relations descriptives m@emes auxquelles on 
est parvenu pour le cas de trois transversales dirigees d’une maniere 
queleon«que. 

Quant a la relation generale dont il est question aux No. 51. et 53., 
om s’assurera aiscment quelle n’a pas lieu pour les courbes geomeötriques, 
bien quelle soit applicable aux simples systemes de lignes droites; ce qui 
tient a ce que la diversit@ des coefliciens numeriques dont ses termes sont 
aflect@s s’oppose a ce que, dans les operations ci-dessus, les @liminations 
de segmens puissent s’operer par de simples additions ou soustractions des 
egalites relatives aux transversales rectilignes. Telle est aussi la manicre 
dont on deit entendre, dans le cas present (Voyez lintroduetion de ce 
memoire pag. 27, 29 et 30) que les proprietes concernant les systemes 
de lignes droites peuvent s’etendre aux courbes gcometriques dun ordre 
quelconque. 

190. II resulte d’ailleurs, de ces rapprochemens et de ce qui a 
expose au No.54. de notre premier memoire, que, si Don suppose 
le faisceau des trois fransversales 29, ar, an coupee en 4, B, Ü vrespee- 
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tivement par la droite arbitraire 4C, on aura, pour remplacer la relation 
du No. 188. ci-dessus, cette autre &quation 

Br C 

qui a lavantage particulier de ne pas devenir identique ou insigniliante 
quand on suppose le point de concours @ a linfini, ou les transversales 
ap, @g, ar paralleles. En eflet, elle devient simplement alors 

ACZ(Br) = ABZ(Cp) +BCZ(A,) 
AC etant la plus grande des trois distances ZB, AU et BC. 


191. Je ne m’arröterai point üä montrer comment ces dernicres 
relations peuvent ötre deduites direetement *) de l’e&quation generale du 
No. 188., ni comment elles peuvent &tre etendues a un nombre quelconque 
de transversales convergeant en un point unique et situdes dans un meme 
plan, sil s’agit de courbes geometriques donndes dans ce plan, ou d’une 
maniere arbitraire dans l’espace, siil s’agit de surfaces geometriques en 
scncral. Quant a la relation des No. 180. et suiv., qui expriment quilya 
involution simple entre les syst@mes de points p, p’ p".... et P,P’P'...., 
ranges sur la transversale @b, par rapport aux intersections a, 5 de cette 
transversale avec les deux autres ac et be, il est ais@ de voir quelle se 
rödait simplement a la suivante, lorsque ces intersections se confondent 


ou a cette autre, si on adopte les conventions du No. 190. 


en ımne seule €, 


*) Tour en donner au moins une idee, nous ferons observer que dans les trian- 


AaC, AaB, BaC, on a, en noınmant P la hauteur cominune du sommet sur 
la transversale ABC, 


P 
sın fa = AC.aBx AaB=AB.alx 


sinBaC=BC.aA x —; 
au ınoven de quoi l’quation du No. 188. devient, en supprimant les facteurs ou divi- 
seurs communs tous ses termes 

B a Ü ad 
ACS = AB2 + 

ar ap aq 

rolahon qui conduira immediaternent ü celle dont il s’agit, en observant que 


aB=ar+Br, =ap-Bp, JAa=ag+ 
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“quation qui, son tour, se reduit a cette dgalit@ plus simple encore, 
quand le point de concours «a, des transversales, passe a linfini, ou que 
ces transversales deviennent paralleles entre elles, 
= (CP). 
Il est evident d’ailleurs que toutes les autres &quations qui nous ont 
occupe dans ce qui precede et notamment celles du No. 179., subiraient 
des transformations analogues dans les circonstances dont il s’agit. 


192. Supposons que, sur la transversale «ce qui contient les 7 
points p, p‘, p''.... de la courbe, on choisisse un nouveau point x tel 
qu’on ait, en tenant compte des signes de position (6. et 17.) 


m 1 1 1 (--) 
ou, Ce qui revient au müme, 


le point x, ainsi defini, sera, d’apres le No. 17. deja eite, le centre ordi- 

naire des moyennes harmonigues, de tous les points p, pP, 9" .... par 

rapporft au pöle e, et il en deviendra le centre ordinaire des moyennes 

distances, quand l’origine des segmens passera Vinfini ou qu’on aura 
m.Cx 

Done nos deux relations du No. 191. ci-dessus n’expriment autre 
chose si ce n’est que le systeme des points P, P', P’.... qui, dans les 
hypotheses sencrales des No. 180. et suivans, formaient une znvolutıon 
simple par rapport aux sommets @ et 5 du triangle trausversal abc, ont, 
dans le cas ou ce triangle s’Cvanouit, le me&me centre de moyennes har- 
monigues ou de moyennes distances par rapport au point de concours 
commun des transversales; circonstance qui maltere d’ailleurs en aucune 
facon la dependance purement lindaire (183.) que nous avons d@montr® 
appartenir a ces deux syst@mes et qui sert a faire trouver lun queleonque 
des points dont ils se composent au moyen de tous les autres. 


Donc aussi les relations gendrales des No. 188. et 190., expriment 

que les centres de moyennes harmoniques ou de moyennes distances des 
trois groupes de points p, silues 
a Vintersection de la courbe et des transversele, arbiiraires ap, ag, ar, 
issues d’un m&me point a, elles expriment, dis-je, gue ces centres respec- 


tifs sont situes sur une meme ligne droite, eemme cela rösulte Vail- 
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leurs, @ priori, des considerations exposdes dans les No. 51. et 54. du 
memoire sur les centres de moyennes harmonigues. 

193. Ces dernieres considerations suffisent, je pense, pour con- 
vaincre pleinement le lecteur que les theor&mes gendraux qui se trouvent 
exposes, dans ce m&moire, sur les centres, axes et plans de moyennes har- 
moniques des syst@mes de points de droites et de plans quelconques, sont 
susceptibles de s’appliquer, d’une manicre analogue, aux lignes et aux sur- 
faces gcometriques de tous les degres, pourvu que les centres de moyen- 
nes harmonidques soient censes pris par rapport ü des coefficiens numeri- 
riques Eegaux entre eux ou lunite, conformdment ce qui a ob- 
serv® plus haut. Mais nous reviendrons sur cette remarque importante 
dans la partie de ces recherches qui est sp@cialement consacree ä l’expo- 
sition des prineipales consequences relatives aux lignes et aux surfaces 
dont ıl s’agit. 

Pour completter d’ailleurs l’objet que nous nous sommes propose 
daus ce paragraphe, il nous reste a presenter quelques observations pro- 
pres ü etendre, de plus en plus, les applications de notre principe fonda- 
mental, et ä le rendre independant, en quelque sorte, de la position rela- 
tive des transversales. 

Examen particulier du cas ou les transversales convergent en un 
möme point de la courbe, ou portent des couples d’intersections imua- 
grnaires. 

194. Toutes les relations metriques, etablies depuis le No. 187. et 
qui se rapportent au cas ou les transversales convergent en un m&me 
point, deviennent “ la fois illusoires ou prennent la forme 3=%, quand 
on suppose que ce point vient a s’appliquer sur la courbe; circonstance 
qui, d’apres les considerations du No. 192. ci-dessus, annonce evidemment 
que les centres de moyennes harmoniques ou de moyennes distances rela- 
tifs a chacune des transversales, se confondent eux-me&mes alors avec le 
point de concours dont il s’agit. Or il est tres digne de remarque que 
ce ne sont pas seulement les relations mÖtriques qui deviennent illusoires, 
mais toutes les relations purement descriptives jJusqu’ici exposees, et que 
nous avons vu demeurer applicables aux divers autres changemens d’etat 
de la figure, sans modifications essentielles. 

En y reflechissant un peu, on verra que cette circonstance singu- 
liere tient ü ce que trois des intersections de ka courbe et des transver- 
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sales, qui d’abord £taient distinets sur chacune d’elles, ont dü se wunir 
en un seul au point de concours de ces mömes transversales. En elfet, 
lo systöme de ces points, supposds A une distance infiniment petite les uns 
des autres, determine un dlöment du second ordre de la courbe, et non 
plus simplement un d@ment du premier (171.); de sorte que, pour eli- 
miner, des relations primitives, les segmens qui s’y rapportent et dont 
les r&ciproques sont infinis, il ne suffit plus de faire intervenir, daus la 
figure, de simples transversales rectilignes (169. et suiv.) qui contiennent 
un a un, deux a deux, le points d’interseetion dont il s’agit, mais il de- 
vient indispensable de prendre, pour transversale auxiliaire unique, une 
lisne gcometrique d’un degr&e tout au moins Egal au second, et qui ren- 
lerme a la fois ces trois m&mes points considerds toujours comme distinots 
guoiqu'ils soient reellement confondus en un seul. 

195. Supposant, par exemple, que, dans les hypotheses des No. 187. 
et suiv., le point de concours @ des transversales doive venir s’appuyer 
sur la courbe proposce, en un point pour lequel les intersections p, 9, r 
se confondent elles-mömes en une seule avec 2; on concevra, par ces 
interseetions, une ligne du second ordre queleonque rencontrant, de nou- 
veau, les transversales @p, ag, ar en P', 0’, R’ respectivement. Cela 
posd on aura, d’apres le No. 190. et en conservant toutes les notations et 


conventions de ce num£ro, 


ag 


Soustrayant cette derniere @quation de la il viendra 

4] = 42 [2 (2) — 

ar alı‘ a ag’ 

Leite nouveile relation tant independante des segmens qui appartiennent 
aux points >, 9 et r, demeure immediatement applicable au cas oü ces 
points se confondent en un seul avec le pöle @ des transversales, et od 
parcons@quent la ligne auxiliaire du second ordre doit devenir oseulatrice 
de la proposee en ce möme point. De plus, elle peut servir alors ü tra- 
cer entierement cette premiere ligne par points, puisqu’en laissant aP’ et 
20‘ fixes et fesant varier, de position, autor de a, la troisieme transver- 
sale aR’, elle donnera successivement les diverses valeurs de Se qui de- 
terminent la position correspondante du point 

Uretle's d. If 3. 
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Mais, attendu que cette m&me relation se presente sous une forme 
differente de celle de l’&quation du No. 190., qu'elle est plus compliqude, 
et quelle nindique point explicitement la dependance graphique qui lie 
entre elles les intersections des transversales et des deux courbes, on 
cherchera ramener en operant peu pres comme nous lavons fait 
au No. 172., a loccasion de la relation qui eoncerne le systeme des trois 
trausversales quelconques. 

Par exemple, si lon conduit, par les points donnes Q’ et R’ de la 
ligne du second ordre, une droite auxiliaire rencontrant en p la troisicme 
transversale « P', et que Von mene semblablement, par le troisieme point 
I’ de cette ligne, une droite arbitraire rencontrant, je suppose, eng etr 
respectivement les deux autres transversales «Q’ et aR’, on aura, pour 
le systeme de ces nouvelles transversales, 


ar 
relation qui ramene, sur le champ, la pr@c@dente ä la forme mentionnde, 
et qui apprend que le syst&me de tous les points p, p/, Pp” .... de tous 
les points 9, 9°, et de tous les points r, r’, r‘‘.... appartiennent ü 
une ligne geometrique du m@me ordre que la proposee. 


196. Nous ne pousserons pas plus loin ces cons@quences, parce 
que ce serait anticiper sur le sujet de la seconde partie de ces m@moires, 
ol nous nous proposons d’appliquer, d’une maniere speciale, les principes 
expos‘s dans celle-ci, & la theorie des osculatrices des courbes geome- 
triques de tous les ordres. Toutefois, avant de passer ü de nouvelles re- 
cherches, nous devons encore remarquer que les relations metriques con- 
sid@rces depuis le No. 17., sont de möme que celle du No. 165., inde- 
pendantes du mode d’existence propre des intersections de la courbe et 
des transversales; c’est-A-dire de la realit@ ou de la non-realite absolue 
de ces intersections. Car, par exemple, sil arrivait que les deux points 


r et r‘ devinssent imaginaires, les sommes de reciproques ou de quotiens 
1 1 Br , Br’ 
+ ar’? 


ar 'ar’”’ ar 
relatives ä ces points, n’en conserveraient pas moins des valeurs reelles, 


puisqu’en les mettant sous cette forme 


ar-tar‘ Br.ar’+Br’.ar AB( ) +2 


ar.ar' ? ar.ar’ ar.ar 


leurs numerateurs et leurs denominateurs conserveraient eux-memes une 
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valeur toujours absolue et reelle, ainsi qu’il r@sulte immediatement des 
prineipes generaux de T’analyse algebrique. 

197. Mais, pour laisser le moins possible ü desirer sur ce sujet. 
et ne rien emprunter, pour ainsi dire, d’etranger aux considerations de la 
gcometrie, nous rappellerons que d’apres lobservation deja faite au No. 165., 
les deux points r et r’ peuvent toujours Ötre censes definis par une ligne 
du second ordre queleconque qui les eontiendrait en commun avec la courbe 
proposee. Or, si on considere une telle ligne comme coupee, ü son tour, 
par les transversales ar et deux autres droites quelconques issues de a, 
mais dont les intersections seraient toutes reelles et constructibles geome- 
triquement, elle donnera lieu ä une nouvelle @quation qui permetira de 
caleuler immediatement les quantitds ci- dessus, qu'on obtiendrait egale- 
ment ü l'aide des considerations exposees, dans la sect. I., chap. H., du 
Traite des propridtes. projectives, sur les secantes et cordes ideales des 
lignes du second ordre. 

Toutefois, comme ces considerations supposent la section conique 
auxiliaire donnde @ priori, il est bon de remarquer qu'on pourra toujours 
la construire par points sans recourir ü des donnees etrangeres a celles 
qui sont fournies par la courbe proposce, pourvu seulement quil ne se 
trouve pas plus d’un couple de points imaginaires sur chacune des trans- 
versales que l’on considere, et qu’on puisse mener, du point de concours 
de ces transversales, de nouvelles s@ccantes, dans la eourbe, qui la ren- 
contrent en autant de points rdels qwil est marqud par son degre. 

Supposons, en effet, que, dans les hypothöses gencrales du No. 165. 
ou du No. 187., le couple des points r et r‘, et, si l’on veut encore, celu 
des points p et p’ qui appartiennent ä des transversales distinets, soient 
imaginaires, tandis que tous les autres soient essentiellement recels:; on con- 
vevra, par ces quatre points, et par un einquieme point (), pris arbitraire- 
ment sur la transversale 70°, une ligne du second ordre qui viendra cou- 
per cette meme transversale en un second point (0, lequel pourra etre 
determine geometriquement, ainsi que tous ses analogues relatils a des 
nouvelles transversales arbitraires passant egalement par () et dont les in- 
tersections, avec la courbe proposee, seraient toutes recelles. Car, si Von 
elimine, des relations appartenantes aux intersections de ces transversales 
et des deux courbes, tous les segmens„qni se rapportent aux points ima- 
ginaires communs ces courbes, on obtiendra eyidemment diautres rela- 
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tions, du premier degr@e, qui seront propres calculer ou construire 
lincairement les valeurs des segmens qui repondent aux differens points (‘ 
dont il s’agit. 

Ces dernieres considerations se rattachant ü la question generale 
ou Ton se propose de construire gCometriquement le syst&me des inter- 
sections d’une courbe plane, de degr@ donne, avec une transversale arbi- 
traire, nous renverrons le lecteur au $. suivant ou cette question et ses 
annexes se trouvent traitdes d’une maniere tout A fait speciale. 


$. IH. 


Determination et trace‘ des lignes geometriques par leurs systömes d’intersections Avec 
des transversales rectilignes donndes etc. 


Jusquici nous nous sommes principalement occupes' faire voir 
comment notre prineipe fondamental peut &tendu des situations quel- 
conques des transversales, et nous avons aussi donn@ un apergu de son 
utilit© pour la solution de differens problemes concernant les lignes g6o- 
metriques, notamment pour le trac® de leurs tangentes et asymptotes; 
nous nous proposons, dans ce paragraphe, de montrer comment il peut 
servie & determiner ou A construire ces lignes elles-m&mes tout enticres, 
guand ou les suppose definies par un nombre suffisant de conditions et 
spleialement par leurs syst@mes d’intersections avec des droites donndes; 
cela nous mettra A m&me de resoudre plusieurs questions ou difficultes qui se 
sont preösentdes dans le preeedent $., et dont nous avons renvoy@ l’examen 
A eelui-ei pour ne pas interrompre Vrexposition generale de la methode. 


Trace des courbes donnees par trois de leurs systemes d’interseetions en ligne droite 
et un certain point multiple. 

198. Afın de justifier tout d’abord ce qui a dt@ admis, sans de 
moustration suffisante, dans le No. 168., proposons nous de prouver que 
tout systöme de 377 points, assujettis aux diflerentes considerations des 
N», 165. et suivans, appartient necessairement une certaine ligne g&o- 
metrique du degr@ 7, eonstructible dans toutes ses parties, ou m&eme 
une inlinitÖ de lignes pareilles, si 7 surpasse seulement deux unites; car, 
pour ce ui eoncerne le cas de am==! et de m=2, nous savons dei 
(8. 1.) que le des points proposds, se trouve sur une droite 
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ou une ligne du 2° ordre, uniques et dont le trac& ne pr&sente aucıne 
difhculte. 

Pour arriver ü la proposition generale ou m est quelconque, nous 
pourrions, en premier lieu, considörer le cas de nm —=3, ou la ligne doit 
ctre du 3° ordre, puis nous dlever successivement ä celui de m =4, de 
m=) etc. Mais, comme la marche des raisonnemens reste absolument 
la m&me pour le cas general que pour chaque cas individuel, nous sup- 
poserons tout d’abord 377 points sur les cötes d’un triangle abc, entre 
lesquels ou ait la relation metrique 

(ap) (bg) (er) 
(bp) (eg) (ar) 
assujettie aux conditions deja mentionndes. 

Cela pose, prenons, sur le plan de la figure, un point queleonque s 
pour pöle des rayons vecteurs ou d’une suite de transversales rectilignes, 
telles que sd, rencontrant les cötes ab, be, ac du triangle «bc aux points 
d, e, f respectivement, et la courbe cherchÖe, si tant est quelle existe, 
aux points inconnus x, x, x” .... supposes en nombre m. Considerons 
successivement cette courbe comme transversale des triangles daf, dbe, 
fee, nous aurons, par hypothese et d’apres le No. 165., les trois nouvel- 
les relations 

(fr) _, (en(en (fx) 
qui reviennent aux suivantes 
(dx) __(ar)(dp) (fx) (ed) (fr) 
(fx) (ap)(fr)’ (dx) (bg)(dp)’ (er)(eg)? 
et dont Tune quelconque est comportde par les deux autres en vertu de 
V’equation precedente, ce qui les reduit ü deux relations distinetes devant 
servir a construire les 77 points x, x, x’. ... au moyen de tous les 
points donnes. 

Cette derniere eirconstance annonce sufisamment que le probl&me 
testera compl&tement indetermind tant qu’on ne fera pas, sur le systeme 
des points x, x’, x ...., quelqu’autre supposition qui rende le nombre 
des conditions ou des relations distinctes, Equivalent ü celui des inconnues, 
en admettant, par exemple, que le point s, qui sert de pöle aux trans= 
versales variables df ou sx, soit un point multiple, de la courbe, du 
(m—2)* ordre, ou que m des points x, x’, .... soient con- 
stamment coufondus en un seul avec ce pöle, de sorte quil n’en reste 


1, 


2 
= EIN, 
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plus que deux, tels que x et x’ par exemple, ü determiner sur chaqıe 
transversale. 


199. De£signant, en elfet, par (dx), (ex), (fx) les produits dx.dx, 


ex.ex', fx.fx’ velatils ä ces points, les dernieres des relations ci-dessus 
deviendront 


(dx)ds"  __(ar)(dp) (ex)es (bp)leg) _(eg)(fr) 
 (ap)(fr)’ (da)ds  (bg)(dp) (ex) es" (er)(,g)’ 


“quations dont deux quelconques doivent suffire pour construire les points 
x‘ et x’ sur chaque rayon vecteur, et qu'on peut d’ailleurs mettre sous 
une forme plus simple, en supposant qu’on ait trac& le syst&me des cordes 
ou sceantes indefinies gr, g’r‘, .... qui rencontrent en P, P', P".... 
espeetivement la transversale arbitraire es, puis le syst&me des sdcantes 
indefinies pr, p’r‘, pr” .... rencontrant en (), Q'.... cette meme 
transversale, enfin celui des s@cantes p9, qui la rencon- 
trent aux points R, R/, R’.... respectivement. 

Car, en consid@rant ces trois syst&mes distinets de s@cantes comme 
autant de lignes, de degr@ 2, transversales des triangles daf, dbe, fce 
mi leur correspondent, puis combinant les relations auxquelles ces syte- 
mes donnent lieu, avec les pr@c@dentes, ü peu pres comme on la fait dans 


le cas du No. 179., on obtiendra les nouvelles @quations 
—-2 


qui indiquent que le systeme des points x, 5, 85 .... em nombre 
mm, eombind successivement avee le syst@me des points 0, 
celui de zn points P, P’,... forme autant d’involutions (181.) 
par rapport aux couples de points respectifs d et f, e et d,fet e. 


200. Afın d’obtenir des relations qui indiquent plus explieitement 
encore, la dependance purement descriptive qui lie les points x et x" 
aux points donnds, nous chercherons ü @liminer les segmens qui leur ap- 
partiennent des relations ci-dessus, en imaginant, par ces deux premiers 
points, une ligne du second ordre qui contienne eu m@me tems_ trois 
queleonques p, 9, r des derniers, appartenans dä des cötes differens du 
triangle abe. 

Nommons, ü cet effet, 9, Jes points ou la ligne auxiliaire 
dont il s’agit rencontre, de nouveau, ces cötes respectils, et supposant 
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qu’on ait prolouge indeliniment les secantes ou cordes 7,11, jus- 
qua leur rencontre en P,, (), et R,, avec la transversale sdx.x’, on aura 
evidemmeut, en raisonnant comme ci-dessus, 
(dx) _dO.d0, _eR.eR, (fx) _SP.fP, 
S0.f0:’ (dx) dR.dR,’ (ex) 
equations qui, combinces avec les pr&c@dentes, donnent celles-ci 
40,.d5" eR,.es JP,.fs  _(fP) 
dans lesquelles n’entrent plus les segmens relatifs aux points x, x’, P, (Q, 
R, et qui indiquent que le systeme des »»—1 points Q), 5, 8,55 »... 
et des m —1 points Q/, Q’.... sont en involution par rapport aux points 
d et fs que le systeme des m —1 points R, s, 5, 5, .... et celui des 
m—i points R’, R’.... sont pareillement en involution par rapport ä 
e et d etc. 


11 suit de la done que chacun des points P,, Q,, R,, dont d@pend 
la ligne du second ordre qui contient x et x’, pourra etre construit lindai- 
rement (155. et suiv.) au moyen de tous ceux qui lui correspondent et 
avec lesquels il est direetement en involution. Or je dis que la connais- 
sance des trois points dont il s’agit, fixe entierement la position des points 
Pi> Ir» Fı, de cette ligne du second ordre qui, devant, en outre, passer 
par les points donnes p, 9, r est elle-m&me completement d“terminde 
de position aussi bien que x et x’. 


201. Toute la question consiste evidemment ä construire un triangle 
pı gr, dont les sommets s’appuient respectivement sur les trois droites 
pp, ou ab, 99, ou dc, rr, ou ac prolongdes indefiniment, et dont la di- 
rection des cötds passe par les points P,, Q,, R, pris dans l’ordre assignd 
par les considerations qui precedent. Supposant done, un instant, que, 
quelconque 7, de ses sommets devenant libre, c’est-A-dire cessant 
d’etre assujetti a demeurer sur la droite rr, ou ac qui lui correspond, on 
le fasse varier de position en l’assujettissant du reste, ä toutes les autres 
conditions, ce sommet decrira, comme on sait, une nouvelle ligne droite 
passant par le point de rencoutre des directrices «5, bc des deux autres 
somnmets, et qui coupera @c au point ,, lun des points cherchds de 
Vauxiliaire du second ordre, et dont les analogues s’obtiendront sur le 
champ par le simple trac& des droites r, 
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Ouant a la construction definitive des points x’ et x’, on loobtien- 
dra, soit par le trace effectif et par points (145. et suiv.) de la ligne du 
second ordre auxiliaire dont il s’agit, soit en operant directement sur les 
points ?, 95 75 Pıs 9ı> Qui lui appartiennent d’apres la methode gend- 
rale du No. 344. du Zraite des proprietes projectives, m&thode qui, elle 
inÖme, repose sur la theorie des centres et axes d’homologie des lisnes 
du second ordre, developpce dans le chap. 1” de la sect. II. de cet ouvrage. 

202. Revenant maintenant ü la question proposde en premier lieu: 
de faire passer une ligne de degr& n par les 3 systemes, de a points, 
Ps Ps r, dehinis au No. 198., et qui ait le 
pöle s des rayons vecteurs pour point multiple de Fordre m —2, je re- 
marque 1° que les constructions pr&cddentes n’assignent que deux seuls 
points x et x’ sur chacune de ces transversales; 2° que la suite de tous 
ces points forme naturellement une ligne continue; 3° que cette ligne 
passe elleetivement par les 372 points donnds, puisque les diverses rela- 
tions qui definissent les points x et x’ sur chacune des transversales sd, 
prouvent quaucun des segmens relatifs aux premiers points, ne peut deve- 
niv mul sans qu’en möme tems, lun de ceux qui correspondent aux der- 
niers et qui a preeiscment la möme origine, ne devienne dgalement nul; 
4 enlin que cette meme ligne courbe ne peut rencontrer en aucun autre 
point que ceux dont il sagit les trois droites eb, be et ec qui les con- 
tiennent 72 par 72 puisque, par exemple, si le point x’ venait a se con- 
iondre avec le point d, sur la droite ab, on aurait dx’ =0; ce qui exi- 
gerait, en vertu des relations dont il siagit, que Yun, au moins, des seg- 
mens dp, dp‘, dp“ .... devint nul ü son tour, on «que x’ se confondit 
avec Fun des points correspondans. 

Done, en vertu du prineipe de continuite (voyez Fıntroduction), 
Ja ligne trace comme on vient de le dire, est bien une ligne du degre 2 
seulement, ayant le pöle s pour point multiple de Vordre 2 —2; ce qu’on 
orouverait @galement et de plusieurs aufres manieres, en d@montrant, par 
exemple, que cette ligne n’a que m—-2 branches passant par le point 

etc. Done enfin il existe une infinit© de lignes pareilles contenant le 
systeme des points p, que definit 
generale du No. 165., pourvu senlement que le nombre 7, qui 
marque le degr@ de la eourbe, soit supcrieur ü 2, conformement la 
remarque qui en a cte faite au No. 198. ci-dessus. 
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Trace des lignes dont on connait un point multiple de Vordre le plus eleve. Rellesions sin 
la nature des points multiples en general. 

203. Les discussions auxquelles nous venons de nous livrer suf- 
iisent, sans doute, pour prouver que la relation fondamentale du No. 165., 
non seulement exprime une propridte exclusive (168.) des lignes gcome- 
triques, mais encore les definit d'une maniere tellement caractcristique, 
que, nonobstant son universalitd, elle a toute laptitude necessaire pour 
les construire par points sous des conditions donndes, ainsi que nous avons 
dejü vu, dans les preliminaires, que la chose avait lieu pour les simples 
lisnes du second ordre. Mais, afın de mettre cette conelusion dans tout 
son jour, il convient de ne pas sen tenir “ la solution du probleme par- 
ticulier qui vient de nous occuper, et de montrer, par une suite d’exem- 
p!es, toute la varietd des ressources que peut oflrir Yanalyse des transver- 
sales, soit pour la construction effective des lignes geometriques de tous 
les degr&s, soit pour la resolution des diflörens problemes qui se rappor- 
tent aux intersections de ces lignes avec des droites de position dennce. 

D’abord nous remarquerons que le probleme qui vient d’ötre traitc, 
rentre dans la question generale ou il siagit de construire graphiquement 
on par le caleul, tous les points d’une ligne plane geometrique dont on 
connait un point multiple d’une certaine espece avec un nombre suffisant 
de ses systömes dintersections par des transversales rectilignes donnces. 
Or la premiere en ordre, de toutes ces «uestions, est celle oü le nombre 
qui indique la multiplicit@ du point en question est seulement inferieur 
dime unitd A celui qui exprime le degr@ de la courbe; car, il parait assez 
evident, d’iapres la definition la plus generale des lignes geometriques ou 
d’apres le prineipe de continuite, quune telle ligne ne saurait avoir un 
point multiple qui surpassät ou dgalät son degre, moins que, dans 
ce dernier cas, elle ne se reduisit & un point unique on ü un simple fais- 
ceau de dreites qui convergent en un tel point, A peu pres comme il ar- 
rive, dans certains cas, pour les simples lignes du second ordre. 

En elfet, toute ligne qui passe par un point multiple devant £tre 
censee rencontrer la courbe en autant de points, confondus en celui -lä, 
qu’il est marqu@ par lordre de sa multiplicite ou par le nombre des branches 
rcelles ou imaginaires qui elles- m@mes sont censdes y passer, il est bien 
clair que ce nombre ne saurait exce@der le degr@ de la courbe: et ce rai- 


sonnement fort simple peut aussi servir ü faire decouvrir, ü lavance, lin- 
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compatibilit© d’existenee de certains points singuliers, ainsi que d’autres 
alleetions gencrales des lignes geometriques. 

Ainsi, par exemple, on apercoit, sur le champ, qu'une telle ligne ne 
saurait avoir deux points multiples dont la somme des indices surpassät son 
degre, ou, en genfral, plusieurs points de ce genre situes en ligne droite et dont 
la somme des indices exe@derait ce möme degre. On voit pareillement encore 
que toute droite, passant par un point multiple de l’ordre 2, tandis que la 
courbe est elle-m&me du degr& 77, ne saurait rencontrer cette courbe en plus 
de m —.n autres points distinets du premier, et qu’en vertu du principe de 
continuitl, leur nombre doit preeisement cense A m—.n, etc. 

204. Ces notions preliminaires etant etablies ou rappeldes, nous 
passerons A la solution du problöme ou il s’agit de construire les lignes 
geometriques, du degre 2, dont un point multiple de lordre m—1, est 
donne, en observant qu’on ne saurait ici assujettir la courbe a passer, 
comme dans le cas precedent, par 377 points quelconques situds m par m 
sur trois droites arbitraires et satisiaisant d’ailleurs aux conditions du No. 165.; 
nous bornant done au double systöme de points, p, Pe 9, 
situ‘s respectivement, mais d’une maniere entierement arbitraire, sur les 
droites ou transversales indefinies ab et @c qui se rencontrent en a, et 
nommant s le point multiple, de Tordre a» —1, qu'on suppose donne 
sur le plan de ces droites, on conceyra, par s, une troisieme transversale 
arbitraire «ec rencontrant en c et 5 respectivement, les deux premiceres, 
et la courbe en un nouveau peint x distinet de s et qu’on determinera 
facilement en considerant le triangle «bc comme transversal de cette 
courbe: on aura, en elfet, en vertu principe fondamental (165.), 


(ap\(cg) bs bx 

(bp)(ag)es 
quation qui donnera immddiatement le rapport de bx a cx, et par suite 
(165.) la position du point inconnu x. Fesant done varier la direction 
de la transversale be autour de s comme pöle, la suite des points x 
ainsi d@termines sur chacune d’elles, tracera une ligne continue qui sera 
videmment du degr@ 7, passera une seule fois (202.) par chacun des 


In points donnds, et m—1 fois par le pöle s des transversales. 


= 1, 


Parmi les diff@erentes manieres de construire lineairement (175. et 
suiv.), le point inconnu x, nous choisirons la suivante qui nous parait 
une des plus simples et des plus symetriques. 
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Menons, une fois pour toutes, les droites pg, p’o’, g'.... ren- 

contrant la transversale arbitraire aux 77 points qui ainsi seront 

connus; on aura, en considerant, a son tour, le systeme de ces droites 


comme une ligne gcometrique, du degr& transversale du triangle «br, 
(ap) (eg)(bn) __ 
(bp)lag)(on) 
equation qui, etant comparde ü la precedente,, donne immeddiatement 
cette aufre 


bs bx (bn) 


es cx (en) 


exprimant (181.) que le syst&me de points donnds n, n‘, n'.... et 
»elui des a —1 points confondus en s, joints au point x sont en invo- 
lZution simple par rapport aux deux points b et c. 

Done on obtiendra immeddiatement le point x dont il sagit, par 
les constructions lineaires du No. 185., en inserivant, par exemple, dans 
langle bac, ou dans tout autre angle forme par deux droites issues de 
b et c, un polygone quelconque, de 272 sommets, dont les cötes de rang 
pair passent respectivement par les points n, n/, 2” ...., et dont les 
votes de rang impair, un seul excepte, passent de möme par les m— 1 
points confondus en s, d’est-ü-dire viennent tous converger en ce point; 
car le dernier cötc ira naturellement rencontrer bc au point x demandec. 

205. Telle est la solution fort simple du probleme que nous nous 
sommes propose en dernier lieu, et de laquelle il nons serait facile diail- 
lcurs de deduire un bon nombre de propri@tds intöressantes concernant 
les lignes geometriques qui ont un point multiple J’une nature queleonque 
mais de l'ordre le plus dleve, sil nous etait ici permis dinsister sur de 
pareils corollaires. 

Nous disons point multiple d’une nature quelconyue, parcequ'il 
est evident, en ellet, que le caractere general et purement gdometrique 
que nous leur attribuons de representer, sur chacune des transversales 
qui y passent, un nombre invariable d’intersections de la eourbe, egal ü 
qui exprime leur ordre ou espece, que ce caractere gencral, disuns- 
nous, vomprend aussi bien les points zsoles ou conjugues, dont les tan- 
gentes sont toutes imaginaires, «ue les points de croisement v£ritables 
dont les tangentes sont toutes rcelles, et quil nexclut, en aucune facon, 
soit les points dont les tangentes sont en partie rdelles et en partie ima- 
ginaires, soit ceux dont les tangentes se trouvent conlondues deux par 
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deux, trois par trois ete., ainsi qwil arrive aux points de rebrousserment, 
d’inflexzion ou de serpentement de difl@rentes esp@ces, points sur lesquels 
nous aurons d’ailleurs l’occasion de revenir dans le $. suivant. 

Du reste, sans pr@tendre entamer ici cette discussion relative aux 
points singuliers, nous devons cependant faire remarquer quelle est &troi- 
tement lice avec la question qui consiste a determiner le syst@me total 
des tangentes en ces points, question qu’on pourra toujours aborder direc- 
tement et sans hesitation, comme on va le voir, au moyen des principes 
exposds dans ce qui pröeede; cest ü dire en cherchant a lier entre elles 
les intersections de certaines droites avec ces tangentes ou avec les dif- 
ferentes branches de la courbe, par des relations metriques ou descrip- 
tives convenables et qui permettent de construire les unes de ces inter- 
sections par les autres. 


Relations qui lient les tangentes des points multiples aux systemes d’intersections en ligne 
droite. Trace des courbes au moyen de ces tangentes. 


206. Supposant, par exemple, dans la premiere et la dernicre 
des &quations du No. 204., dx et ex respectivement &gaux ü bs etücs, 
de sorte que la position de la transversale be doive ötre telle qu’on ait 

_ es (ben). 

(bp)(ad) 
chacune de ses positions röpondra a Tune des fangentes du point s, et 
cette tangente pourra &tre reelle ou imaginaire selon que les points 5 et 
c, qui la determinent, seront eux m&mes possibles ou impossibles d’apres 
la con-titution des donndes du probleme. 

Mais, de n’avoir qu’un seul de ces points inconnus consi=- 


d“rer, on pourra dliminer, des relations ci-dessus, les segmens qui con- 
eernent le second de ces m&mes points, en remplacant, par exemple, le 
systeme de droites pg, par celui de 72 droites sy, 
s’o', qui rencontrent en 0, 0°, 0” .... respectivement la direc- 
tion prolongee de la transversale «b. Considerant, en eflet, ü son tour, 
ce second syst£me de droites comme une ligne du m@me ordre, trans- 
versale du triangle «de, il donnera lieu ü la nouvelle quation 

(ao) (eq)bs" 


r@duit la premiere des preeedentes ü celle-ci 
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(ap) __ (ao), 

(dp) 
laquelle exprime encore que le syst&me des points donnds p, p/, p”’...« 
et celui des points o, 0‘, 0.... sont en involution simple (181.) par 
rapport aux points @ et b, dont le dernier est seul inconnu. 

Neanmoins le point dont il sagit ne saurait Ötre immediatement 
determine par les constructions lindaires qui nous ont servi precÖdem- 
ment (204.) trouver x, attendu quici 5 n'est point unique et dÖpend 
de la resolution d’un probleme d’ordre superieur au premier, ou, ce qui 
revient au m&me, du trae& d’une courbe auxiliaire qui, par ses intersec- 
tions avec «ab, doit donner simultanement les 2 —1 positions du point b. 
Or, quoique nous possedions, des a present möme, tous les elömens de 
cette resolution, nous ne l’entreprendrons pas parcequwelle se reproduira 
dans la seconde partie de ces recherches, ou nous &tudierons, d’une ma- 
niere plus speciale, les proprietes des syst&mes de points en involution, et 
ou nous aurons a traiter diverses questions qui s’y rapportent. 

207. Mais on peut aborder, d’une maniere plus direete encore, 
le probleme qui nous occupe sur les tangentes des points singuliers dont 
la position est donnde, en se basant sur les relations g@ndrales qui ont 
ete mentionnees dans le No. 173. du precddent $. Supposant, en ellet, 
que le sommet e du triangle abc considere dans les No. 171. et 172., 
soit amen® en un point multiple s de la courbe, dont Vordre soit mar«- 
que par le nombre m inferieur celui qui reprösente le degr& de 
cette courbe; on aura @videmment, en operant comme on la fait (171.) 
pour le cas d’une seule tangente, et representant d’ailleurs par P, P/, P',... 
les intersections des zz» —n tangentes en s, avec le cöt@ oppos® ab du 


triangle abc devenu @sb, on aura, dis-je, la relation 

(bp) (sg) (ar)(aP)  (aP)  (ap)(bg)isr)’ 
dans laquelle (bg) et (sg), (er) et (sr) reprösentent les produits de seg- 
mens relatifs aux z intersections distinetes de la courbe avec les cötes 
respectifs as et 5s du triangle, et dont on pourra se servir pour deter- 
miner l’une quelconque des tangentes en s, au moyen des m au- 
tres, mais qui sera insuffisante pour les donner toutes a la fois; de sorte 
quwil sera indispensable de recourir a de nouvelles relations analogues, 
en remplacant, par exemple, sd par d’autres transversales telles que 
sh. gm seraient Ögalement assujetties a passer par le point 


r 

\ 
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multiple , et rencontreraient, je suppose, aux points b,, buy... ., la base 
ab du triangle asb primitivement consider&, 

Nommant, en eflet, 9,, 97,5 les —.n intersections de la 
courbe avec 55,5 955 Jar...» ses m—n intersections avec bs,, et 
aiusi des aufres, on aura la suite d’@quations 

(b,P) __ (,P) __ (sg,)(ar) 

dont les seconds membres sont censes donnds « priori par la construction 
ou le trace ellectil de la courbe, et qu'il faudra prendre en nombre suf- 
fisant pour determiner completement, de position, les 7 tangentes inconnues 
sP, sP', sP',.... Or nous aurons bientöt occasion de traiter un sy- 
stöime d’@quations absolument semblables, et de faire voir que sa rdso- 
jution depend du traed d'une courbe auxiliaire dont le degr@ est precise- 
au nombre des tangentes ou des points determiner. 

208. Diailleurs on pourra, si on le veut, remplacer ces &quations 
par une infinite d’autres €galement propres fixer la position des tan- 
ventes, soit en en eliminant (169. et suiv.) tous les segmens relatifs aux 
m—n points P, P', P’...., soit en fesant disparaitre ceux qui concer- 
nent les intersections m&mes des transversales sa, sb, Sb,, 2... 

Conduisant, par exemple, de nouvelles droites gr, g’r‘, g’'r’.... 
par les intersections qui appartiennent aux cötds sa, sb du premier des 
triangles ci-dessus, et nommant a, leurs intersections res- 
peetives avec @b; on aura, en tant que leur systeme peut @tre considere 


eomme une ligne, de degre n, transversale du triangle sab, 
(ar) (sg) (bn) (bt) (bq (sr) 
equation qui reduit Ja premiere de celles ci-dessus a cette autre 
(bP) (ba) __ (bp) 
(aP)(an) 
dune forme plus simple, et qui exprime encore (181.) que le systeme 
total de points P, P'/, et celui des 77 points 
sont en involution simple par rapport a a et b. 

209. Ces dernicres relations et toutes celles qu’on pourrait obte- 
nir de transformations analogues, n’oflrant aucun avantage particulier sur 
les prec“dentes, du moins quant ä la solution du probleme qui nous oc- 
eupe, il serait assez inutile dinsister. Seulement, avant d’entamer d’autres 


matieres, nous ferons remarquer que, lorsque 2a—1 ou que le point mul- 


N 
* 
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tiple s est de lordre le plus @leve, ce qui reduit elfectivement A une 
seule les intersections de la courbe et de chacune des transversales a, 
sb, les dernicres relations dont il s’agit, et qui concer- 
nent linvolution de 27m points, mettent en etat de construire successiv e- 
ment et par des methodes purement lincaires (183.), ces diflerentes inter- 
sections, au moyen de lune quelconque d’entre elles, quand les m — 1 
tangentes en s et les 7 intersections >, pP’, P'...., relatives A la trans- 
versale @b, sont donnees priort, 

Quant au cas ou Ja multiplicit@ du point s est quelconque, on peut 
prevoir que le trac‘ de la courbe, ou la construction de ses n intersec- 
tions avec chacune des transversales sd, Sd,...., Se rapporterait 
une question d'un ordre superieur au premier, et dont la solution exige- 
rait que le nombre des syst@mes d’intersections donndes ou des relations 
metriques distinetes qui les lient aux intersections inconnues, füt dgal 
celui de ces dernieres. Mais je me dispenserai de rapporter ces nou- 
velles relations qui sont faciles ü decouyrir d’apres ce qui prccede, et dont 
la constitution, absolument semblable ä celles des @quations considerdes a 
la fin du No. 207. indique le möme genre de solution; jai seulement pre- 
tendu signaler en passant, quelques-unes des questions qui se rattachent 
au probleme general du trace des lignes geometriques par leurs systömes 
d’intersections avec des droites donndes; probleme dont la resolution 
generale fait Vobjet special de ce $., et d@pend, comme on va le voir, 
d’un systöme d’@quations analogues encore celles dont il s’agit. 

Relations metriques fondamentales dont dependent les probl&mes relatifs au trace des courbes geo- 
metriques, et a Ja determination de leurs systemes d’intersections par des droites donnees. 

210. Jusquici nous n’avons encore trait® que les cas elementaires 
ou le nombre des syst&mes de points donnds en ligne droite, est simple- 
ment egal a deux ou ä trois, et nous avons vu (201.) et (204.) que, dans 
le premier, le trac® de la courbe, supposce du degr@ m, ne peut s’el- 
fectuer qu’autant qu’on se donne, en outre, arbitrairement un point mul- 
tiple de cette courbe dont lindice soit m — 1; et dans le second, un point 
multiple dont TVindice soit m—2: il est @vident que des circonstances 
analogues auront lieu a mesure qu’augmentera le nombre des syst@mes 
d’intersections donnees en ligne droite; c’est-ä-dire que lindice du point 
multiple devra diminuer successivement d’autant d’unites, en sorte qu'au- 
lien de 1 ou de 2 points, sur chacune des transversales qui y jassent, 
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on em aura successivement 3, 4, 5,.... ou, en gencral, considerer 
si Tindice de multiplieit@ est m —n et le nombre des syst@mes de points 
donndes 2-+1. On doit done s’attendre encore (209.) ü ce que la question 
se eomplique de plus en plus, et qu'au lieu de lignes auxiliaires du premier 
et du second degre ü construire, ainsi quil arrive pour les cas preeitds, on 
soit oblig© de recourir a des lignes de degres de plus en plus dlev6s. 

Comme le nombre z ne saurait, tout au plus, qu’ötre egal a u, on 
peut juger, d’apres lanalogie, que le cas le plus gencral de la question qui 
nous occupe, est celui ou le nombre des systämes donnds d’intersections de la 
courbe avce des droites arbitraires, serait &gal m +1, c'est dire superieur 
dune unitC a celui qui marque le degre de cette courbe; en vertu de quoi 
«question se trouve ramende celle ou il s’agit de construire les 772 inter- 
sections de cette m@me courbe avec une nouvelle transversale ou une suite 
de nouvelles transversales quelconques. Mais, comme, d’une autre part, il 
est toujours permis de supposer, sans rien statuer de particulier sur la nature 
de la courbe, que ces dernicres transversales soient toutes conduites par un 
imeine point ou pöle choisi a volonte sur son contour, il est elair que nous 
nöterons rien a la gencralit@ de la question en nous arrctant au cas de 
"== m —1, ou le nombre des transversales rectilignes, dont les intersections 
somt donndes a priori, est pr&eisement egal au degre de la courbe; or ce cas 
est dautant plus remarquable qu'il se rapporte a un problöme que nous avons 
implieitement rdsolu dans ce qui pr&cede (202.), pour des courbes dont 
ie degrÖ zn serait simplement le 3", 

Dureste, on peut juger, par ce qui va suivre, que la solution des pro- 
biomes relatils aux deux cas generaux dont il sragit est fondee absolument 
sur les mömes principes, et comprend naturellement celle de tous les cas 
pärtieuliers ou le nombre des systömes de points donnes en ligne droite 
est införieur a celui du degr& de la courbe & tracer; nous pouvons done 
borner nos investigations ü ce qui concerne le probleme general qui suit: 

Les m? intersections d’une ligne plane, du degre m, avec m droites 
arbitraires etant donnees « priori, tracer cette ligne en Vassujettissant, 
de plus, « passer par un dernier point choisı a volonte sur son plan; 
ou, ce gui revient au meme, determiner suecessivement ses m—1 In- 
terscefions nouvelles avec chacune des transversales arbitraires issues du 
point dont il s’agit? 

(La suite dans le eahier prochain.) 


— 
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19. 


De transformatione integralis duplicis indefiniti 


fz +B cos? +Csin® + +C’sin®) cosy+ + C’sin®) sin) 
ın formam simpliciorem 


on 
G — G’ cosn — G’ sinn 
( Auct. C. G. J. Jacobi, prof. math. Regiom. ) 


Introductio, 


1. 
Faeite probatur, integrale huiusmodi 
op 
cosg 
in quo expressio, quae sub radicali invenitur, functio est rationalis integra 
secundi ordinis ipsorum cos®, sin®, casu quo expressio illa pro omnibus 


anguli @ valoribus realibus valorem positivum servat, per substitutionem 
realem formae m-H-nitangzn 
ad hoc simplicioris formae integrale revocari posse 
on 
MJV(1—k?sinn?)? 
in quo insuper #*<{1: qua forma hodie integralia elliptica exhiberi solent. 
Ponatur enim 


tang; = r, 
integrale illud 
+ ecosp sinp sin *)’ 
abire videmus in integrale sequentis formae: 


in quo expressio sub radicali dignitates omnes ipsius x continet integras 
positivag usque ad quartam; cuiusmodi integrale Eulerus olim docuit, 
adhibita substitutione 
mt ny 


| i+pr’ 
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in simplicius transformari posse hoc 


in «quo sub radicali impares dignitates variabilis non inveniuntur. Substi- 
tutionem autem adhibitam 


mt nr 
1+pr 


Cl. Legendre demonstravit omnibus casibus realem accipi posse, atque 
integralia ita reducta facillime revocari ad dietam formam 


sinn?)? 


idque variis modis pro indole ipsarum 9, r, s. E quibus modis est substitutio 


y= ve) tang zn, 


ana adhibita prodit: 


quod integrale forma assignata gaudet. Junctis substitutionibus, quibus in- 
tesrale propositum in formam illam transformatum est, invenimus, siqui- 


dem loco ay(2), p simpliciter z, p seribimus, substitutionem 


mae propositae: 
m--ntanez 
1-+ptaugzn 
2. 

Ut substitutio assignata realis sit, in antecedentibus supponi debet, 
9, 5 eodem signo aflectas esse. Quod facile probatur locum habere, quo- 
ties expressiones sub radicali aut pro nullo aut pro quatuor valoribus rea- 


= 


libus variabilis evanescant. 
Expressiones enim binae 
@a-+bcos® + csin® +dcos@’-+ ecos® sin® + /sin®? 

atque un A 

eodem tempore evanescunt, idque pro eodem numero valorum realium et 
imaginariorum variabilium. Quoties vero 7, s signa opposita habent, eva- 
neseit haec pro valoribus realibus ipsius y* uno positivo, uno negativo; 
unde valores variabilium y, ®, pro quibus expressiones illae evanescunt, 
eo casu duo reales, duo imaginarü forent. 
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Porro facile probatur, altero casu, quo expressio sub radicali pro nullo 
valore reali variabilis evanescat sive valorem semper positivum servet, mo- 
dulum integralis elliptiei, ad quod integrale propositum revocatur, semper 
realem unitate minorem effieci posse. 


Ouem in finem observo, substitutionem nostram 
m-tntangzn 


I — 
tang = plangz; nn 


formam non mutare, ubi loco tangz 7 ponatur 


1 tan, tangin? 
sive loco 7 ponatur IO’—r. Quo facto integrale reductum abit in 


7 


ıta ut quadratum moduli invenias 


2V(gs)—r 
aut 4V (ys) r+2V (gs) 


Quoties vero expressio sub radicali in integrali proposito valorem semper 
positivum habet, radices ae«uationis quadraticae 

aut imaginariae fiunt, aut certe negativae. Casu prime fit rr ileo- 
que modulus 


realis unitate minor. Casu secundo fit rr >47s simulque 7 positiva, ideo- 
que eo casıu modulus 
fr 

k= 
realis unitate minor. Unde, quod probari debuit, siquidem expressio sub 
radicali valorem semper positivum habet, per dietam substitutionem omni- 
bus casibus ad integrale ellipticum pervenire lieet, euius modulus realis 
unitate minor est. 


Altero cası, quo denominator integralis pro quatuor valoribus rea- 
libus variabilis evaneseit, fit rr>4gs simulque 7 negativa. (uo casu ut 
modulus realis unitate minor existat, cum ad novas substitutiones confu- 
giendum sit, plerumque eum casum alia ratione traetare praestat. 


| 
m 4V (gs) | 
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3 
velatione, quae inter tangzQ, tangzn obtinet, 


m--ntangin 

14 ptangin’ 
valores ipsorum cos®, sin® Auunt huiusmoldi: 
cosn — 3" 
— a cosy — sinij 


tang; = 


= 


y—y'cosy—y' sinn 


sind 
9 — c0osn — sınn 


Quibus in expressionibus inter co@flicientes ß etc. certae quacdam aequa- 
tiones conditionales locum habere debent, cum identice fieri debeat: 
cos 1 — sinn) = cosn— sinn)’+ (Y 
Ouod etiam inde patet, quod omnes a tribus 77, z, p pendent. Vice versa 
facile probatur, quod infra videbimus, quoties per relationes, quae inter 
a, ß ete. locum habent, identice sit: 

cosn — a” sinn)’ = (?— P’cosn— sinn)’ +(y—y’cosn—y” sinn)", 
ideoque simul ponere liceat: 


— cosn — sinn? 


cosd = 

y—y'cosn— y’ sinn 

— a! cosn — «sinn 

ide etiam relationem illam linearem inter tangentes semiarcuum demanare: 

plane; 

Cui insuper videbimus formam conciliari posse ad caleulum idoneam: 
tang (P’— P)tangz = u, 

ubi m‘, constantes. 


4. 


Patet ex antecedentibus, substitutionem illam 

ntangzn 

etiam per binas aequationes inter se iunctas repraesentari posse: 
P' cosn — sinn 

@ — c0osn — sinn 


tang;p = 


cos® = 
y—y'’cosn — y” sinn 
— @' — a’ sinn? 
in quibus inter coöfficientes certae relationes locum habent. Quae forma 
substitutionis non sine elegantia ad transformationem propositam adhibe- 
tur, quamvis in locum trium quantitatum a, z, p novem &, ß etc. in cal- 


sınd = 


19. €. G. J. Jacobi, de transformatione integralis duplicis ete. 257 


culum introdueantur, aut certe octo, cum unius ex earum numero valorem 
pro arbitrio assumere liceat. Id quod lieet in casu paullo restrietiore, ad 
quem tamen gencralior facile revocatur, a Cl, Gauss factum est in com- 
mertatione Determinatio attractionis etc. 

Analysin transformationis propositae dietum in modum institutam 
obseryari olim ( Dier. Crell. Vol.II. pag. 228.), prorsus convenire cum 
problemate algebraico, per substitutiones 

ast us’ a”s 
Bs 
Y + 5’ + 


ır 
il 


identice efficiant, 
simul expressionem 
ae 
in hane simpliciorem transformare: 
GGSsSs G'G's's' G'@G's''s 
seimus problema investigationem axium ellipsoidarum 


voncernere. 
Supponamus enim in problemate illo algebraico 


+s's' 0; 


quibus statutis, siguidem y—l, ponere licet: 


cos®, cos n, 
isin® 
ın 
s 


unde, ubi ut ad expressiones reales perveniamus, loco «', «@’, ß, y seri- 
bamus —iß, —iYy, substitutiones propositae in has abeunt: 
cosn — "sinn 


csp = — @' — sinn? 
sn? = — cosn — sinn” 


Porro aequationem: 


(est 


ubi rursus loco 5, e, d, e, f seribamus zb, ic, —d, —e, —f, in hanc 


abire videmus: GG G 
| — GYG"sinn? 
ecospsinp+fsin = (@_@'c08n_— @’sinn)® 


9 


r 
- 
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Unde cum facile probetur, esse 


— a cosn — ae" sinn 


sequitur translormatio ılla: 


ep 
1 
'G_-6G cos? — G’G' sinn?) 66-66 — 


ubi integrale reductum formam assignatam habet. Hinc videmus, utrius- 
que problematis solutiones alteram ex altera obtineri, ubi loco 
seribatur respective: 
posıto i=Yy—l. 

Be natura substitutionis 

#' cosn — sinn 


— @' 0057 — sinn? 


= 


sin 

cosn — «sinn? 

et reductione integralis, cui inservit, fusius egi, cum per eandem substi- 
tutionem, sed binis simul variabilibus applicatam, etiam reductio proposita 


integralis duplieis succedat. Videbimus enim sequentibus, propositum in- 
teerale duplex 


per substitutiones 


B— $'cosy— L a! — b! — sin 

— ae! — a” sinn a—b cost — c sin® 

— — «sinn a sinıt 


simul adhibitas transiormari posse in formam simpliciorem 


JS G 6° cosn cos# — sinn sin#" 
Ouin adeo videbimus, ipsam hane integralis duplieis transformationem all 
eiusmodi binorum integralium simplieium reductionem, qualem supra exhi- 
buimus, revocari. 

Et haec de transformando dupliei integrali quaestio, uti transforma- 
tio illa integralis simplieis, cum problemate algebraico convenit, ita ut ex 
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alterius solutione alterius solutionem levissimis mutationibus factis peter«a 
liceat. Quod problema algebraicum hoc est, per substitutiones 


cv 


quae identice efficiant 
=ss+s's+s's‘, 
simul transformare expressionem 
+ 
in hanc simpliciorem: 

Cuius problematis solutionem suscipiamus vel antequam ad trans- 
formationem integralis duplicis accedemus, atque monstremus, quomodo 
illa absoluta, confestim etiam hanc obtines: cum ut exemplo luculento 
transitum illum memorabilem ab altero ad alterum problema demonstre- 
mus, tum quia problema algebraicum elegentia quodammodo et symme- 
tria calculi praevalet, et per se dignum est, in quod inquiratur, 


6. 

Expositis variis relationibus, «quae in problemate algebraico inter 
octodeeim coefficientes substitutionum et tres quantitates G, locum 
habent, invenientur primum harum quadrata GG, G’G’, G’G” ut radi- 
ces diversae aequationis cubicae: 

(B’C'— + (BYC— B'C)’ 
+ + (4"B— (AB'—A'b) 
— +4 (B'C—BCN) + 0. 


Quibus erutis, quadrata coöfficientium substitutionis nee non produeta 


au be ca ab 
BP’ b’ c’ c’a’ a’ b’ 


per formulas rationales exhibentur. Utriusque autem substitutionis cocfh- 
cientes ope ipsarum G, G’, G“ alterae per alteras idque variis modis linea- 
riter exprimuntur. 
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Observabitur porro, expressiones 
+ Aw + Aw (Bw (Cw 
per easdem substitutiones, singulas singulis applicatas, transformari in has 


simpliciores: 
GGss + G'G's'’s’ + ss", 


GGtt + 
In utraque expressione reducta memoratu dignum est, co@fficientes GG, 
G'G‘, GG" easdem esse, quod etiam inde patet, quod aequatio cubica, 


cuius illae radices sunt, immutata maneat, ubi constantium 
A BC 
A 
series horizontales et verticales inter se permutantur. Quod theorema geo- 
metricum suppeditat, ellipsoidas, quae ad coordinatas orthogonales relatae 
definiantur per aequationes 
+ (Bw+B’w + KK, 
easdem esse nec situ in spatio diversas, quippe utriusque inveniantur semi- 
axes principales > G> gu’ Qua observatione problema propositum alge- 
braicum revocatur ad indagationem axium principalium ellipsoidarum, quae 
aequationibus assignatis continentur. 
Per easdem substitutiones invenitur, etiam expressionem 
+ — + 
+ [(BC’ —B’C)x + (04 
abire in hanc simpliciorem 
G'G'st + 
nec non ellipsoidas, quae ad coordinatas orthogonales relatae definiantur 
per aequationes: 
+ [(B’ 
+[(BC'! 
(B’C—BC')w+ —B’C)w‘f 
+ = KK 


| 
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per easdem substitutiones ad axes earum prineipales revocari, quae cum 


pro utraque inveniantur 
K K K 


G’G"? 
et haee ellipsoidac eaedem erunt nee nisi situ diversae. 
T. 
Absoluto problemate algebraico,, ut inde transformationem integra- 
lis duplieis propositam eruamus, ponamus rursus 
vv ww+w'w' = tt-urvvm=ü, 


atque, ut supra, statuamus: 


nec non 


. 
— = — 100 = —1c08Y 

x sp Y 

10’ 

= — ısın® 

x 

— — 1 COS 

4 

— zsın N — == ı sın 9. 

t 

Unde, ubi rursus loco 


e substitutionibus $. 7. adhibitis prodeunt: 
— P'cosn — sin 
— c0sn — «sinn 


a’ — b! — sind 

cos a—b coos®—csin# 
siny = a—b 


= 


y— y’cosn—y'" sinn 
— c0sn — «sinn 


== 


Porro aequatio 
w x 


ubı rursus loco 
ibat A,B, 0,4, B, 0, € 
scerıbatur: A, iB, ic, id, —b', 
in hane abit: 
+ cos p +C’ sin p) cos g sin 


G — G’ cos cos # — sinn sin 
con — el sinn)(a—b cos® — csin®#" 
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Unde, cum sit: 
on 


@a— a cosn — «sinn 
0% 
a—bcos®—csin#’ 


prodit transformatio quaesita integralis duplieis propositi: 


cosp+Csiag) + B’cos sin p) cos eos sin 


= 070% 
G — G’cosn cos” — G sinn sind 
8. 

Quemadmodum problema algebraicum ad aliud revocare licet, quod 
investigationem axium principalium ellipsoidarum concernit, ita etiam trans- 
formatio duplicis integralis, quae illi respondet, eo revocari potest, ut in- 
tegralia simplicia 

Csinp)’— cosp+C" sin p+C” sing)? 
cos -+ sin w)’—(C+C’ cos sin w)’}? 
per substitutiones assignatas transformentur in haec: 


en 


— cos#?— GG" sin 
quae videmus nonnisi argumento diflerre, quemadmodum in illo proble- 
mate ellipsoidae propositae nonnisi situ differebant. 
Hinc solutionem problematis propositi semper realem fore sequitur, 

ubi expressio 
A+BecosQ +Csin® + (4’+B’cos® +C’sin + sind 
pro nullo angulorum 9, % valore reali evanescat, qui casus prae ceteris 
applicationem invenit. Posito enim 

sinp 


__ tang 


expressio illa ita repraesentari potest: 

A+Bcos®+Csin@+y ((4’/+b’cos9+ 'sind)’cos(Y-e) 
sive etiam 

A+4'cosb + A'sinb+y 


fange 
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quae ne pro ullo valore reali ipsorum ®, Y evanescant, expressiones 
cos P+E sin 9) — (4’+B’cos®+C’sin 
semper positivo valore gaudeant, necesse est. Quo casu substitutiones 
assignatas reales fore probavimus. 


Per easdem substitutiones, quibus aequatio 
A+Bcos9+ — 0 


in hanc abit: 
G — 6° cosn 0089 — G” sinysin$ = 0, 


videmus, etiam aequationem difllerentialem 


+ (C+C’cos + cos y + A 
in hane transformari: 
ar — 0 


V(G'G' 4- 66” sin — GG) + V (G'G’ cost? + GG" sin — GG) 
Facile autem probatur, aequationes illas finitas aequationum dille- 
rentialium integralia completa esse. Unde theorematum inventorum verifi- 
eatio obtinetur. 
Nec non observabitur, posito 
P= B'C’ — — CA) — (A’b" — sin® 
— — BC" — — — — AB) sind] 
— sind [BC — — (CA — A) cos 9 —(Ab' — A 
3 = [B’C"— — cos® — (AB"— sinQ]’ 
— [B"C— BC" — — c0os® — AB") sin®]’ 
— [BC' —B' C —(C4'! — — (AB' — sinQ],, 
T = —B"C' —(B"C — BC) cosp — — B'C) 
— — CE") cos y — CA) 
— [41 B"— 4" — (A"B— AB") — ({b'— 


per easdem substitutiones nostras obtineri: 


SF = fa — cosn — GG’ sinn sind? 
= /. 


% 


4 
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Ouae antecedentibus iunetae sex transformationes memorabiles suppeditant, 
ad quas per easdem substitutiones pervenimus. 


9. 

Problema de dupltei integrali transformando propositum etiam abs- 
que dunetionibus trigonometrieis exhiberi potuisset. Facile enim_ intelligi- 
tur, eius in locum substitui posse sequens 

Problem 


„Integrale duplex indefinitum 


per substitutiones formae 
mt nt tn'u 


— = — 
1-+pt’ 
translormare in hoc 


etou 
Ge 
cuius denominator terminis dimensionum imparum caret.' 
Praeplacuit tamen iorma trigonometrica, quae in aliis quibusdam 
quaestionibus, de quibus in posterum agam, obvenit. Quamquam forma 
illa algebraica eo quoque nomine se commendat, quod solutione semper 


reali gaudet. 


Jam ad solutionem quaestionum propositarum accedamus, et pri- 
mum de problemate algebraico agam, e cuius deinde solutione propositam 
petamus duplicis integralis transformationem. 


Problema I 


„"roponitur, per substitutiones lineares: 


| w=at+burcv 
| 
seystysty's' | 


quae identice elliciant: 
transformare expressionem 


19. GC. G. J. Jacobi, de transformatione integralis duplicis etc. 265 


in hance simpliciorem 
Gst+ 
Solutio. 
10. 
E tlieoria transformationis systematis axium coordinatarum ortho- 
gonalium in aliud ejusmodi systema notae sunt relationes, quae inter eoet- 


jietentes substitutionum 


I) x = a’s’+ w = at -bu-+ cv 
| 


loeum habere debent, ut identiee sit: 
2), tz: 
= tit->uu -ov, 


aequationes conditionales poseit: 


4), za + PP + yy at 1 
ea y= 0 cat + co" 0 
aa +BP’+yy = 0 

Ouarum relationum ope facile probantur aequationes: 

u bw + bw! 


quippe quae substitutis valoribus ipsarum y, et w, w', e 1) pe- 
titis, propter 4) identicae fiuınt. Hine cum e 2) fiat identice: 
sequuntur etiam: 
T) au 
BB RP“ 
d 


| 


bb + ce 
aa 
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ta 0 Lee — 0. 


Expressiones ipsarum s, per x, y, afque ipsarum t£, v per 
w', w'', quas formulae 5) suppeditant, etiam e 1) per methodum vulga- 
rem resolutionis aequationum linearium petere licet. Expressionibus, quae 
inde sequuntur , cum illis comparatis, posito: 
e = e—be) Halbe! —l’c), 
obtinemus: 


ea be — be” 
y— By" eb cu" — 
eb’ ca —ca” 
ya ec = ut b 
invenimus e formulis identieis: 
u) — = u: 
(ea —ca')fab'— ab) — (ea — b—al") = ne, 
e 9) in has 
sye:c=ece—=1, unde cum signum ipsarum &, e pro arbitrio assumere 
lıceat, statuemus: 1) e=1; e=1 
— . 


Guae abunde nota, ne quid desit, hic apposuimus. Ante omnia autem 
tenendum est, quo in sequentibus saepe utemur, 


theorema, 
„naturam eo@ffiecientium substitutionum propositarum eanı 
esse, ut datis aequationibus linearibus: 


+ a” 6“ T+ „Ute 
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inde sequatur: 
G =«Ä+ßB Y+yZ W" 
et vice versa; simulque sit: 
XX +ZZ =66+66'+ 
11. 
E substitutionibus I) cum prodire debeat, quod est problema pro- 


positum: 
| = Gst+ G's'u+ G"s"u, 
locum habere debent aequationes conditionales: 
12) A = 
DB = Gßa 


C Gya +6G'y'b-+ 

A'= Gau + 
D' — Gß« + 
— Gya+ G'yb’-+ 


D'— Gßa”’+ GR 

C'— Gya’+ G'y'b'+- 

novem aequationes, junctae duodecim 4) unam et viginti 
aequationes conditionales, quibus octodeeim coöfhicientes substitutionum pro- 
positarum et tres quantitates G, G’, G“ satisfacere debent. Quod problema 
est determinatum. Jam unius et viginti incognitarum aggrediamur determi- 
nationem, atque varias, quae inter eas locum habent, relationes exponamus. 


12. 
Per theorema $. 10. e formulis 12) prodeunt sequentes: 

15) Ga aA +yt Ga +u 
Ga' +ye6‘ Gß — aB + 
Gb =wWAH+PßB +YC Ga bAH+bA 
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G'y'— cc + + cc". 


Vuibus formulis utriusque substitutionis co@ffieientes ope quantitatum G, 
6‘, alterae per alteras lineariter exprimuntur. 

Alteram ejusmodi determinationem ex ipsis 13) per resolutionen: 
aequationum linearium petere licet; e. g. e formulis, quibus «a, a’, e‘’ per 
&, (5, y exprimuntur, vice versa etiam &, ß, y per «a, a’, a‘ determinan- 
tur. Qua ratione, posito brevitatis causa 

A = + B(C4"— 4 C(A'B"' —4'B'), 


vbtines e 15) sequens formularum systema: 


15) (B/C" a + (B"C—BC") a' + — 
(0.1 + (CA + (CA — UA) 


+ (B"C— BC b' + (BC —B'O) 


Ar = + AB) + — AB) 


(CA — + + (CA — 


= + 4) + 
= C—BC" + y(4"B— AB") 
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N 


= «(BE — BC) (CA — CA) +y (AB — AB), 


E quibus formulis rursus per theorema $i 10. derivantur sequentes: 
B'C"— aa b ae’ 


A'B"—_ = 
A + zu 
B"YC— BC" aa ab’ ac! 
A 
A - Tor 
AB'—A'B ya!’ yet 


Valores ipsarum B’C"— etc. etiam directe e 12) de- 
rivare licet. Fit exempli gratia e formulis 12): 


B' Gßa' + + ec 
= Gya’+ + c 
B' — + e 


= Gya’+ G'y'b’+ 
prima et postrema, secunda et tertia in se ductis et subductione facta: 
+ G'' ß (c’a “dd c''a’) 
+66 (By! 
B'C"— B'C'—= +GG'a'c; 
qua comparata cum formula 16): 


Geiles d.M. VOL Hit 3. 35 


syve e 9): 
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prodit: 
aceedamus ad alia formularum systemata. 


13. 
V"onatur brevitatis causa: 
= AA+AA BR --cC 

m —= BB -- p= #A+EB 
— B Ü B' -- B'’' g -— B'B'+ 
m'—= CA +04" 
= A'b" g’=AA bb 


unde etiam erit: 

19) mn — + + (BC'—B'C)' 
nl —m'm'’—= A) + + (CA — 
Im—n'n’ = + + (AB— AB) 

p'p— — + A— CA) + B—AB") 


— = (BC — BOY +(C4 — BY; 


porro: 

20) — li! = 
+ (B’C— BC’) (BU —B'C)+ 
(CA —CA)(AB'—A'B) 

B'C) + (BC’ —B'’C) 
(4"B —4AB")(B"C — BC")+ (C4' — (C4"—C" 4) + 
(4B' — 4'B)(BC' — B'C) (4B' — 4'B) 

m’ — nn‘ — 
(B —B'’'C) (C4' —(C'4) 

nec non: 


21) AA = — mm’m’— nn'n' 


19. 


Quae ommia rursus per ipsas @G, 
exprimamus, quod ex antecedentibus 


Ac primum e formulis 12) per theorema $i. 10. prodit: 


22) +6" GC 
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G', et coe@flieientes substitutionum 
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sine negotio fit. 


p +G'G'bb ce 


ac simili modo e . 
AA G'G' AA G'G’ 


Porro e 12) facile derivantur sequent 
24) 
ya” 
ac simili modo e 15): 


.. m'n’ _ Pr ‚u 
AA GG + 
Um'—nn‘ aß a arg 
NA 66 +; 
Sequitur porro e : 


6) CC + CC" 


eodemque modo e 23), cum sit \ = 


ce 


+0" 


AA 766 7676" 

bb, 

AA 766 + G'G' GG") 


GG'G': 

—=mn-- ll 


— n' 


Adnotemus adhuc, e formulis 22), 24) recte dispositis per theoreniu 


$&: 10. erui sequentes: 


28) GGa +n'3--m'y 
G6ß 
GGy=m’a-t 


/ | 2+ n y' 


GGa = 
= 
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= n' m 7’ y“ 
= m'a' 4 ny" 


Quarum exempli gratia prima, quarta, septima alterius systematis per 
dietum theorema ex his fluunt, quas e formulis 22), 24) eligimus: 


l 


n' 


g’e c' + pc", 


similique modo reliquae 28) eruuntur. 


E 28) rursus per idem theorema fit: 


29) 224 n'n’ m'm‘ 
nn‘ 

nn 

pp tes" 


G* G" y'y' + 
Graa -G*bb +G'*ce 
G! a’a’ G" b’ b’ + G''* c' 


Ouibus aliae variae addi possunt. Similia formularum systemata e formu- 
lis 23), 25) derivare licet. Quae tamen ex antecedentibus etiam fluunt 


ope theorematis generalis sequentis. 


Comparatis enim inter se formulis 


i2) et 16), quarum alterutris, advocatis insuper 4), cocfiicientes substitu- 
tionum et ipsas G, G’, G‘' determinare licet, sponte prodit 


theorema, 


..e qualibet formularum propositarum derivari posse alte- 


ram, si in locum quantitatum 


substituantur respective sequentes: 


2 

C, 


AB" — AB! 


JAN 4 


BYC—BC" CA" AB" 


A 


FAN FAN 


JAN JAN 


A 
BC—BC C4—CA AB—A'B 
1 


1 
G?> G'? 
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unde e. g. etiam pro A ponendum Ks QOuod patet recipro- 

cum esse, id est, ubi illa in haec abeant, simul etiam haec 

in illa mutari.” 

E quo theoremate memorabili formulae inventae alteram statim ei 
respondentem adiungere licet. Quemadmodum formulae 22) et 23), 24) 
et 25) per theorema illud alterae ex alteris derivantur. Cui tamien nego- 
tio singulis casibus supersedemus. 

Per substitutiones propositas e formulis 12) fit: 

Ar +By+62]w+ [42 + By + + [404 + 

= G's'v; 

per easdem substitutiones e formulis 16) sive ex aequatione illa per dic- 

tum theorema altera sequitur aequatio ei respondens: 

30) [(B’C’— x + (AB'— w 
— BC") (074 — AB) 2] w + 
—B'O) + (04 —C'A) y+(AB' — 

Ita per easdem substitutiones binas simul effici videmus transformationes. 

14. 

Postquam antecedentibus relationes praecipuas et elegantiores, quae 
inter quantitates quaesitas et datas locum habent, collegimus, iam sine ne- 
gotio idque variis modis ex iis ipsi incognitarum valores fluunt. 

Formulis 26), 27), 17) quantitatum GG, G’G‘, GG’ summam, 
summam productorum e binis, ipsarumque productum exhibuimus, unde 
aequationem cubicam assignare possumus, cuius quantitates illae radices sint, 
eaeque radices diversae. Quae per formulas allegatas, advocata 21), fit: 

— [Imn— 1!’ — mm'm' —nn'n! = 0, 

sive etiam: 

— [pp pP" — po g — = 0; 
quas aequationes etiam hunc in modum repraesentare licet: 
33) (x — m) 11’ m)—n'n'(e—n) 
— 2/’m'n’ = 


| 
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Vuae e formulis 18), 19), 21) in hanc abeunt: 
35) ] 
B'C’Y — + (1'B" 4''B'} + 
— [4 (B’C’— + + = 0. 
A cuius aequationis cubicae resolutione totum maxime problema pendet: 
quippe euius inventis radicibus GG, G’G‘, quadrata co@ffieientiun: 
substitutionum propositarum rationaliter exprimuntur, unde ut ipsi earum 
eruantur valores, tantum radicis quadraticae extractione opus est. 


Kiigamus e. g., ut valorem ipsius «= eruamus, e formulis 7), 22 
25) sequentes: 


au 
GGaex-+-G’ + — / 
aa 


quarumı postrema etiam hunc in modıum repraesentari potest: 
addatur prima ducta in ),secunda ducta in GG; prodit: 
unde cum sit 
6G+6 GC 


obtines: | 
(GG—m\(GG — n) — 


la locum aequationis tertiae etiam haec substitui potest, pelita: 
qua duneta primae ductae in G’G’G”’G” et secundae ductae in 
— (G'G'—.G'' 6) obtines 
(G6— 6'606) (66 — 6" = (G'G'— — mim’ tn, 


GG — GG ) 


Utrique autem ipsius valores inventi e 26), 27) facite inter se con- 


venunt. 
Hac ratione, comitis ipsis GG, G’G", quadrata coeilicren- 


tum quacsitarum nanciseimur per formulas sequentes: 
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= 766--6'6)(66 — (66-66)(66 
(6 (G’G’— G G) (G'G’— (G’G’ G\ 
GG) (6’G"— 66) 
(GG —n) (GG — 1) — m’m’ (GG—p) — 
(GG (GG -GG)(6 6— 
(G’G'’—n) (G’G'’— 1) — m’ m’ p) — 
(GG—1!) (GG — m) — (GG —p) — 
(G' G’—1) (G'! G'— m) — p) pi) - gg“ 
(G’G’— G6) — @'G’) (G"G"’— GG) — 


Uti quantitatem «= sub alia forma 36) exhibuimus, ita etiam reliquis lor- 
nıam similem assignare licet, cui, cum in promtu sit, supersedemus. 


His inventis, ipsas coefhicientes quaesitas per extractionem radieis qua- 
draticae eruimus; signa autem radicum non ommia pro arbitrio assumere 
licet. Videbimus enim, non modo sed etiam produeta ope 
ipsarum GG, G’G‘, GG’, rationaliter exprimi posse, unde patet, signo 
unius e quantitatibus ß, pro arbitrio assumto, reliquarum signa de- 
terminata esse. 


Producta illa @«ßB, @’y, By eorumque similia ex antecedentibns fa- 
cile invenimus. Exempli gratia, ut eruatur produetum BY, eligimus e 7), 
24), 25) sequentes formulas : 
Ry+ P’y’+ By 0 
quarum postremam, cum sit A= GGG’, rursus ita exhibemus: 
Qua addita primae ductae in GG”) et secundae ductae 
in GG, prodit: 
(GG — — = (GG 
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sive 


38) 
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’(GG— 


By = (GG —G’G') (GG — 676”) © 
Hac ratione sequens nanciscimur formularum systema: 


Py = 0707) 
(G’G’— 2) m’ n’ 


(G’ G“) (G/ G) 
(G’G"— ) —-m’ n’ 


Y Zum GG) G’G‘) 
m’! (GG — m) 


Ta 
m’ (G’G’— m) 


(G’G’— (G’ G’—GG) 
m’ (G’G’— m) 


7 (G’G’— GG) (G’G’— 
n'(GG— 


G’—n)--U m! 


ap = (G’G’— GG) GG) 


q (GG—p)+ g‘ 


q (G’G’— P)+g 


(G’G’— (6/ G’—G G) 
g — p) + q’ q’’ 


(G’G"’—GG) (G G’—G’G’) 


(GG 
b q’ (G’G’— p’) +g" q 


(G’G’— GG”) (G’G’— 66) 


(G’G’— GG) (G’G’— G’G‘) 


(GG — G’G’) (GG — GC) 


(G’ G’— (G’G’— G 6) 


cc 


(Ga —G G) (G’6’— G’G’; 


Ex his formulis videmus, determinatis signis ipsarum a, &', «” eta,b, c, 
reliquarum etiam signa determinata esse. Neque illia omnino pro arbitrio 
assumere licet, ubi, ut supra fecimus 10), statuere placet e=1, e=1; 
quippe quo facto etiam e quantitatibus nec non e quantitatibus 
a, b, ec unius signum per signa duarum reliquarum determinatur. 

Adnotemus adhuc, quo methodorum, quibus uti licet, varietas de- 
monstretur, omnia, quae ad resolutionem problematis necessaria sint, etiam 
e formulis 28) peti potuisse. Eligamus e. g. aequationes tres primas al- 
terius systematis, quas ita exhibemus: 


= na + (m—GG)ß+ 


e quibus, eliminatis @, &, y per regulas notas, primum obtinemus: 
166) (m—G 6)(n— — 
+ = 0, 
yuae acquatio cubica, e cuius resolutione GG prodit, eadem est atque 
illa supra inventa 33). Eadem methodo e reliquis formulis 28) inveniun- 

tur 6'607, 6” eiusdem aequationis eubicae radices esse. 


ad 
_ 
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Porto ex aequatione secunda et tertia sequuntur proportiones: 
(m— GG) (n—66)—!' m’ —n'(n— GG): m’(m— GG); 


e tertia et prima: 
P:y:a = PPß:Py:ße = 
GG) (l— GG)— m’m’: m'—n'(n— GG); 
e prima et secunda: 
66) — — m’ (m— 66): m’ 66). 


Unde etiam: = 


(m— GG)(n— GG) GG)(I—G 
Jam vero est 
(m—GG)(n—G 6) + (n—6 6) G)(m—G 
aequale differentiali expressionis : 
= 66) (ce — G’G') — GC"), 
secundum x sumto, siquidem post differentiationem r—= GG ponitur, 


ideoque etiam aequale expressioni 
(GG— (GG — 6). 


un — (66 —m) (GG—n) 
quod cum 37) convenit; eademque ratione etiam reliquae formulae 37) in- 
veniuntur. 
Invento «2, e proportionibus assignatis fit: 
(GG —n) + !’m’ 
(GG— (GG — GG")? 
quod cum 38) convenit, cuius reliquae formulae eadem methodo inve- 
possunt. 


Unde cum sit 


15. 

Postquam antecedentibus completam problematis resolutionem de- 
dimus, sequentia adiungamus, quibus quaestio nostra haud parum illustra- 
tur, eaque adeo ad problema notum et tritum de indagatione axium prin- 
cipalium superfhiciei secundi ordinis revocatur. 

E substitutionibus enim propositis per formulas 13) facile proban- 
tur aequationes sequentes: 

Creite's joumal d. 7. Bd. VIII. TIR. 3 36 
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39) Ar +Cz 
Ax+By +0: 
b'y+ C’= 
dw + Aw +A4'w'= 
Bw + Bw+b'w'= 
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Ga's + s' + st! 
Get G'a'v 


Cw GY t u + v, 
unde etiam per theorema $. 10: 
ss", 
+ Bw+ -H(Cw+ C w+ 
— 6'G'uu+ 6"G"vr, 
quas aequationes etiam ita repraesentare licet: 
4l) Zac -myy+nzz +2! yz + 
= 66Gss + G’G’s’s’ + G' 
pww + p' pw + + ww‘ 
— 6” 
Ouoties vero substitutiones propositae praeter aequationes 
ax = + s''s" 
ww ww +w'w' =tt$uu+ vv, 
etiam aequationibus 40) sive 41) satisfacere debent, substitutiones illae, 
sicuti quantitates GG, 6’, G‘' G‘' determinatae sunt. Quod cum idem 
sit, ac si proponeretur, ellipsoidas, quae ad axes coordinatarum orthogo- 


nales relatae per aequationes exprimuntur: 
=KK 
ad axes prineipales referre, problema ad indagationem axium principalium 
binarum ellipsoidarum revocatum est, quae in utraque ellipsoida fiunt 
KK K 


G’07 et quarum sıtu 


substitutiones adhibendae indicantur. 


Quo melius natura et situs ellipsoidarum perspiciatur, adnotemus, 
alterius tria puncta esse, quorum coordinatae respective sint, posito brevi- 


tatis causa Ä=1, 


. B'C C"A—CA' A'"B —AB" 


| 
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CA'—CA ABP—A'B 
A 
üsque terminari diametros tres inter se coniugatas, quas patet perpendicu- 
lares esse tribus planis, quae aequationibus definiuntur: 
Ac+By+tz=0, 
alterius superficiei tria puncta assignari posse, quorum coordinatae sunt, 


tertn : 


AB" — A'B' AB'—-A'B 


quibus punctis terminantur diametri superficiei tres inter se coniugatae, 
quas patet perpendiculares esse planis: 
4w+Aw+4'w'=0, Cw+ 
Unde adeo problema revocatum est ad indagationem axium principalium 
superficierum, quarum diametri tres inter se coniugatae dantur. 

Simili modo vel etiam e 40) — 41) per theorema $i 13. probantur 
aequationes: 

42) [(B’C"— + — C'4') + (A4'B'' — 4'"'B')z]’ + 

KB’C + (C" dA—C4')y+(4'B — + 

KBC’ —B’O) ze + (04 —CA)y-+(Ab' — A'B)z] 

B" (B" C—BC')w + + 

—= 6'6'6"G"tt4+ 
quibus et ipsis aliarum binarum ellipsoidarum continetur reductio ad axes 
earum principales. 


Iam transeamus ad problema initio propositum de transformatione 
duplieis integralis, cuius solutionem sine calculo de quaestionibus anteceden- 


tibus deducimus. 
( Cont. ser. prox. ) 
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20. 


Memoire sur la courbure des surfaces. 
(Par Mr. Poisson a Paris. ) 


I. 


S; lon fait passer differents plans par un m&me point d’une surface courbe, 
les rayons de courbure relatifs a ce point, de toutes les sections planes 
de la surface, auront entre eux des rapports independants de sa forme 
particuliere, et que Yon doit placer au rang des plus beaux theor&mes 
de la g@ometrie moderne. Parmi toutes les sections normales, il y en 
a deux que lon appele sections principales, et qui repondent, lune au 
plus grand et lautre au plus petit rayon de courbure. Euler ä Jait voir 
que ces deux sections sont toujours perpendiculaires l’une ä Tautre; en 
prenant pour la courbure d’une ligne, une fraction qui ait Yunit@ pour nu« 
ınerateur et son rayon de courbure pour denominateur, il a aussi d@mon- 
tr& que la courbure d’une section normale quelconque est @gale a la somme 
des deux courbures principales, multiplices respectivement par les carrds 
des cosinus des angles que leurs plans font avec celui de la seetion dont 
il sagit; d’ou l’on conclut que la somme des courbures de deux sections 
normales, qui se coupent ü angle droit, est une quantit@ constante autour 
de chaque point de la surface. OQuoique Euler eut donne lrexpression 
generale du rayon de courbure d’une section oblique, il n’a cependant 
pas remarque le rapport tres-simple qui existe entre ce rayon et celui 
de la section normale, faite par la m@me tangente a la surface. C'est 
Meunier qui a montrd que le rayon de la section oblique est la projec- 
tion sur son plan, du rayon de la section normale; ensorte que le pre= 
mier de ces deux rayons de courbure est &gal au second, multiplie par 
le cosinus de langle des deux sections auxquelles ils repondent, et que 
les cercles oseulateurs de toutes les sections passant par une mä@me tan- 
gente ä la surface, sont situ@s sur une sphere qui a pour rayon celui du 
cerele normal. Ce th&oreme joint ä celui d’Euler, renferme la theorie 
generale de la courbure des surfaces, qui se trouve ainsi reduite a ses 
elements les plus simples; car il suffit de eonnoitre, en chaque point d’une 
surface quelconque, les directions et les courbures des deux sections prin- 
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cipales, pour en conclure immediatement, la courbure de toute autre seo= 
tion normale ou oblique. 

Monge a considere cette theorie sous un autre point de vue, Il 
a nomme& lignes de courbure d’une surface, les lignes pour lesquelles les 
normales ä cette surface, en deux points consdcutifs, viennent se ren- 
contrer, et centres de courbure de cette m@me surface, les points de 
rencontre des normales successives. Il a fait voir que sur toutes les sur- 
faces, il existe deux series de lignes de courbure qui se croisent a angle 
droit; les normales mendes par tous les points de chacune de ces lignes, 
forment des surfaces developpables qui se coupent aussi a angle droit et 
divisent l’espace en filets quadrangulaires qui ont leurs bases sur la surface 
donnde; les arr&tes de rebroussement forment deux surfaces distinctes, ou, 
plus gen@ralement, deux nappes d’une möme surface qui est le lieu de tous 
les centres de courbure de celle que l’on considere. Monge a determined, 
pour tous les points d’une surface quelconque, les directions rectangulaires 
des deux lignes de courbure, lesquelles directions coincident avec celles 
des sections principales, de sorte que les rayons de courbure de ces deux 
lignes que Monge a aussi determinds, ne sont autre chose que le plus 
grand et le plus petit rayon des sections normales. Sur une surface 
donnee, il peut exister des points particuliers pour lesquels ces deux 
rayons, et, par cons@quent, tous les autres, sont @gaux entre eux; Monge a 
nomme ces points des ombilics, et il en a determine la position sur leel- 
lipsoide par exemple, ou ils sont au nombre de quatre. La surface de la 
sphere est la seule dont tous! les points jouissent de cette propridte; car 
on demontre que si les rayons de courbure sont tous egaux autour de 
chaque point d’une surface, ils ne varieront pas non plus en passant d’un 
point a un autre de cette m&me surface, qui sera parconsequent spherique. 

1. 

Les theoremes sur la courbure des surfaces que nous venons de 
rappeler, supposent evidemment que les tangentes ü toutes les sections faites 
par le point que l’on considere, sont dans un m@me plan, ou, autrement 
dit, quil n’y a en ce point qu'un seul plan tangent; mais il existe des 
points sur certaines surfaces, ou le plan tangent est unique et ou cepen- 
dant ces theoremes n’ont pas lien. En ces points singuliers, la direction 
des lignes de courbure n’est point indeterminee comme dans les ombilics; 
mais leur nombre est plus grand que deux: il peut &tre quatre, six ou 
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tout autre nombre pair; et le rayon de courbure d’une section normale 
est susceptible de plusieurs maxıma et minima, dont le nombre total 
est toujours Egal üa celui des lignes de courbure. 

Cette exception a la theorie generale n’avoit pas encore td re- 
marqude; elle ne se rencontre pas dans le cas des surfaces du second 
degr‘; mais elle peut se pr@senter assez fr@quemment dans d’autres sur- 
faces; et pour en donner un exemple, il suffit de considerer la surface 
engendrde par une parabole, tournant autour de son axe, tandis que son 
parametre varie par degres insensibles, de telle sorte qu'il soit une fonc- 
tion donnde de langle deerit a chaque instant. Cette espece de parabo- 
Ioide aura pour plan tangent unique, au sommet de sa generatrice, le 
plan perpendiculaire a son axe; les sections normales en ce point seront 
les positions successives de cette courbe; leurs rayons de courbure va- 
rieront suivant la m&me loi que son parametre, et pourront, consequem- 
ment passer par autant d’alternatives de maximum et de minimum que 
Yon voudra. 

Mais quoique la loi de variation des courbures normales soit ainsi 
tout-4-fait arbitraire autour de certains points des surfaces, n@anmoins 
les courbures obliques s’en deduiront toujours par la regle ordinaire, et 
ie thcoreme de Meunier s’appliquera encore ä ces points, pour les- 
«quels celui d’Kuler m’aura plus lieu. 

Jai ete curieux d’examiner ce que deviennent les formules gend“ 
dans ces cas d’exception. La diffieult@ d’analyse qu’elles presentent 
alors tient a ce que les differences partielles d’une fonction de plusieurs 
quantites, qui repondent aux valeurs evanouissantes de ces variables, peuvent 
dÖpendre des rapports que Ton etablit eutre ces mömes variables avant 
w’elles s’Cvanouissent. Eile s’Celaircit completement, en remplagant deux 
des coordonnces rectangulaires que les formules renferment, par des coor- 
donnces polaires; et l’on trouve, de cette maniere, que ces formules sont 
effectirement susceptibles, dans certains cas, de plus de deux zmaxim«a 
ou minima, auxquels repondent un pareil nombre de lignes de courbure, 
qui se eroisent en un meme point et se coupent sous des angles aigus. 

jl etait necessaire de considerer ces cas particuliers, pour comple- 
ter la theorie de la courbure des surfaces; mais avant de nous en occw- 
per, nous allons debord rappeler les formules gentrales et les consequences 
qui en ont ete deduites. 


> 


20. Poisson, mdmoire sur la courbure des surfaces. 233 


In. 

Soit AMB (Pl. 3.) la section d’une surface par un plan oblique qui 
coupe le plan tangent au point M suivant la droite CMD; par le point 
M et par un point M’ de la m&me courbe AMP, infiniment voisin de 
M, menons des plans normaux a cette courbe: ces deux plans se cou- 
peront suivant une droite OV perpendiculaire au plan oblique et qui ren- 
contre ce plan au centre de courbure O de la courbe AMB. Par le 
point M dlevons aussi une normale MV ä la surface. Cette normale et la 
droite OV se rencontreront en un certain point /V, puisqu’elles sont toutes 
deux comprises dans le plan perpendiculaire a la courbe MB, qu'on a 
mend par le point M. Appelons eg la longueur de MV‘, e, le rayon de 
courbure MO de la courbe 4MB, et e langle OM NV, inclinaison de la 
normale ü la surface sur le plan oblique; nous aurons 

l. evoss; 
en sorte que pour connaitre le rayon de courbure d'une section quel- 
conque, il s’agira de calculer la valeur de ge, ou d’une distance comptde 
sur la normale. 

Designons par x, y, les trois coordonnces reetangulaires du point 
M; y+Cy, z+ seront celles du point M‘; et si repre- 
sente pas ©s, l’element MM’ de la courbe MB, et par @, ß, Y, les 
angles que fait sa direction avec les axes des x, y, x, on aura 

— 
ex ey 0x 
7, = 008Y. 
Le plan normal ä cette courbe en ce point M, aura pour &quation: 
2. + (@— == 0, 
x', y', =’, etant les coordonndes eourantes. En la diff@rentiant par rap- 
port ax, y, 2, öy, ©z, on obtiendra une seconde &quation, savoir: 
qui appartiendra @galement ä liintersection O/V des deux plans normaux 
consecutifs; ensorte que cette droite sera d«terminee par les &quations 
(2.) et (3.). 
D’un autre cöte, si lon eonsidere z comme une fonction de x et 


Y, donnde par l’equation de la surface, et si Fon fait 


4 
* 
} 
te 
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les “quations de la normale MV seront 

4. etr@—)=0, 
x’, y', =‘, designant encore les coordonnees courantes. dquations sa- 
tisfont, comme cela doit @tre, a l’equation (2.) du plan normal; en les 
combinant avec l’&quation (3.), on determinera les coordonndes 
du point /V commun aux deux droites MN et ON: de cette maniere, 
on trouve 


en faisant, pour abreger, 
On aura, en tems 
il en resultera donc u 
= 
Je differentie completement la valeur de x; ce qui donne 
et, par consequent, 
D= 
Les diff@rentielles secondes de x, y, x, qui dependent de la courbure de 
AMB, ayant disparu de la valeur de D, celle de eg ne contiendra plus 
que leurs difl@rentielles premieres, qui sont relatives ü sa direction, et des 
fonctions de x et y, provenant des differences partielles premieres et se- 
condes de z; par consequent, si Ton fait tourner le plan de la courbe 
AMB autour de sa tangente CMD, la formule (5.) ne changera pas de 
valeur; et la droite MV £tant ainsi ind@pendante de langle on voit, 
en faisant e=0 dans l’öquation (1.), que cette droite est le rayon et N 
le centre de courbure de la section normale. Cela pos£, si lon donne 
ensuite une valeur queleonque a langle s dans cette @quation, on voit 
aussi qu’elle contient le theor&me de Meunier, relatif aux courbures des 
sections obliques, que l’on a cit@ plus haut, 


Maintenant, faisons, 
2. _ | 


cp=röxtscy, 
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et si lon substitue ces valeurs dans celle de D, et celle ci dans la for- 


mule (5.), il en resultera 


r cos2 @-+-2s cosa@ cos? 


en ayant €egard aux valeurs de et Si lon met la valeur de 


dans celle de ©s?, on aura, en meme tems 
+ 
ou, ce qui est la m@me chose, 

7. (14+p°) cos’« + 2pg cosa cosß (149°) co®ß 1. 
Generalement, les quantites p, 9, 7, 5, sont independantes de la direc- 
tion de la tangente CMD; en excluant les cas particuliers ou cela n’a pas 
lieu et dont il sera question ci-apres, il suffira done, pour determiner le 
maximum ou le minimum de e; d’egaler a zero la difförentielle de son 
denominateur, prise par rapport a cos et cos, et de joindre ü cette 
equation, la differentielle de l’&quation (7.). On aura, de cette manicre, 

(r cos& +s cosß) sina da = — (t cosß-+s cos«) sinß OP, 
[1 + + pgeosß]sinada = — 9) eosa] sinß 08; 


d’ou lon tire 
8. rcose-+scosß (1--p?)cose pygcosß 
tcosß + scos«@ (1-+g°) 
On obtiendra donc l’equation d’ou dependent les valeurs extremes de e, en 
eliminant cos“ et cos entre les @quations (6.), (7.), (8.). 


08% 
Pour eflectuer cette Elimination, je multiplie par les deux 


cos 


membres de l’&quation (8.), puis Jajoute chaque en fai- 
sant ensuite disparoitre les denominateurs et ayant <gard aux dquations 
(6.) et (7.), ıl vient 
1 
En operant de sur l’&quation (8.), apres avoir prealablement ven- 
verse les fractions qui forment ses deux membres, on trouve 


rc0s&<+scosß cos#-+p7 cos]. 
Ces deux Equations sont la m@me chose que 


tr vi+p+to cosß = (vu +7° +9) —s) cos, 
= rate cosß. 
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En les multipliant membre a membre et r@duisant, on a finalement 

Cette Equation tant du second degre, il s’ensuit que dans le cas ge- 

neral que nous examinons, le rayon de courbure d’une section normale 

n'est susceptible que d’un mmaxımum et dun zminimum, qui pourront Etre, 

en grandeur absolue, deux maxıma ou deux minima, lorque la courbure 

de la surface changera de signe autour du point donne M. 


V 
En observant que 


cos 


cos & 


on pourra mettre Tequation ($.) sous la forme: 

Elle servira ü determiner pour chaque point M de la surface, les direc- 


tions de ses deux sections principales; mais sı lon veut eonnoitre celle 


de ces deux sections qui repond, soit au plus grand, soit au plus petit 


. 0) cos 

rayon de courbure, ıl faudra mettre 7 au lieu de “ dans Tune des 
w 


cos «& 


equations (9.), et y substituer successivement les deux valeurs de e tirces 
de l’equation (10.). 

Pour conelure faeilement de cette @quation (10.), langle des deux 
sections principales, on fera eoincider le plan des x et y avec le plan 
tangent en M, ou seulement avec un plan parallele; on aura alors » =0 
et 3=0; ce qui reduira cette Equation A 


ey 0) 
12. — 
0x 


Or, si lon appele & et < les angles que ces deux sections font avec le 
plan des x et z, les deux racines de cette &quation seront tang et tang‘; 
on aura done 
tangd = —1; 

ce qui montre que les deux sections prineipales sont perpendicnlaires Tune 
a lautre. 

Le plan des x et y etant tangent en M ü la surface, les angles « 
et relatils a une seetion normale «quelconque, seront le complement 
de lautre, et la lormule (6.) se reduira a 


= rcos®’& + 2ssina sin? «. 
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Si donne les valeurs de 2 qui repondent trois sections partieulicres, 
elles serviront ü determiner les trois quantitds r, s, f, et, par suite, la 
courbure d’une section normale queleonque. Mais il suffira de deux rayons 
de courbure pour determiner tous les autres, lorsque ces deux rayons se- 
ront ceux des sections principales. En eflet, on peut prendre les tangen- 
tes a ces deux sections reetangulaires, pour axes des x et des y; alors 
des deux quantitds tangl et tangl’ sera nulle et lautre infinie: et 
comme on a, d’apres l’equation (12.), 
i—r 


tangd + tan = —, 


il siensuit qu'on devra avoir s=0. Il en resultera done 


1 
= !sın?a; 
par consdquent, si Von designe par R et R’ les rayons de courbure prin- 
eipaux qui repondent dA et egal un angle droit, on aura 
1 
dou Fon conclut, pour un angle % quelconque, 
1 cos? sin? « 


+ R' 5 


equation qui renferme le theor&me relatif aux courbures des sections nor- 


males que nous avons cite plus haut. Em designant par >’ le rayon de 
courbure d’une seetion perpendiculaire a celle qui repond au rayon p, et 
changeant langle en son complement, nous aurons 


sın? cos?’ 


e' 


et en ajoutant cette Cquation a la pr&cedente, il vient 
1 1 1 1 


ce qui renlerme aussi un theoreme connus 


Quelle que soit la direetion des axes des coordonntdes, on conclura 
de Vequation (10.), dont R et R’ sont les deux raeines 
(1-+p + 9°) 
1 rt— s? 


RR' "7 
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d’ou Ion tire 
Pour que les deux courbures principales, et, par cons@quent, celles de 
toutes les autres sections normales soient @gales autour du point M, qui 
sera alors un ombilic, il faudra donc que le second membre de cette dqua- 
tion soit nul; or, je fais, pour un moment 

per 

ıl en resulte 

Vequation @quivalente a A=R’ deviendra donc 


et comme on en Dunn 


U= 

ii stensuit que la condition A= R’ ne peut ötre remplie, a moins que les 
U et ne soient separdment nulles. Cela etant, Pequation (11.) 
devient identique; ce qui devoit arriver, puisgque toutes les sections nor- 
males faites par le point M sont, dans ce cas, des sections principales. 

Je dis de plus quil n’y a que la surface de la sphere qui satis- 
fasse en tous ses points ces conditions. En eflet, les equations 
et sont la chose que 


{1 
0x qg 0% 

da _ 1er _g 


En les integrant et designant par A une fonction arbitraire de x, et par 
Y une fonction arbitraire de y, on aura 


, 
ku moyen de ces valeurs, l’@quation SE = — peut se reduire a la forme 


Von tire 


92 


Pour quelle subsiste, il faudra que ses deux membres soient une meme 
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constante arbitraire que je representerai par T. On aura done, en inte- 


grant et designant par « et 5 deux aufres constantes arbitraires, 
0) 
Je tire de lü les valeurs de X et Y; je les substitue dans celles de p et 
g, et celles-ci dans I’equation il vient 
(a— + (b—y)oy 
en integrant et designant par c une nouvelle constante arbitraire, on 
aura done 


2 2 
(x<—a)’-+ (y—b) 
ce qui est l’Öquation generale de la sphere. 
Les diffrentielles des “quations (4.), prises par rapport ar, y, 5,9, 9, 
appartiennent aux points ou la normale mence par le point M, peut etre 
rencontrde par des normales consceutives. Les &quations diflÖrentielles sont 
- 
—:)09; 
pour que la rencontre ait lieu, il faudra done, en Climinant entre elles 
z’—z, que Ton ait 
14. 

iere dquati lie des lig 1 bur 
par conscquent, cette derniere @quation est celle des Iignes de courbure, 
que Von a precedemment definies. Or, en y substitnant pour dx, dp, 
09 leurs valeurs, elle coineide avec l’equation (11.); il en rdsulte done 
quen chaque point de la surface, les directions de ces Jignes sont les 


13. 


memes «que celles des sections principales., 
Les dquations (13.) peuvent s’Cerire ainsi: 
= 
en les multiptiant membre a membre nous aurons done 
on appelant la distance d'un centre de courbure au point on d'ailleurs 
et si climine y'’—y, — x, entre ces deux dernieres &qua- 
tions, Jointes aux @quations (4.), on obtient lequation (10.); ce qui montre 
‘we les rayons de courbure d'une surlace, suivant la definition de Monze, 
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sont les rayons maximum et minimum des sections prineipales. En Cili- 
minant x, y, s entre les @quations (#.) et (15.), et l’@quation de la sur- 
. . 

face donnde, on aura en x’, y’, x, Fequation du lieu de tous les centres 
Je courbure. 


VI. 

Lorsque le point M sera un ombilic, Tequation (14.) dquivalente 
a Yequation (11.) sera identique; quelle que soit la direction determinde 
par le rapport de cy a dx, la normale MN au point M sera donc ren- 
contre par Ja normale conseceutive, et les droites mendes par ce point 
dans le plan tangent, seront toutes tangentes a des lignes de courbure. 
Mais parmi toutes ces Iignes en nombre infini, il y en aura une ou plu- 
sieurs qui se distingueront des autres par une propricte particuliere. 

Observons dabord qu’en gencral, aucune normale ZN n'est rencon- 
rigoureusement par une autre normale M,V,, quel que rapproches que 
soient les points de la surface ZZ et 27, auxqwels elles repondent: en appe- 
lant leur plus eourte distance et la longueur de la droite MM,, ces 
deux quantitös seront du m&öme ordre de grandeur, pour une direction 
quelconque de AZAI,; et ce qui caractcrise une ligne de courbure, c'est 
que, dans sa direction, le rapport de A a c devient infiniment petit en 
möme tems que 7. Or, cela aura lieu dans toutes les directions autour 
de ZI, si ce point est un ombilie; mais il y aura une ou plusieurs direc- 
tions de MM,, pour lesquelles le rapport dont il s’agit sera infiniment plus 
petit que pour toutes les autres; en sorte que, suivant ces directions par- 
tieulieres, il existera un rapprochement infiniment plus intime que dans 
tout autre sens, entre les deux normales eonsccutives MV et M,NV,, sans 
guon puisse dire, cependant, «que ces deux droites se rencontrent rigou- 
reusement, 

Pour le faire voir, on designera par 2 une fraction qu’on supposera 
dabord tres-petite et ensuite infiniment petite, et lon prendra 
y-+-i/, pour ce que deviennent x et „ relativement au point M,; h et k 
etant des quantitds indötermindes, dont le rapport dependra de la directuo: 
de MM,. Par les regles ordinaires, on caleulera la plus courte distance /: 
on pourra developper son expression et celle de «, suivant les puissances 


de 2, et Ton en eenclura, en. serie convergente, 


A 7 


— +iy eis 
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9, » ete., etant des quantites independantes de z. La premiere sera 
une fonction de Ah, k, », 9, ?, 5, £; la seconde contiendra, en outre, les 
dillerences partielles du ordre; la troisicme, celles du ordre, etc. 

Cela pose, lorsque la fraction 2 deviendra infiniment petite, le rap- 
port de A sera göndralement une quantit@ finie, Cgale A 9; mais si 
on determine le rapport de et A, de manicre que ait @=0, la 


valeur de sera infiniment petite, du m&me ordre que 7; or, cette equa- 


tion P=0 ne dillerera de l’@quation (11.), quien ce quelle renfermera 
au lieu de siensuit done quune valeur infiniment petite du 1 

A2 


ordre de — est la propriet® generale des Iignes de courbure. Si, au 
) < 


- .,, 
»oint MM, la quantitc ® est nulle pour toutes les valeurs de A et Z, la pro- 
priete dont il sagit aura lieu dans toutes les direetions autour de ce point; 


mais on pourra disposer du rapport de k A A, pour rendre nulle la quan- 


tit@ ‘); et pour les directions qui en resulteront, la valeur de —- sera 


infiniment petite du second ordre. Cette equation Y=0 sera du 3” de- 


k 
gre par rapport a —-; il y aura done une ou trois direetions partieulieres, 


sera inliniment petite par rapport sa 


pour lesquelles la valeur de 


valeur dans toutes les autres directions. On verra de möme ce qui arri- 
veroit, si la quantite ‘/ s’@vanouissoit pour toutes les valeurs de Ah et %; 
et ainsi de suite. 

Je n’entrerai pas dans le detail de ces caleuls, dont la longueur seroit 
toute la diflieulte. Jen ai indique les resultats, parcequils sont propres 
a concilier ce qu'on trouve dans louvrage de Monge et dans les develop- 
pements de geometrie de M. Dupin, sur le nombre des lignes de cour- 
bure qui passent par un ombilice. Suivant Monge, ce nombre est in- 
fini; et, en eflet, toutes les lignes qui se eroisent en un tel point, jouis- 
sent, comme on vient de le dire, de la propriet@ generale des lignes de 
courbure. Selon M. Dupin, ce nombre est limit@; ce quon doit enten- 
dre seulement des lignes particulieres, dont on vient diindiquer les direc- 
tions, et qu’on peut regarder plus specialement comme des lignes de cour- 
bure, a cause du rapprochement plus intime des normales consdeutives 
dans ces directions. 


232 20. Poisson, memoire sur la courbure des surfaces. 


IX. 


Maintenant, designons par u le rayon vectenr de la projection du 
point queleconque M sur le plan des x et y, et par 9 langle que ce rayon 
fait avec laxe des x, de sorte qu’on ait 

x =ucod, usinY. 
On conclut dela 


9sinS, 
uU C0OS$—pusinS 
7 P 
ei reciproguement 
Dz 1 oz . 
7 = (008 — - > 
—-sin$ — — cosT. 
ou uo u cos 


ku dillerentiant successivement cette valeur de p par rapport a u et as, 
on aura de meme 


0°z S 1 0?z 1 . 
ssnd= Ir 008 I— — — Sin T, 


ur 
= + 00 9 — ind in I — — — 9: 
u ou u c# 
dou Von tire 
r = — cos? — — —— sind + — sin?# 
Ü 8) 1 e 2 13 
(cos?7 —sin® = cos? — — sin) cosı? 
ou* u ucu 
ur cd 


En operant de möme sur la valeur de 9, on retrouvera cette va- 
(eur de s, et celle de £, savoir 


laquelle se deduit aussi de la valeur de r, en y augmentant I diusı 
angle droit. 


 Lors done que voudra employer les eoerdonnees polaires dans 
ies formules relatives @ la courbure des surfaces, il suffira d’y substitner 
ces expressions de pP, 9, 7, 5, f, et de mettre u cos$ et usin$ a la place 
de x et y dans l’@quation de la surface donnde, qui fera connoitre ensuite 
la valeur de x en fonction de u et $, 
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Si I'on transporte T'origine des coordonndes au point M, et que l’on 
prenne le plan tangent en ce point pour celui des x et y, il faudra faire u=0 
aprös les diff@rentiations relatives 2; ce qui fera @vanouir et Pour 
un point tres-voisin de M, la valeur de x tirde de l’@quation de la sur- 
face, pourra s’exprimer en une serie convergente, ordonnde suivant les 
puissances de z, et que je representerai par 

(e.) Pu + etc; 
©, ©" ete., Ctant des fonctions de 3. Relativement au point M, on 
aura p=0 et 9=0; et les valeurs pr&ce@dentes de 7, s, ne dpendront 
que de ® et deviendront 


(b.) s= cos 9, 


t= 20 +2 008° 9 +2 sind 


De plus, il faudra bis 
cosß =sinY, 
dans la formule (6.); d’ou il re&sultera 
1 


(c.) e = 29? 
pour le rayon de courbure de la section normale qui repond ü langle 9. 
Or il peut arriver deux cas tres diflörents que nous allons successivement 
examiner. 
X, 

Dans le cas general, de la surface &tant donnde en co- 
ordonndes rectangulaires x, Y, la valeur de z qu’on en deduit peut se 
dövelopper, pour un point tres voisin de leur origine, en une serie ordon- 
nde suivant les puissances de x et y; et si cette origine est un point de 
la surlace, et que le plan des x et y soit tangent en ce point, la serie 
commencera par des termes de seconde dimension, de sorte que Fon aura 

f, 8; ete. Etant des coefheiens constants. En mettant dans cette scrie, 
au lieu de x et y, leurs valeurs u cos$ et usinÖ, elle sera ordonnde sui- 
vant les puissances de u, comme la precödente; et en les comparant Tune 
ä lautre, on en conclura 
(d.) 9 = gsin$cosI$ + 
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On aura done 
— feco?$+ gsin$cos$ + sin’, 


> 
ou, ce qui est Ja meme chose, 


= f+h+(f—h) 00823 + gsin?9. 


Je (esigne par @ un angle constant; je fas 9=«+w, et je determine a 
en cgalant zero le coeflicient de sin?zw; il en resulte 
(k—f)sin2a + gcos?a = (0, 
d’ou Von tire 
Sch 


cos?a 


in?2a = 
et, par consequent, 


(e.) — Feosw-+ H sin’ w, 


c'est a dire 


en faisant, pour abreger, 

On conclut de la que, dans le cas que nous examinons, les courbures des 
sections normales sont susceptibles seul maximum et d’un seul 
nimum, qui repondent a w nul et w &gal a un angle droit, et ont pour 
ınesure F et H. Leur direction, dans le plan tangent, est determinee 
par langle @, et la courbure d’une autre section quelconque s’en deduit 
par la formule (e.) qui coincide avec celle du No. 5. 

Dans ce m&me cas, les valeurs de r, s, £, seront independantes de 
l'angle $ et se reduiront 

t=2h, 

en vertu des formules (b.) et (d.). Mais si la surface que l’on considere, 
est donnce direetement par une @quation en z, u, 9, et que Fon ex- 
prime la ;valeur de z qui s’en deduit, au moyen de la formule (a.), il 
pourra arriver que l'expression de ® soit difl@Erente de la formule (d.). 
Cette quantite sera seulement assujettie ä la condition de ne pas changer, 
lorsqu’on augmente Tangle $ de quatre angles droits, et, cons@quemment, 
elle pourra etre une fonetion queleonque de cosinus et sinus de 3 et de 
ses multiples. Or, quand elle differera de la formule (d.), les valeurs de 
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r, s, t, relatives & l’origine des coordonndes, et d@duites des formules (2.), 
dependront de Tangle 3, c. ü..d., de la direction de la section normale que 
lon considere; et, dans ce cas singulier, le rayon de ceourbure e, donne 
par la formule (e.), sera susceptible d’un ou plusieurs maxima et d’un 
pareil nombre de munima, qui ne r&epondront plus ü des sections rectan- 
gulaires. Les lignes de courbure seront en pareil nombre; et il est facile 
de prouver qu’elles r&pondront toujours aux courbures maxima ou minima. 

En effet, T’&quation (14.), qui exprime la nature de ces lignes, est, 
comme on la dit, @quivalente a P’e&quation (11.), laquelle se reduit 
ä lequation (12.), lorsque le plan des x et y est tangent ü la surface: 
or, en faisant v==0, apres avoir diflerentie les valeurs de x et y‚ona 

ce qui change l’equation (12.) en celle-ei: 
s sin? $ + sin$ — 0; 

et en y substituant les formnles (d.) a la place de r, s, t, elle se reduit ü 


0; 
C 


d’ou il resulte que les directions des lignes de courbure eoineident avec 
les maxima ou minima de la fonction 9, ou, d’apres l’@quation (c.), avec 
les plus grandes ou les moindres courbures des sections normales. 


XL 

Pour donner un exemple du cas singulier que nous venons de 

signaler, soit 2 un nombre entier et positil, et prenons 
z = u’sinnY, 

pour l’&quation de la surface, en coordonnees polaires. Si lon designe par 
i un des nombres 1, 2, 3.... 22, et par = le rapport de la circonfe- 
rence au diametre, les directions des lignes de courbure passant par le 
point M, origine des coordonnces, seront determindes, d’apres ce qui pre- 
cede, par la formule 


_ 
2n 


ensorte que deux lignes consdeutives se couperont sous un angle dgal a —. 


Deux de ces lignes de courbure qui feront entre elles un angle egal 
ä =, seront donc le prolongement lune de l’autre; si 2 est pair, elles ne 
formeront qu'une seule ligne; si 2 est impair, on les regardera comme 


deux lignes distinetes, dans lesquelles les normales a la surface rencon- 
38* 
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treront, de deux cötes diffErents, la normale au point M que l’on consi- 
dere; et, en ayant egard aux signes de la courbure, elle sera un maximum 
pour Tune de ces lignes et un minimum pour Tautre. De cette maniere 
le nombre des minima sera egal ä celui des maxima, et les ligsnes de 
courbure qui aboutissent au point M, seront en nombre pair, dgal a n 
ou a 27, selon que 2 sera pair ou impair. 

Dans le cas de 2=1, l’@quation de la surface en coordonnces rec- 
tangulaires sera 

les valeurs de r, s, £, qui röpondent a z=0 et y=0 se presenteront 
sous la forme 3: elles dependront du rapport qu’on &tablira entre x et y 
avant que ces deux variables s’Cvanouissent; et il en sera de m&me, dans 
tous les cas pareils. 
Xu, 

nous reste faire voir, pour completer cette theorie, que lors 
meme que les courbures des sections normales ne sont plus liees entre 
elles par la formule (e.), et qu'elles peuvent, au contraire, se succeder d’une 
manicre quelconque, celles des sections obliques s’en d@duisent ndanmoins 
par la möme regle que dans le cas gencral. 

Pour cela, je fais tourner les axes des x et y, d’un angle « dans 
le plan tansent en M, de sorte que l’un de ces axes vienne coincider 
avec la tangente MD la section normale que considere, et Vautre, 
avec la perpendiculaire ä cette tangente. En designant par x’ et y’, les 
coordonndes relatives aux nouveaux axes, et supposant que MD soit celui 
des x’, on aura 

= r7cos# + Y sine, 
y' x sin&—Y 
Je fais tourner les axes des y’ et z, d’un angle e, dans le plan perpen- 
dieulaire a MD; les nouvelles coordonndes etant desigudes par =’ et y,, 
nous aurons 
= zcose+ Yy’sins, 
= zsine — y’cose. 
En &liminant y’ entre ces quatre @quations, il vient 


x — + sine, 
y= x'sin« + y, 008«@ cose— cos#sine, 
z = y,sine + = cose. 
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Au moyen de ces valeurs de x, y, z, et des formules 
usny=y, 

les quantit@s sin, qui entrent dans I’Cquation («.), pourront s’ex- 
primer en fonctions de x’, Y,, z', et elle deviendra P’&quation de la sur- 
face rapportdce aux nouveaux axes de ces coordonndes rectangulaires. En 
faisant y,=0, on aura l’&quation de la section oblique, tangente a MD, 
et dont le plan, passant par cette droite, est inclin® sur le plan tangent, 
d'un angle &gal au complöment dee. Pour cette valeur y„=0, nous aurons 


ucos$ —= x’ c0s& + =‘ sine, 
using x’ — c0s%& sine, 
z’cose = u" + + 


d’ou l’on deduira 

etc. etant des coeificiens eonstants, dont le premier sera indc- 
pendant de e, et reprösentera ce que ® devient, quand on y met « au 
lieu de 9. Or, si Ton appelle 2, le rayon de courbure de cette section 
oblique correspondant au point M, on aura, dapres la formule relative 
aux courbes planes, 


ou l’on = 0 apres les difl@rentiations; on aura done 


cosE 
37 


et si l’on appelle g le rayon de courbure de la section normale passant 
par la möme tangente MD, ou ce que devient 2, quand on fait <=0, 


il en rösultera 


et, par consequent 

= 
pour une valeur quelconque de e; ce qui coineide avec Fequation (1.) du 
No. 3., comme il s’agissoit de le d@montrer. 


(1 0x 
0x’: 
| 
e 37? 
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Über die Function 
sin® + sin2® + sin3® + etc, 


(Von Hrn. Th. Clausen zu München.) 


>» wird 
= (ws +4 + 300839 + ....)99 = —(log?sinz 
es ist folglich 


Dlog? — flog 


Durch die von Euler „Einl. in d. Analysis des Unendlichen, 1. Bd. 
p. 212." gegebene Entwickelung von logsin3@ findet man, wenn man 
D=un setzt: 


+ 10,18367 51416 47425 7783 u 

+ 16884 33438 71681 3992 
+ 161 64129 14041 6710 
+ 4 05393 12590 1026 p 
+ 13899 08016 2251 
+ 554 78514 1157" 
+ 24 19820 8008 a“ 
+ 1 11849 3601 2° 
5386 6481 
+ 267 5281 p® 
+ 13 6101 
7059 „a? 
+ 


| 
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Ferner ist 09, welches mit den Eulerschen Coel- 
ficienten folgende Reihe giebt: 


— 4,10559 92168 75984 346 u 

— 24473 06438 15894 761 
461 12396 25688 857 
un 21 64821 59255 484 w 
1 35419 24607 264 
_ 9734 00380 887 
= 759 56000 699 a" 


62 60461 695 
36777 080 a" 
47425 879 u” 
4290 633 
395 701 u” 
— 37 078 u” 
3 221” 
338 u” 
33 


Mit diesen Reihen habe ich die numerischen Werthe der Kunection für 
alle Grade mit 16 Decimalen genau berechnet; mit der ersten Reihe von 


O bis 5 und mit der zweiten die übrige Hälfte. Die Eigenschaft, daß 


= 


gab dann eine völlig sichere Controlle der Rechnung. 


| 
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Tabula functionis 


| 


ER 


ı? 0,08310 82557 693816 46° 0), 08635 68055 012737 gı? 0, 9084 10306 097436 136? 0,51314 23052 181%9 
> 15202 15535 868417 47 9448 26132 816730 92 W356 6791 354674 137 50233 35248 530008 
2680 33545 070624 43 99425 81070 437516 03 89714 54631 518005 133 40146 48446 11754 
+ 25565 534096 595340 4) 09769 14835 921363 9% 859157 95971 125009 13) 480553 76976 
O1S67 673056 50  1,00079 05245 085728 95 83387 14075 331242 14) 46955 36040 375555 
6 31103 24903 220066 51 00356 31151 275813 96 7702 42294 757791 141 45851 40737 582678 
- 37004 48296 248711 52 VU6U1 62620 246885 97 87003 06188 851217 142 44742 06973 656168 
41455 84535 383392 53 60327. 05 86202 02535 876263 143 36277 46061 338266 
44755 82448 133546 54 0099 24528 062855 09 85506 84859 951023 1:1 42507 78274 013270 
1 47927 87600 752437 55 v1152 83553 675050 100 54925 66513 190489 145 41383 14508 746257 
54582 473208 56 01277 30581 906413 101 84077 60716 975556 146 4253 70730 260243 
be 53608 81772 557339 57 01372 90035 121934 102 33314 17557 874517 1.47 39119 61218 8540 
15 56360 333457 53 670954 373551 103 82533 32001 235715 143 37981 00553 267567 
533827 38744 64050 50 SS103 366062 104 81750 34WL 312500 149 36838 U3103 483542 
612909 61441 556218 60 11494 16064 006536 105 47811 004812 150 35090 83275 490659 
! 63578 06500 276729 61 01481 05826 635956 106 30138 91991 292367 151 34539 55337 987600 
ge 65757 07136 467311 62 01442 09772 068533 107 79315 85420 287364 152 33384 334095 044452 
1. 67224 10621 110970 63 01377 78755 389387 108 78431 57501 977508 153 32225 31898 717016 
60814 02718 517745 64 01288 621609 994148 109 77036 20574 656417 154 31062 64636 60175 
”) 71704 68960 853112 65 01175 08025 543569 110 76779 96919 060278 155 29596 45737 458835 
4 73508 03707 498140 66 01037 63008 120751 111 75013 06766 222615 156 23726 89173 520470 
” 7522) 17457 927012 67 00876 72541 874170 112 75035 60805 060800 157 27554 05863 130425 
02800 636796 08 00592 80846 151755 113 74143 05480 706471 53 26378 18673 071933 
24 72433 79708 730228 69 00486 30939 281536 114 73250 33046 SO1441 159 25199 32420 972555 
1 79955 08360 001609 70 00257 64939 248056 115 72342 71481 300127 100 2417 63877 658556 
81363 45046 743617 71  1,00007 23611 484501 116 71425 30585 198906 161 22333 26769 450004 
17 82724 94162 748459 72 0,09735 46913 984148 117 70408 55941 852321 162 21646 34780 608204 
06786 042658 09442 73789 917486 118 69562 33033 235527 163 20457 01555 299251 
852590 80515 174475 74 99129 42257 119 65617 06745 7510907 16+ 19265 40700 144409 
01310 538927 25 95795 89450 250142 10 67662 77376 064358 105 15071 65786 286755 
3} 37559 07089 067808 =6 05442 51648 835026 121 68699 68636 745209 166 16875 9.3551 610261 
92 83625 31618 264641 77 98069 64319 5483802 122 65727 77408 167 15678 27992 061640 
33 30638 42722 015068 ri. 97677 62144 634752 123 64747 83411 826213 103 14475 91918 217725 
34 ILIH2 336120 07266 70053 511523 124 63759 41679 466013 109 13277 95548 514742 
35 370255 su 96837 48252 025917 125 62762 144910 170 12075 53120 325550 
3 92375 51681 005353 963 02250 255169 126 61758 45627 074131 10871 77137 575081 
93192 180% 301292 82 95024 72888 048467 127 60746 25095 957139 172 09666 51283 745027 
33 93155 31505 0736851 83 05441 01364 600848 123 59726 45109 500485 173 08460 75923 923416 
3) 9469) 21309 94141 85253 129 556% 22372 338555 174 07253 83406 927297 
15 35374 10106 353513 85 94424 63535 494152 130 57664 73085 437454 175 V6046 08067 297737 
4 95016 13421 306023 s6 93501 36612 908123 131 56623 13506 483232 176 04837 66227 40364 
IE 936617 42573 051169 87 03341 46334 031743 132 55574 59023 0586%0 17 03623 71199 460130 
u 97170 03555 02069 83 92775 51015 056496 133 54519 28147 253925 175 02419 36237 570748 
“ 97701 07559 710157 8) 92193 78450 782809 154 53457 34104 335400 179 01209 74789 759607 
0,8187 21510 502034 00 0,1596 55941 771W 135 93539 615938 180 0, 00000 00000 
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12 
13 
14 
15 


2,916 
17 
15 
16 
20 

2,921 
22 
23 
24 


25 


2,926 
27 
23 
29 
30 


2,931 
32 
34 
35 


2,956 
37 
35 
35 
40 


2,941 
42 
43 
44 
45 


2,946 
47 
4s 
44 
50 
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22, Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. I. 


log. Cof. k. 


0,959 7368 65 


0,960 1685 41 
60 6002 22 
61 0310 08 
61 4635 99 
61 8952 95 


0,962 3269 97 
62 7587 03 
63 1904 15 
63 6221 32 
64 0538 53 


0,964 4855 80 
64 9173 12 
65 3490 49 
65 7507 92 


66 2125 39 


0,966 6442 01 
67 0760 49 
67 5078 11 
67 9395 79 


65 3713 52 


u.965 SU31 30 
69 2349 12 
49 6667 00 
7U 0954 93 
5302 91 


) 9620 93 
3939 01 
s257 14 
2575 31 


0893 54 


0,973 1211 Sı 
73 5530 13 
73 9848 51 
74 4166 93 
74 8485 40 


975 2803 92 
75 7122 48 
76 1441 10 
76 5759 77 


77 W78 48 


0,977 4397 24 
77 8716 05 
78 3034 91 
78 7353 82 
79 1672 77 


0,979 5991 77 
0310 82 
su 4629 92 
Su 8049 06 


sı 3208 25 


D. 


4316 76 


4316 
4310 
4316 91 
4316 96 
4317 01 


4317 07 
4317 12 
4317 17 
4317 22 
4317 27 


4317 32 
4317 37 
4317 42 
4317 47 
4317 52 


4317 53 
4317 63 
4317 085 
4317 73 
4317 78 


4317 83 
4317 85 
4317 93 
4317 98 
4318 03 


4318 08 
4315 13 
4318 
4315 23 
4315 27 


4318 
4315 
4318 
4318 
4315 


w 


4318 57 
4315 62 
4318 67 
45315 71 
4315 76 


4315 81 
4318 S6 
4315 01 
4318 95 
4319 00 


#319 05 
4319 10 
4319 14 
4319 19 


log. ©in. k. 


0,957 1071 57 
0,957 5440 87 
57 9810 11 
58 4179 30 
58 8548 44 
59 2917 52 


0,959 7286 55 
60 1655 53 
60 6024 46 
61 0393 34 
61 4762 17 


0,061 9130 04 
62 3499 66 
62 7505 35 
63 2236 95 
63 6605 51 


0,964 00974 03 
64 5342 49 
64 910 
65 40709 26 

65 8447 56 


0,%6 2815 82 
66 7184 03 
67 1552 19 
67 5920 29 
68 0288 35 


0,068 4656 36 
65.9024 32 
69 3392 23 
60 7760 08 
70 2127 59 


0,970 6495 65 
71 0863 36 
71 5231 (2 
71 9508 62 
72 3000 18 


0,972 8333 69 
73 2701 15 
73 7068 56 
74 1435 91 
74 58503 22 


0,975 0170 48 
75 4537 70 
75 S6 
76 3271 98 
76 7639 U5 


0,977 066 07 
77 6373 05 
78 0730 97 

8 5106 S5 


D. 


4300 30 
4309 24 
43049 19 
4309 14 
4309 (9 
4309 03 


4368 98 
4368 03 
4368 83 
4308 83 
4308 77 


4368 72 
4365 67 
4365 02 
4303 57 
43685 51 


4305 46 
4368 41 
4308 36 
4365 31 
4308 26 


4365 21 
4508 16 
4565 11 
4308 06 
4308 01 


4307 9% 
4307 91 
43067 S6 
4367 81 
4367 76 


4367 71 
4367 66 
4367 61 
4367 56 
4367 51 


4307 
4307 41 
4367 36 
45367 31 
4367 26 


4367 21 
4367 17 
4367 12 
4367 
4307 02 


4366 97 
4366 93 
4366 85 
4300 83 


log. Tang. 


9,997 3702 92 
9,997 3755 46 
3507 89 
3860 2 
3912 4 


3904 57 


3,997 4016 58 
408 50 
4120 31 
4172 02 
4223 64 


9,997 4275 14 
4326 54 
4377 54 
4429 03 
4480 12 


9,997 4531 12 
4552 
4632 79 
4683 47 
4734 04 


9,997 4784 52 
4534 01 
4555 19 
4935 36 
44 


9,997 5035 43 
5085 31 
5135 09 
77 


9234 35 


9,997 5253 84 
9333 23 
5352 51 
5431 09 
5480 75 


0,997 5529 77 
5578 67 
5627 46 
5676 14 


9724 74 


9,997 5773 24 
5821 65 
5569 95 
5015 16 
9966 28 


9,07 30 
6062 23 
6110 05 
6157 79 
6205 43 


39 


en 
» 


en 

DD 


w 


non 


en 


301 


2,900 
2,901 
02 
03 
04 
05 
2,906 
07 
05 73 
09 51 02 
10 51 50 
. 2,911 51 40 
3 
5l 19 
s109 
79 
5008 
50 57 
50 48 
39 
28 
5017 
430% 
49 85 
49 75 
49 68 
43 58 
49 49 
| 40 39 
49 28 
49 18 
409 
09 
48 9) 
48 79 
48 68 
60 
48 50 7 
48 41 
45 30 
21 
1? 
48 
47 03 
47 82 
47 74 
47064 
78 9473 68 


iv 


2.961 
62 
64 
63 

2,966 

67 
65 
69 
70 


2,971 
12 
73 
74 
75 


2,976 
77 
7 
79 
80 

2,981 


82 


83 
54 
85 


2,956 
57 
58 
sg 
90 


2,991 
92 
93 
94 
95 


2,096 
07 
95 


3,000 


22. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. II. 


log. k. 


0,981 32685 25 
0,981 7587 49 
82 1906 78 
82 6226 11 
s3 0545 49 
S5 92 


0,083 0184 39 
54 3503 91 
84 7823 48 
2143 09 


835 6402 76 


0,056 0782 46 
5102 22 
8b 09422 02 
87 374L S6 


87 75 


0,988 2381 69 
6701 67 
89 1021 70 
89 5341 78 
39 


0,090 3082 
2 


01 262 


92 1263 18 


0,992 5583 57 
92 9904 01 
053 2224 49 
03 5545 02 


04 2505 59 


0,99+ 7156 21 
95 1506 87 
95 5827 57 
9% 0148 32 
96 4400 11 


0,006 8789 95 
97 3110 83 
97 7431 7 

98 1752 7 

7 


08 6073 


0,999 0394 79 
99 4715 89 
99 9037 03 

1,000 3358 22 
7679 45 


1,001 2000 72 
01 6322 04 
02 0643 41 
02 4064 S1 
02 9236 26 


D. 


4519 24 


4319 29 
4519 33 
4319 38 
4319 43 
4319 47 


4319 52 
4319 57 
4319 62 
4319 66 
4310 71 


4319 75 
4319 
4319 55 
4319 59 
4319 94 


4319 98 
4320 03 
4320 08 
4320 12 
45320 17 


320) 21 
4320 26 
4320) 30 
4320 35 


4320) 39 


4320 44 
4520) 48 
4320 55 
4320 57 
4320 62 


4320 66 
4320 70 
4320 75 
4320 79 
4320 84 


432088 
4320 92 
4320 97 
4321 O1 
4321 06 


4321 10 
4321 14 
45321 19 
4321 23 
4321 25 


4321 32 
4321 36 
4321 41 
4321 45 


log. Ein, X, 


0,078 9473 68 
0,979 38540 46 
79 8207 20 
80) 2573 SS 
Ss) 6940 52 
81 1307 11 


0,981 5673 65 
82 004) 15 
82 4406 60 
82 
83 3139 35 


0,983 7505 65 
84 1871 91 
84 06235 13 
85 604 29 
85 4970 41 


0,955 933649 
S6 3702 52 
50 
87 2434 4 
87 6800 33 


0,088 1166 17 
ss 5531 97 
ss 09897 73 
89 4203 43 
s9 5629 09 


0,99%) 2994 71 
7360 25 
91 1725 SO 
HL 28 
92 0456 71 


0,092 4822 10 
Q2 91857 44 
93 3552 74 
93 7917 99 
94 2283 


0,994 6648 37 
95 1013 49 
95 5378 57 
95 9743 60 
96 4108 59 


0,996 8473 53 
97 2838 43 
97 7203 29 
95 1568 10 
95 5032 87 


0,999 0297 60 
99 4662 28 
99 91 

1,000 3391 50 
w 7756 


D. 


4366 
4366 


78 
73 


4366 69 
4366 


4366 
4366 


4366 
4306 
4366 
4366 
4366 


4366 
4366 
4366 
4306 
4366 


4366 


4305 
4365 


4365 
4365 


4365 
4365 
4365 
4305 
4305 
4365 
4365 
4365 


4305 4 


4305 


4365 
4365 
4365 
4365 
4565 


4365 
4365 
4365 
4304 
4364 


4364 
4304 
4364 
4364 
4364 


59 
5+ 


49 
45 
40) 
35 
31 


99 
95 


9 
st 
77 
72 


4364 68 
4304 64 
4364 59 
4304 55 


log. Tang. 


0,997 6205 43 
9,997 6252 97 
6300 42 
6347 77 
6395 03 
6442 19 


9,997 6489 26 
6536 24 
6583 12 
6629 91 
6676 59 


9,997 6723 19 
6769 69 
6816 11 
6502 43 
66 


9,0997 6954 SU 
7000 85 
7040 8) 
7092 66 


7138 43 


9.997 7184 11 


SS 


9,997 7411 14 


0,997 7635 59 
7650 57 
7725 17 
7769 67 
7514 09 


9,997 7858 42 
66 
7946 82 
7IW 88 
8034 S6 


9,997 8078 74 
s122 54 
S166 %6 
8209 88 
8253 42 


9,997 8296 88 
834 24 
8383 50 
8426 69 
8469 79 


47 07 


88 
46 79 
46 68 
46 60 


46 50 


2,950 47 54 
2,951 47 35 
47 26 
47 16 
35 
2,956 40 08 
57 
53 
59 
60 
26 
1 46 42 
17 46 32 
12 40 23 
08 46 14 
(5 46 05 
45 95 
45 
u 45 77 
45 08 
80 58 
28 75 5 
53 40 
91 6942 53 66 31 
62 23 
52 7456 27 45 04 
43 7501 31 44 35 
EEE > 7546 26 44 Sb 
30 7591 12 44 77 
34 44 063 
u 30 44 60 
25 44 50 
21 44 42 
17 44 33 
12 44 24 
08 44 16 
03 44 06 
43 98 
43 58 
43 80 
43 72 
43 62 
43 54 
43 46 
43 36 
43 26 
43 10 
43 10 


05 
04 
05 


3,006 
07 
08 
09 
10 


3,011 
12 
13 
14 


15 


17 
15 
19 
20 
3,021 
22 
23 
24 
25 


3,026 


25 
29 


30 


3.031 
32 
33 
34 
35 


3,036 
37 


39 
40 


3.041 
42 
45 
44 
45 


3,040 
47 
4S 
49 


22. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. I. 


log. k. 


1,002 9256 26 
1,003 3607 76 
03 7929 29 
04 2250 87 
04 6572 48 
05 0894 14 


1,005 5215 85 
05 9537 59 
06 3859 38 
06 
07 2503 07 


1,007 6824 9 
08 1146 94 
08 5408 04 
08 9790 97 
09 4113 05 


1,009 8455 18 
10 2757 
1) 7079 54 
11 14041 79 
11 5724 08 


1,012 0046 41 
12 4368 78 
12 8661 19 
13 3013 64 
13 7336 14 


1,014 1658 67 

14 50951 24 
5 0303 86 
5 46236 52 


8049 21 


1,016 3271 95 
16 7504 72 
17 1917 54 
17 6240 40 
18 0563 29 


1,018 4886 23 
18 909 20 
19 3532 22 
19 7855 27 


20 2178 37 


1,0%) 6501 50 
21 0824 68 
21 5147 89 
219471 
22 3794 44 


1.022 77 
23 2441 14 
3.6764 55 
+ 1037 99 
24 5411 48 


D. 


4321 49 
4321 53 
4321 58 
4321 62 
4321 66 
4321 70 


4521 74 
4321 °9 
4321 83 
4321 37 
4321 91 


N 


w ww w 


w w 


iw 


43253 25 
4323 29 
4323 33 
4323 37 
4323 41 
4323 45 
4323 49 


log. Sin. k. 


1,00 7756 05 
1,001 2120 56 
v1 6485 02 
02 0849 +4 
02 5213 S2 
02 9578 16 


1,003 3942 45 
03 S306 70 
04 67090 
04 7055 07 
05 1399 19 


1,005 5763 27 
06 0127 30 
06 4401 30 
06 8855 25 


07 3219 16 


1,007 7583 03 
08 1946 86 
VS 6510 04 
0) 0674 38 
09 5038 08 


1,09 9401 74 
10 3705 36 
10 8125 94 
11 2402 47 
11 6855 07 


1,012 1219 42 
12 5582 83 
12 0946 21 
13 4309 54 
13 S672 53 


1,014 3036 08 
14 7399 28 
15 1762 45 
15 6125 58 
16 0488 06 


1,016 4851 71 
16 9214 71 
3577.67 

74) 60 

15 2303 48 


-1 


1,015 6666 33 
19 1029 13 
19 5391 % 
19 9754 62 
20 4117 31 


1,020 8170 95 
21 2542 56 
21 7205 13 
22 1507 66 

22 5930 15 


D. 


4364 51 
4304 46 
43504 42 
38 
430+ 34 
29 


4364 25 
4304 28 
4364 16 
12 
4304 


4364 04 
4304 00 
4303 05 
4365 91 
4303 87 


4363 83 
4303 78 
4303 74 
4363 70 
4305 66 


4363 62 
4503 58 
4303 54 
4363 


4303 45 


4303 41 
4303 37 
4303 33 
43653 29 
4303 25 


4303 21 
43063 17 
45303 13 
4363 09 
4303 04 


43063 00 
4362 96 
4362 92 
4302 88 
4302 35 


4362 
4362 77 
4302 73 
4302 69 
4502 


4362 61 
4302 57 
4302 53 


log. A. 


0,997 8469 79 
9,997 8512 
8555 73 
57 
8641 34 
8084 02 


0,997 876 60 
52 
8555 
12 


9,997 80938 23 
36 
22 36 
28 
11 


0,997 0147 85 
52 
1W 
0272 59 


3314 


9,997 0555 33 
336 58 
9437 75 
9478 85 


09519 83 


9,997 9560 75 
%+2 35 
053 02 


0723 62 


9,997 9764 13 
50 
0844 
0885 18 


9925 37 


4,0907 09065 48 
9,998 0005 51 
0045 45 
WS5 32 
0125 11 


9,998 82 
0204 45 
0244 01 
0283 48 
0322 87 


9,993 4.362 18 
0401 42 
0440 58 
0479 67 
0518 067 


39 * 


33.09 


39 


>03 


42 03 
02 
42 77 
42068 
42 58 
42 51 
42 41 
42 34 
42 26 
4) 16 
42 08 
4? 
41 
41 s3 
- 41 74 
4322 16 ge 
4322 
4302 25 
4302 33 
4322 37 
4322 41 
4322 45 
4322 49 
4322 53 
41 76 
4322 66 
4322 76 | 
4322 74 
40.43 
4) 35 | 
4) 27 
a0 19 
| 40 11 t 
LITER: | 
4323 02 
4323 06 
43253 
4323 14 | 
3963 
39 56 
39 47 
39 39 
39 31 
39 24 
39 16 # 


304 22. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. II. 


k. log. Cof. x. D. log. Sin. k. D. log. Tang.k. D. 


3,050 1,0% 5411148 4333 53 1,022 593015 4302 45 9.908 051867 38 92 

3,051 1,024 9735 O1 4323 57 1,023 0292 60 4362 41 9,993 0557 59 39 85 
52 25 4058 57 4323 60 23 4655 01 4362 37 0596 44 38 76 
53 25 8382 18 4323 64 23 9017 38 4362 33 0635 38 70 
54 26 2705 82 4323 68 24 3379 72 4362 30 0673 38 61 
99 26 7029 50 4323 72 24 7742 01 4362 26 0712 51 38 54 

3,056 1,027 1353 22 4323 76 1,025 2104 27 4362 22 9,098 0751 05 eo 
57 27 5676 98 4323 SO 25 6466 49 4362 18 0789 51 38 33 
= 28 0000 78 4323 84 26. 082367 4306214 08278938 31 

25 4324 61 4323 87 25 51% S1 4362 10 ISCH O 38 23 
60 23 8645 48 4323 91 26 9552 91 4362 06 0904 43 38 15 

3,061 „029 2972 39 4323 05 1,027 3914 97 4362 03 9,998 0942 58 38 07 
62 20 7206 34 4323 99 27 8276 9 4361 9 0080 65 3 
63 30 1620 33 4324 02 28 2638 98 4361 95 118 65 37 93 
64 30 5944 35 4324 06 28 7900 95 4361 91 1056 58 37 85 
65 31 0268 41 4324 10 29 1362 s+ 4361 87 1094 43 37 78 

3,066 1,031 4502 51 4324 14 1,029 5724 72 4361 84 9,98 1132 21 3769 
67 31 5916 65 4324 18 30 0086 55 4361 s0 1169 90 37 62 
65 32 3240 83 4324 21 30 4445 35 4361 76 1207 52 37 55 
69 32 7565 04 4324 25 30 8810 11 4361 72 1245 07 3747 
0 33 1859 20 4324 29 31 3171 83 4361 68 1282 54 37 40 

3,071 1,033 6213 57 4324 32 1,031 7533 51 4361 65 9,998 1319 94 37 32 
72 34 0537 % 4324 36 32 1895 16 361 61 1357 26 3724 
2 34 4862 %6 4324 4) 32 6256 76 43615 1394 50 37 18 
74 418665 33 0618 33 4361 53 13168 37% 
7 35 3511 09 4324 47 33 4979 87 4361 50 1408 78 37 03 

3,076 1,035 7835 56 4524 51 1,033 9341 37 4361 46 9,998 1505 S1 36% 
77 36 2160 07 4324 55 83 AR 1542 76368 
73 36 6484 61 4324 58 34 8064 25 4361 39 157964 368 
79 37 0809 19 4324 62 35 2425 64 4361 35 1616 45 36 73 
80 37 5133 81 4324 66 35 6756 99 4361 31 1653 18 366 

3,081 1,037 9458 47 4324 09 1,036 1148 30 4361 28 9,998 1689 83 36 58 
32 38 3783 16 4324 73 36 5509 57 4361 24 1726 41 36 51 
53 35 8107 89 4324 76 36 0870 sı 4361 1762 92 36 44 
S4 39 2432 65 4324 80 37 4232 01 4361 16 1799 36 36 37 
5) 39 6757 45 4324 34 37 8593 18 4361 13 1835 73 365 0 

3,056 1,040 1082 29 4324 87 1,035 20954 30 4361 09 9,998 1872 02 36 22 
s7 40 5407 16 324 91 38 7315 40 4361 06 1908 24 36 15 
58 40 9732 06 4324 9 39 1676 45 4361 02 1944 39 36 07 
89 41 4057 01 4324 98 39 6037 47 4360 98 1080 46 36 01 
90 41 S3S1L 9 4325 02 40) 0308 46 4360 95 2016 47 35 03 

3,091 1,042 2707 00 4325 05 1,040) 4750 49) 4360 91 3,998 2052 40 35 87 
92 42 7032 05 4325 09 4) 0120 32 4360 88 2088 27 35 78 
93 3 1357 14 4325 12 41 3481 19 4360 81 2124 05 3572 
94 43 5682 % 4325 16 41 7842 03 4360 Sı 2159 77 356 
95 44 0007 42 4325 42 2202 54 4360 77 2195 42 35 57 

3,096 1,044 4332 62 4325 23 1,042 6563 61 4360 73 9,998 2230 99 35 50 
07 44 S657 S5 4325 27 43 0924 34 4360 70 2356 49 35 44 
98 45 2083 11 4325 30 43 5255 04 4360 66 2301 93 3535 
99 45 7308 42 4525 34 43 %655 7U 4360 63 2337 28 35 28 


3,100 46 1633 76 44 4006 32 2372 56 


== 


log. x. 


1,046 1633 76 


1,046 5059 13 
47 0284 53 
47 4609 97 
47 8935 45 
43 3260 9% 


1,048 7586 51 
49 1912 9 
49 6237 70 
50 0563 35 
50 4839 04 


1,050 9214 7 
51 3540 51 
51 7366 2 

52 2192 11 

52 6517 97 


1,053 0843 S6 
53 5169 78 
53 9405 73 

3521 72 

75 


5+ 3147 


1,055 2473 S1 
55 6799 90 
56 1136 03 
56 5452 19 
56 9778 35 


7 4104 60 
7 8430 S6 
55 2757 16 
58 70853 48 
59 1409 54 


1,059 5736 23 
60 0062 65 
60 4359 11 
50 60 
61 342 12 


1,061 7368 68 
62 1605 27 
62 6021 89 
63 0348 55 
63 4675 24 


1,263 % 
64 3328 71 
7655 49 
65 1952 31 
65 6309 16 


1,066 0636 04 
66 4962 95 
66 9289 89 
67 3616 87 
67 7943 88 


D. 


4325 37 


4325 41 
4325 4 
4325 48 
4325 51 
4325 55 


4325 58 
4325 62 

25 65 
4325 68 

25 72 
75 
79 
82 
s5 


sy 


| 


8 


Qu 


92 
96 
323 99 
4326 05 
4326 06 


ww 
>» 8 


43%6 09 
4326 13 
4326 16 
4326 19 
4326 253 


4326 26 
4326 29 
4326 35 
4326 36 
4326 39 


4326 #2 

326 46 
4326 49 
4326 52 
4325 56 


4326 59 
4326 62 
4326 66 
4326 69 
4326 72 


4526 75 
4336 7 

43% 52 
4326 85 
4326 85 


4336 91 
43236 94 
4326 98 
4327 01 


log. Sin. k. 


1,044 4006 32 


1,044 8366 1 
45 2727 47 
45 7087 99 
46 1448 47 
46 5508 92 


1,047 0169 34 
47 4529 72 
47 859% 06 
48 3250 37 
48 7010 65 


1,049 1970 59 
49 6531 09 
50 
50 5051 40) 
50) 50 


1,051 3771 57 

51 00 
52 2491 60 
52 6851 57 


53 1211 50 


1.053 5571 40 
53 9931 27 
54 4291 10 
54 S650 
55 66 


1,055 7370 39 
56 1730 09 
56 6089 75 
37 0449 38 
57 4805 38 


1,057 0168 54 
38 3528 07 
33 7887 50 
39 2247 02 


39 6606 44 


1,060 0965 83 
60 5325 19 
0084 52 
4043 
61 S403 07 


1.952 2762 30 
62 7121 50 
63 1450 66 
63 5839 80 
64 0195 


1,064 4557 097 
64 00 
65 3276 OL 
65 7634 08 
60 1905 92 


D. 


4360 59 


4360 56 
4300 52 
4300 49 
4360 45 
4300 42 


4360 35 
4360 35 
4360 31 
45360 25 
4300 24 


4360 21 
4360 17 
4300 14 
4360 10 
436) 07 


4360 03 
4360 00 
4359 97 
4359 93 
4359 


4359 87 
4359 83 
4359 SO 


4359 70 
4359 66 
4359 03 
4359 60 


4359 56 


4359 55 

359 49 
43509 46 
3359 33 
4359 39 


4359 36 
4359 35 
4359 29 
4359 26 
43592 


4359 
4359 17 
43509 13 
4359 10 
4359 07 


4359 04 
4359 01 
4358 97 


45355 4 


22, Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. II. 


log. Iang. k. 


9,998 2372 56 


9,998 2407 78 
2442 94 
2478 02 
2513 02 


2547 % 


9,98 2582 83 
2617 63 
2652 36 
2687 02 


2721 61 


9,998 7756 13 


279) 58 
2824 97 
2559 29 


2893 53 


9,98 2997 71 
2061 82 
2905 87 
3029 85 


3063 75 


9,098 3097 59 
3131 37 
3105 07 
3198 71 


. > > 
3232 28 


9,998 3265 79 
3299 23 
3332 59 
3365 9 


3309 14 


0,998 3432 31 
345 42 
3408 45 
3531 42 


32 


9,998 3507 15 
3029 92 


3662 63 


3357 49 
3889 74 


1,998 3921 93 
395+ 05 
3986 12 
11 
04 


Iw 


ww 


ww 


ww w 


ze 


- 


332 


305 


3,101 35 6 
02 35 u8 
05 350 
04 34 94 
05 34 S7 
3,106 34 SU 
07 34 73 
05 34 66 
09 34 59 
10 EEE 34 52 
3,111 3+ 45 
19 34 39 
13 
14 34 24 
15 34 18 
3,116 34 11 
17 34 05 
15 33 
19 33 
20 33 s4 
3,121 33 78 
22 33 70 
23 33 64 
24 4359 77 33 57 Ä 
25 4359 73 EEE 33 51 2 
3,126 1,( 33 44 
‚7 33 36 - 
28 33 31 - 
99 33 24 
30 33 17 
3,151 33 11 > 
32 
33 32 97 7 
34 32 9 
35 32 83 
37 
38 63 
39 3605 37 
40 3727 83 = 
3,141 9,998 3700 34 
42 3792 79 = 
43 3825 17 = 
+) 
3,146 g 
47 
48 
49 
50 7 


306 22. Gudermann, Potenzial- Functionen Lauf. I. 


k, log. Cof. k. D. log. Sin. D. log. Tang. k. 


3,150 1,067 7943 88 4327 0% 1,066 1993 92 4358 01 9,998 4050 04 
3,151 1,068 2270 92 4327 07 1,006 6352 83 4358 88 9,908 4081 01 
3 68 6597 99 4327 10 67 0711 0 4358 85 4113 71 

53 69 0925 09 4327 14 67 5070 55 4358 Si 4145 46 
54 69 5252 23 4327 17 67 0329 37 4358 73 4177 14 
55 69 9579 0 4327 %0 68 3788 15 4358 75 42us 75 
3,156 1.070 3006 60 4327 23 1,068 8146 0 4358 72 0,998 4240 30 
57 70 8233 82 4327 2% 69 2505 61 4358 69 4271 79 
53 71 2561 09 4327 29 69 6862 30 4358 65 4303 21 
59 1 6838 38 4327 32 70 1222 95 4458 62 433+ 57 
60 72 1215 70 4327 35 70 5581 57 4358 5) 4305 87 
3,161 1,072 5543 05 4327 3 1,070 0940 16 4353 56 9,098 4307 11 
6. 72 9870 44 4327 42 71 4298 72 4553 53 4123 25 
6.3 73 4197 6 4327 45 71 8657 25 4358 50 4450 50 
6-+ 73 55% 30 4327 48 72 3015 75 4358 +47 440 45 
63 74 2852 73 4327 51 72 7374 22 4358 44 4521 44 
3,166 1,074 7180 29 4327 54 1,073 1732 65 4355 41 9,995 4552 36 
67 75 1507 53 4327 57 73 6001 06 4358 37 4553 23 
65 75 5835 40 4327 60 74 0440 43 4358 34 4614 03 
69 6 0163 00 327 63 74 4807 78 4358 31 4644 75 
70 76 44% 64 4327 66 74 9106 09 4358 25 4075 45 
3,171 1,076 8Sı8 30 4327 69 1,075 3524 37 358 25 9,998 4706 07 
72 77 3145 9 4327 72 75 7882 62 4358 22 4736 63 

3 77 7473 72 4327 75 76 2240 84 4355 19 4707 12 
74 7S 1801 47 4327 78 76 659 03 4353 16 4797 56 
YB 78 6129 % 4327 81 77 0957 13 4353 13 4327 03 
3.176 1,070 0457 07 4327 81 1,077 5315 31 4358 10 0,998 4858 24 
79 4784 91 4327 87 77 +41 4558 07 4858 50 

S -4. 0112 79 4327 90 73 W3L 48 4355 04 4918 69 
su 3440 69 4327 73 8380 52 4355 4043 83 
Ss0 80) 4327 79 2747 52 43537 093 4075 W 
34181 1.081 W006 59 4327 99 1,079 7105 50 4357 05 9,935 5008 91 
S1 6424 58 4323 0? SU) 1463 45 4357 02 5035 87 
83 82 0752 61 328 03 su 5521 56 4357 89 5068 76 
S4 Ss2 5080 66 4328 08 81 0179 25 4357 56 5098 59 
9408 75 4328 11 4557 4357 85 5125 33 
3135 1,083 3736 86 4528 14 1,081 8894 05 4357 80 9,998 5158 07 
33 00 4328 17 82 3252 73 4357 77 5157 73 
2303 18 4398 20 82 7610 49 4357 5217 32 
8721 38 4328 23 83 1968 27 4357 71 5246 85 
30 S5 1049 61 4308 % 83 6325 03 4357 68 5270 32 
3,191 1,085 5377 87 4328 90 1,084 0683 61 4357 65 9,998 5305 74 
92 s5 9706 16 4328 32 84 5041 26 4357 62 5335 10 
33 86 4034 48 4328 35 54 9398 88 4357 50 5364 4) 

G4 S6 8362 83 4328 38 85 3756 47 4357 56 5393 64 
ST 21 4525 4 S5 S114 03 487 55 542282 
1.087 7019 4 1,086 2471 57 357 50 9,95 545105 
SS 1238 0% 4308 5451 02 

SS 5676 4323 49 s7 11 5° 4337 45 

S9 0005 01 4325 52 87 5543 9 4357 4° 
3,200 4333 53 5507.83 


D. 
3187 
31 80 
31 75 
3168 
31061 
31595 
31 40 
31 42 
31 36 
s1 24 
3. 17 
3111 
31 W 
30 99 
30) 92 
30 87 | 
30 | 
30 75 
30 67 
30 6? 
30 SL 
30 49 
30 44 
30 37 
30 31 
30 26 
>30 39 
30 44 
30.07 
| 
29 96 
29 89 
29 33 | 
29 76 | 
29 72 
29 60 
29 59 
29 53 
29 47 
2) 4? 
29 36 
29 30 
29 2% 
29 18 
29 13 
29.07 
29 02 
28 95 
25 89 
2 


- 


3,200 
3,201 

02 

03 

04 

05 


3,206 
07 
08 


3,236 
37 
38 
39 
40 


3,241 
42 
43 
44 


3,246 
47 
48 
49 
50 


22. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. 11. 


log. Gof, X. 


1,089 4333 53 
1,089 8662 08 
9), 290 66 
9 7319 27 
91 1647 W 
91 50976 57 


1,092 0305 27 
92 4633 99 
8062 74 
03 3291 52 
93 76% 33 


1,094 1949 16 
94 6275 02 
05 V606 092 
95 4035 83 
95 9264 78 


1,006 3593 76 
96 7922 76 
07 2251 79 
07 6580 85 


94 


1,098 5239 05 
95 
99 3807 37 
99 8226 56 


1,100 2555 79 


1,100 6855 04 
01 1214 32 
01 55453 
01 9872 96 
02 4202 32 


1,102 8551 71 
03 2861 12 
03 56 
04 1520 03 
04 5549 52 


1,105 0179 05 
05 4508 60 
05 8838 17 
06 3167 78 
06 7497 41 


1,107 1827 07 
07 6156 75 
08 0486 46 
08 4816 20 
08 9145 96 


1,109 3475 75 
09 7805 56 
10 2135 
10 6465 27 
11 0795 16 


D. 


4323 55 
4325 58 
45325 61 

325 
4323 67 
4328 70 


4323 72 
4328 75 
4323 7 

4328 s1 
4325 5+ 


4325 S6 
4325 809 
4325 92 
4325 05 
4325 98 


4329 00 
4329 03 
4529 06 
4529 09 
4329 172 


4329 14 
4529 17 
4320 20 
4329 23 
4329 25 


4329 23 
4329 31 
4329 33 
4329 30 
4329 39 


4329 41 
4329 44 
4329 47 
4329 50) 
4329 52 


4329 53 
4329 60 
4329 63 
4320 66 


452968 
4329 71 
432) 74 
4329 76 
4329 79 


4329 
4329 84 
4329 87 
4329 89 


log. Ein. 


1,057 9901 41 
1,085 4258 50 
S610 16 
89 2073 49 
89 7330 79 
9) 1053 06 


1,00 6045 30 
91 0402 51 
91 4759 70 
91 9116 55 


92 3473 98 


1,002 7531 08 
93 2158 15 
093 0545 2 
94 0902 21 

) 


94 5250 


1,094 16 
95 3075 09 
95 53529 99 


96 7043 72 


1,097 140 54 
97 5757 33 
98 09 
095 4470 853 
95 8827 53 


4,099 3184 21 
99 754) 
3,100 1507 49 
00 09 
VL 66 


1,101 4067 
01 9323 72 
02 3680 21 
02 S036 67 
03 2303 11 


31,103 6749 52 
0+ 1105 090 
0+ 5462 26 
04 0818 50 
05 4174 59 


1,105 8531 16 
06 2887 41 
06 7243 63 
07 1509 83 


07 5955 99 


1,108 0312 13 
08 25 
24 34 
09 3580 40 
09 7730 43 


ı 
_ 
ws 


or 


4356 11 
4356 09 
3506 06 


4350 04 


log. Tang. 


9,998 5507 85 
9,998 5596 72 
5625 50 
5654 22 
5682 SI 
5711 39 


0,998 574) 03 
5708 52 
570 06 
5825 33 


5553 


0,998 5851 02 
5910 13 
5058 25 
53 


5994 42 


9,998 6022 40 
6050 53 
20 
6106 02 
6133 78 


0,998 6161 49 
6189 13 
6216 72 
6244 
6271 74 


0,998 6299 17 
6326 54 
6353 86 
6551 13 
6408 34 


0,998 6435 49 
6462 60 
64809 65 
6516 64 
6543 59 


9,998 6570 47 
6597 30 

6624 09 

66550 51 

577 48 


9,998 6704 09 
6730 66 
6757 17 
6753 63 
03 


9,998 6836 38 
6862 69 
6858 04 
6915 13 
6941 27 


w 


| 
307 
| 4557 39 28 84 
4357 36 28 78 
4375 33 98 72 
4357 30 28.07 
4357 27 28 
4357 24 28 54 \ 
28 40 
44 
28 37 
| 09 28 32 
3283 4357 07 
12 4357 04 2815 
15 4357 02 28 10 | 
| 14 4356 99 28 04 
15 4356 % 27 08 
3,216 4356 93 
17 4356 87 
18 4356 88 
19 4356 85 
20 4356 82 22 
| 3,221 4356 79 27 04 
22 4356 76 97 59 
253 4356 74 27 54 
24 4356 71 27 48 
253 4356 68 27 43 
3,226 4356 65 27 37 = 
27 4356 63 2732 
28 4356 00 2797 
| 29 4356 57 2727 
| 30 4356 54 2735 
3,231 4356 52 27 11 
32 4356 49 2705 
393 4356 46 26 99 ; 
| 34 4356 44 26 95 
35 4356 41 26 88 
4329 55 4356 38 26 83 
4356 36 26 79 | 
4356 33 26 7? 
4356 30 26 67 
4356 27 26 61 
4356 25 26 57 
4356 22 51 
4356 19 6 
4356 17 26 40 
4356 14 26 35 
6 31 7 
26 25 
26 19 
26 14 


308 22. Gudermann, Jotenzial- Funclionen Laf. U. 


log. Cof, D. log. ©ıin. k. D. log. Tang.k D. 


3,230 1,111 0795 16 4329 92 1,109 7736 43 4356 v1 9,908 6941 27 26 09 
3,251 1,111 5125 us 4329 94 1,110 2092 44 4356 98 9,998 6967 36 26 08 
592 11 9455 02 4329 9 10 6445 43 4355 % 6993 4 23 9 
53 12 3754 99 4330 00 11 0804 3) 4355 93 7019 40 25 03 
54 12 8114 9) 4330 02 11 5160 32 4355 91 7045 33 25 50 
55 13 2445 01 4330 (8 11 0516 23 4355 88 7071 22 25 85 
3,256 1,113 6775 6 4330 07 1,112 3872 ı1 4355 SG 9,995 7097 05 25 78% 
57 14 1105 13 4330 W 12 5227 % 4355 83 7122 83 25 73 
58 14 5435 3 4330 13 13 2553 79 4355 8) 7148 56 25 68 
59 14 0765 35 433015 3 6939 59 4355 75 7174 24 25 63 
60 15 4095 50 4330 18 14 1205 37 4355 75 7199 87 25 57 
3,261 1.115 84235 68 4330 0 1,114 5651 12 4355 72 0,998 7225 4 25 53 
62 16 2755 88 4530 23 15 006 85 4355 70 7250 97 25 40 
3 16 7086 11 4330 25 15 4362 54 4355 67 72643 25 42 
6-4 17 1416 37 4330 28 15 8718 22 4355 65 7301 55 25 37 
65 17 5746 62 4330 30 16 3073 su; 4355 62 7327 22 25 32 
3,2006 t,i11S 6076 05 4330 33 1,116 7429 49 4355 60 3,998 7352 54 25 28 
67 18 4407 27 330 35 17 1755 00 4355 57 7377 82 25 22 
6 IS 8737 63 4330 38 17 6140 66 4355 55 743 03 25 17 
6‘ 19 3068 01 4330 40 15 0406 21 4355 52 7228 20 25 12 
‚0 10 7398 41 4330 43 15 4851 75 4555 5u 7453 32 25 07 
271 1,120 1728 54 4330 45 1,118 9207 23 4355 47 2,998 7478 39 2502 
72 20 6059 20 4330 48 19 3562 70 4355 45 7503 41 24 07 
YB 21 0359 77 4330 50 19 7918 15 4355 42 7528 38 24 92 
“4 21 4720 97 4330 53 20 2273 57 4355 40 7553 30 24 57 
75 21 W50 Su 4330 55 2u 6025 97 4355 37 7578 17 2452 
,276 1,122 3381 35 4330 58 1,121 0084 3+ 4355 35 4,08 7602 0 24 77 
77 22 7711 95 4330 60 21 5530 60 4355 32 7627 76 4 72 
7s 23 2042 53 4330 63 21 9695 01 4355 30 7652 48 24067 
gg 23 6373 16 4330 65 22 4u50 31 4355 27 7677 15 24 12 
so 24 0703 81 4330 68 22 8405 58 4355 25 7701 77 24 57 
3.281 1,124 5034 49 4330 70 1,123 2760 53 4355 22 3,98 7726 34 24 52 
Ss. 24 9365 19 4330 73 23 7116 05 4355 2% 7750 86 24 4 
83 5 3605 02 4350 75 24 1471 25 4355 17 1775 33 24 42 
S- 25 8096 67 4330 77 24 55% 42 4355 15 7799 75 24 35 
5 26 2357 44 4330 Su 25 UISI 57 4355 12 7824 13 “32 
3.986 1.106008 24 4330 82 1,125 4536 6 4355 10 3,8 7848 45 24 25 
7 1019 4330 55 25 8891 79 4355 08 7872 73 24 23 
SS 27 5349 91 4330 87 26 3246 87 4355 05 890 % ud 
Ss 27 0680 78 4330 59 26 7601 02 4355 03 7921 14 24 14 
90 285 4011 67 4330 92 27 1950 05 4355 UL 7945 28 24 (98 
3,291 1,128 8342 50 4330 04 1,127 6511 4354 08 37 
2) 2073 53 4330 97 28 0666 04 4354 7993 41 23 90 
2) 7004 50 4330 99 23 5021 4354 03 23 94 
30 1335 49 4331 01 28 9376 83 4354 91 Ss041 34 
35 31 56066 SU 4331 04 29 3731 74 4554 89 24 23 54 
3,296 1.130 9997 54 4351 1,129 8086 62 4354 St 9,995 8169 US 23 
gY 31 4328 60 4331 00 30 2441 48 4354 54 8112 SS 23 75 
Su, 31 8659 60 4331 18 67% 32 4354 S1 s136 05 23 
32 200 80 4331 14 31 1151 13 4354 70 33 23 66 
3.300 32 7321 93 31 5505 3185 


Crelle's Journal d. M. Bd. VII. Hit. 3, 


22. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. II. 


log. k. 


1,132 7321 03 


1,133 1653 (9 
33 5954 27 
34 0315 47 
34 4646 70 
34 8977 05 


1,135 3369 23 
35 7640 53 
36 1971 85 
36 6303 19 
37 0634 55 


1,137 4965 094 
37 9297 36 
38 3628 79 
38 7%0 25 
39 2291 73 


1,139 6623 23 
4) 00954 76 
40 52856 31 
4) 9617 89 
41 3049 48 


1,141 S2s1 10 
42 %12 75 
42 0044 41 
43 1276 10 
43 5607 81 


1,143 0030 54 
44 4271 30 
44 S603 07 
45 2934 87 
45 7266 69 


1,146 1508 53 
46 5030 40 

7 0262 28 

47 4594 19 

7 8026 12 


1,148 3258 07 
48 750 04 
49 1922 04 
49 6254 05 
50 09 


1,150 4918 15 
50 9250 24 
51 3582 34 
51 7914 47 
52 2246 62 


6575 79 
(910 98 
9243 20 
0575 43 
+ 69 


w 


en en 
w 


en 


D. 


4331 16 


4331 18 
4331 20 
4331 23 
4331 25 
4351 27 


4331 30 
4331 32 
4331 34 
4331 37 
4331 39 


4331 41 
4331 44 
4331 46 
43531 48 
4331 50 


4331 53 
4331 55 
4331 57 
4531 60 
4331 62 


4351 65 
4331 66 
4331 69 
4351 71 
4331 73 


4331 75 
4331 78 
4331 SU 
4351 82 
4331 84 


4331 S6 
4331 SS 
4351 01 
4331 93 
4331 05 


4331 97 
4352 00 
4332 02 
4352 04 
4332 06 


4332 08 
4332 10 
4332 13 
4332 15 
4332 17 


4332 19 
4332 21 
4332 23 


"4332 26 


log. Sin. 


1,131 5505 92 


1,131 9860 69 
32 4215 43 
32 5570 14 
33 2024 84 
33 7279 51 


1,134 1634 15 
34 5088 78 
35 0343 38 
35 4607 95 
35 9052 51 


1,136 3407 04 
36 7761 55 
37 2116 03 
37 6470 49 
33 0824 93 


1,138 5179 35 
38 0533 74 
39 38ss 11 
39 8242 46 
40 2596 78 


1,140 6951 09 
41 1305 36 
41 5650 62 
42 0013 85 
42 4368 06 


1,142 8722 25 
43 3076 41 
43 7430 56 
44 1754 67 
44 6135 77 


1,145 0492 55 
45 48546 00 
45 9200 93 
46 3554 94 
46 798 93 


1,147 2262 89 
47 6016 84 
48 0070 76 
43 532+ 66 
43 0675 


1,149 4032 39 
49 S3S6 23 
50 2740) 04 
SU 7003 55 
51 1447 60 


1,151 5801 32 
52 0155 07 
52 4508 77 
52 SS6? 45 
53 3216 11 


4354 74 
4354 72 
4354 69 
4354 67 
4354 65 


4354 62 
4354 60 
4354 55 
4354 55 
4354 53 


4354 51 
4354 49 
4354 46 
4354 44 
4354 42 


4354 39 
4354 37 
4354 35 
4354 33 
4354 30 


4354 28 
4354 26 
4354 23 
4354 21 
4354 19 


4354 16 
435+ 14 
4354 12 
4354 10 
4354 US 


4354 05 
4354 03 
4354 01 
4353 99 
4353 97 


log. Tang. k. 


9,908 8183 


9,998 8207 60 
s231 16 
8254 07 
8278 14 
S30L 56 


9,908 8324 92 
8348 25 
8371 53 
8394 76 
8417 % 


9,998 8441 10 
8464 19 
8457 24 
8510 24 
8533 20 


9,998 8556 12 
8578 98 
SU 
s624 57 
850647 ZU 


9,998 8669 99 
8602 62 
8715 21 
8737 79 
8760 25 


9,998 8782 71 
8505 12 
8827 40 
8549 
8372 08 


9,995 8894 32 
S016 50 
80935 05 
75 
8952 


9,998 004 82 
SU 
W4S 72 
61 
45 


9,998 9114 24 
9135 99 
157 70 
9179 36 
95 


57 
9287 0? 


42 


40 


D. 


23 61 


23 56 
23 51 
23 47 
23 42 
23 36 


» 
ww 


3» 


» 


DD N 


DD» N 


> »D 
- 


- 
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3,301 
02 
03 
04 
05 
07 
08 23 23 
09 23 
10 23 14 
3,311 
12 
13 
14 
15 
3,316 
17 
18 | 
19 
20 269 
3,921 263 
22 
23 | 54 
24 
3,326 22 4 | 
27 22 37 
25 22: 38 
29 22 23 
90 223 24 
3,331 | 
32 
33 
34 5 
35 | 
3,336 4353 04 | 
37 4353 92 
38 4353 0 
39 4353 SS 
40 4353 
3,341 4353 83 21 75, 
43 4353 79 ar 
44 4353 77 216? 
45 4353 75 21 57 - 
3,346 1,1 4353 72 
47 4353 70 9244 09 21 48 
45 4353 68 21 45 
49 4353 66 21 40 
50 | 


310 


22. Gudermann, JPotenzial- Functionen Taf. 11. 


log. Cof. 


1,153 3907 69 


1,154 8239 96 
55 2572 26 
55 694 58 
56 1236 92 
56 5569 28 


1,156 901 66 
57 4234 07 
57 8566 49 
53 2898 94 
53 7231 41 


1,159 1563 89 
59 5896 4) 
60 0228 93 
60 4561 48 
60 8394 06 


1,161 3226 65 
61 7559 26 
62 1891 © 
62 6224 55 
63 0557 23 


1,163 4839 92 
63 9222 64 
64 3555 37 
64 7888 13 
65 22200 


1,165 6553 70 
66 0886 52 
66 5219 35 
66 9552 21 
67 3335 08 


1,167 8217 98 
63 2550 W 
68 6833 84 
69 1216 50 
69 5549 77 


2,169 9882 77 
70 4215 79 
70 8548 83 
71 2581 89 
71 7214 96 


1,172 1548 06 
72 5981 18 
73 0214 32 
73 4547 47 
73 8880 64 


1,174 3213 84 
74 7547 05 
75 1850 28 
75 6213 53 
76 0546 80 


D. 


4332 23 


4332 30 
4332 32 
4332 34 
4332 36 
4332 33 


4332 40 
4332 42 
4332 45 
4332 47 
4332 49 


4332 51 
4332 53 
4332 55 
4332 57 
4332 59 


4332 6L 
4332 64 
4332 66 
4332 68 
4332 69 


4332 72 
4332 74 
4332 76 
4332 78 
4332 80 


4332 82 
4332 34 
4332 86 
4332 88 
4332 


4332 92 
4332 94 
4332 96 
4332 98 
4333 00 


4333 02 
4333 04 
4333 06 
4333 08 
4333 10 


4333 12 
4333 14 
4333 15 
4333 17 
4333 19 


4333 21 
4333 23 
4333 25 
4333 27 


log. ©in, 


1,153 3216 11 


1,153 7569 75 
54 1923 36 
54 6276 % 
55 0630 53 
55 4954 09 


1,155 9337 62 
56 3691 13 
56 8044 62 
57 2398 09 
57 6751 54 


1,158 1104 97 
58 5458 38 
58 9811 76 
69 4165 13 
59 8518 47 


1,160 2871 80 
60 7225 10 
61 1578 38 
61 5931 64 
62 0234 88 


1,162 4638 10 
62 8991 29 
63 3344 47 
63 7697 62 
64 2050 76 


1,164 6403 88 
65 0756 97 
65 5110 05 
65 9463 11 
66 3816 14 


1,166 8169 16 
67 2522 15 
67 6875 13 
68 1228 08 
63 5581 02 


1,168 9933 93 
69 4256 83 
69 8639 70 
70 2992 56 
70 7345 39 


1,171 1698 21 
71 6051 00 
72 0403 78 
72 4756 53 
72 9109 27 


1,173 3461 99 
73 7314 69 
74 2167 37 
74 6520 03 
75 0372 67 


D. 


4353 64% 


4353 62 
4353 60 
4353 57 
4353 55 
4353 53 


4353 51 
4353 49 
4353 47 
4353 45 
4353 43 


4353 41 
4353 39 
4353 37 
4353 34 
4353 32 


4353 30 
4353 28 
4353 26 
4353 24 
4353 22 


4353 20 
4353 18 
4353 16 
4353 14 
4353 12 


4353 10 
4353 08 
4353 06 
4353 04 
4353 02 


4352 99 
4352 98 
4352 95 
4352 94 
4352 91 


4352 
4352 87 
4352 86 
4352 84 
4352 82 


4352 80 
4352 78 
4352 76 
4352 74 
4352 72 


4352 70 
4352 68 
4352 66 
4352 64 


log. Tang. k. 


9,998 9308 42 


9,998 9329 79 
9351 10 
9372 38 
9393 61 
9414 81 


9,998 9435 96 
9457 06 
9478 13 
9499 15 
9520 13 


9,998 9541 08 
9561 98 
9582 83 
9603 65 
9624 42 


9,998 9645 15 
9665 84 

9686 48 

707 09 

9727 65 


9,998 9748 18 
9768 66 

789 10 

9809 49 

9829 86 


9,98 9850 18 
9870 45 
9890 69 
9910 
9931 06 


9,998 9951 18 
9971 25 
9991 29 
9,999 0011 28 
0031 25 


9,999 0051 16 
0071 04 
00% 87 
0110 67 
0130 43 


9,999 0150 15 
0169 82 
0189 46 
0209 06 
0228 63 


9,999 0248 15 
0267 64 
0287 09 
0306 50 
0325 87 


D. 


21 37 


21 32 
21 28 
21 23 
21 20 
21 15 


21 10 
21 07 
21 02 
98 
20 95 


20 0 
20 85 
20 82 
20 77 
20 73 


20 69 
20 63 
20 61 
20 56 
20 53 


20 48 
20 44 
20 39 
2U 36 
20 32 


20 27 
20 24 
20 21 
20 16 
20 12 


20 07 
20 04 
19 9 
19 97 
19 91 


19 88 
19 83 
19 80 
19 76 
19 72 


19 67 
19 64 
19 60 
19 57 
19 52 


19 49 
19 45 
19 4 
19 37 


3,351 
52 
54 
55 
3,356 
57 
58 
60 
3,361 
62 
63 
64 
65 
3,366 
67 
68 
70 
3,371 
72 
73 
74 
73 
3,376 
77 
73 
| 
3,381 
82 
83 
85 
| 3,386 
| 87 
83 
89 
90 
3,391 
92 
93 
94 
| 95 
3,396 
98 
99 
| 3,400 


22. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. II. 


log, k. 


1,176 0546 80 


1,176 4880 09 
76 9213 4) 
77 3546 72 
77 7880 07 
78 2213 44 


1,178 6546 83 
79 0880 23 
79 5213 66 
79 9547 10 
80 3880 57 


1,180 8214 05 
81 2547 55 
81 6881 07 
82 1214 61 
82 5548 17 


1,182 9881 74 
83 4215 34 
83 85545 095 
84 28582 50 
84 7216 24 


1,185 1549 91 
85 5853 60 
86 0217 31 
86 4551 03 
86 8384 73 


1,187 3218 54 
87 7552 32 
88 1886 12 
88 6219 93 
89 0553 77 


1,189 4887 62 
89 9221 49 
% 3555 38 
9 7889 28 
91 2223 21 


1,191 6557 15 
92 11 
R 5225 09 
92 0559 09 
93 3893 10 


1,193 8227 13 
94 2561 18 
94 6805 25 
95 1229 34 
95 5563 45 


1,195 9897 57 
9% 4231 71 
96 8505 87 
97 04 
97 7234 23 


D. 


4333 29 


4333 31 
4333 33 
4333 35 
4333 37 
4333 39 


4333 41 
4333 43 
4333 44 
4333 46 
4333 48 


4333 50 
4333 52 
4333 54 
4333 56 
4333 58 


4333 60 
4333 61 
4333 63 
4333 65 
4333 67 


4333 69 
4333 71 
4333 73 
4333 74 
4333 76 


4333 78 
4333 80 
4333 82 
4333 83 
4333 85 


4333 87 
4333 89 
4333 91 
4333 92 
4333 94 


4333 % 
4333 98 
4334 00 
4334 01 
433+ U3 


4334 05 
4334 07 
09 
4334 11 
4334 12 


4334 14 
4334 16 
433+ 18 
433+ 19 


log. Sin. k. 


1,175 0872 67 


1,175 5225 29 
75 0577 89 
76 3030 47 
76 8283 03 
77 2635 57 


1,177 6988 10 
73 1340 60 
78 5693 09 
79 0045 55 
79 4398 00 


1,179 8750 43 
80 3102 84 
80 7455 23 
B1 1807 60 
31 6159 %6 


1,182 0512 29 
82 4864 GL 
82 9216 W 
83 3569 18 
83 7921 44 


1,184 2273 68 
84 6625 
85 0978 10 
85 5330 28 
85 9082 45 


1,186 4034 59 
sb 8386 72 
87 2738 83 
87 7090 92 
83 1443 00 


1,188 5795 05 
89 0147 09 
89 4409 11 
89 8851 11 
9) 3203 10 


1,190 7555 06 
91 1%7 OL 
91 6258 94 
92 86 
92 4802 75 


1,192 9314 63 
93 36606 48 
93 8018 32 
94 2370 14 
94 6721 % 


1,195 1073 73 
95 5425 5U 
95 9777 25 
96 4128 98 
96 343U 69 


D. 


4352 62 


4352 60 
4352 58 
4352 56 
4352 54 
4352 52 


4352 51 
4352 49 
4352 47 
4352 45 
4352 43 


4352 41 
4352 39 
4352 37 
4352 35 
4352 33 


4352 32 
4352 30 
4352 28 
4352 26 
4352 24 


4352 22 
4352 20 
4352 18 
4352 16 
4352 15 


4352 13 
4352 11 
4352 09 
4352 07 
4352 06 


4352 0% 
4352 02 
4352 W 
4351 98 
4351 97 


4351 9% 
4351 93 
4351 OL 
4351 W 
4351 38 


4351 86 
4351 84 
4351 82 
4351 80 
4351 79 


4351 77 
4351 75 
4351 73 
4551 72 


log. ang. 


9,999 0325 87 


9,999 0345 20 
0364 49 
0383 75 
042 %6 
0422 13 


9,999 0441 27 
0460 37 
0479 43 
0408 45 
0517 43 


9,999 0536 38 
0555 29 
0574 16 
0592 99 
0611 79 


9,999 0630 55 
0649 27 
0667 95 
0686 59 
0705 


9,999 0723 77 
0742 30 

0760 79 

779 25 


0797 67 


9,99 0816 05 
0834 
0852 71 
0570 99 
0839 23 


9,999 0%7 43 
0925 64 
0943 73 
061 83 
0979 89 


9,99 097 O1 
1015 
1033 85 
1051 77 
1109 65 


9,99 1087 50 
1105 3U 
1123 07 
1140 SU 
1153 5U 


9,99 1176 16 
11093 79 
1211 38 
1228 94 
1246 46 


40 * 


311 
3,401 19 %9 
02 19 26 
03 19 21 
04 19 17 
03 19 14 
| 3,406 19 10 
07 19 06 
08 19 02 
10 18% 
12 18 87 
13 18 83 
14 18 80 
15 18 
3,416 18 72 
17 18 68 
18 15 64 
20 18 57 
3,421 18 53 
22 13 9 
23 18 46 
24 18 42 
25 18 38 
3,426 18 35 
27 18 31 
23 18 28 
29 24 
30 15 u 
3,431 18 17 
32 18 13 = 
34 18 06 
353 18 02 
3,436 17 9 
37 17 9 
39 17 55 
40 17 85 
3,441 
42 77 
43 23 
44 TU ; 
45 66 
3,446 63 
47 
483 >6 
49 52 ö 


312 22. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. II. 


k. log. X. D. log. Sin.k.  D. I1og.Tang. ik. D. 


3,450 1,197 7234 23 4334 21 1,196 8480 69 4351 70 9,999 1246 46 1749 
3,431 1,198 1568 44 4334 23 1,197 2832 39° 4351.68 9,999 163 5 1745 
52 98 52 67 4334 24 97 7184 07 4351 66 1281 40 1743 
53 99 0236 O1 4334 26 98 1535 74 4351 65 1298 83 17 38 
54 99 4571 17 4334 28 98 5887 38 4351 63 1316 21 17 35 
55 99 8905 45 4334 20 99 0239 01 4351 61 133356 1733 
3,456 1,200 3239 74 4334 31 1,1099 4569 63 4351 60 9,999 1350 89 17 23 
57 00 7574 05 4334 33 99 8942 22 4351 58 1368 17 173 
58 33 4334 35 1,200 3293 80 4351 56 1385 42 17 21 
59 01 6242 73 4334 36 00 7645 36 4351 54 1402 63 17 19 
60 02 0577 09 4334 38 01 1996 91 4351 53 1419 82 17 14 
3,461 1,202 41147 4334 40 1,201 634843 4351 51 9,9916 6 PU 
62 02 9245 87 4334 42 02 0699 94 4351 49 1454 07 17 07 
63 03 3580 29 4334 43 02 5051 43 4351 47 1471 14 17 04 
64 03 7914 72 4334 45 02 9402 90 4351 46 1485 18 17 01 
65 04 224917 4334 47 03 3754 36 4351 44 1505 19 16 97 
3,466 1,204 6583 64 4334 48 1,203 8105 80 4351 42 9,999 1522 16 16 9 
67 05 0918 12 4334 50 04 2457 22 4351 41 1539 10 16 9 
68 05 5252 62 4334 52 04 6808 63 4351 39 1556 01 16 87 
69 05 09587 14 4334 54 05 1160 02 4351 37 1572 16 83 
70 06 3921 68 4334 55 u5 5511 39 4351 36 1559 7U 16 51 
3,471 1,206 8256 23 4334 57 1,205 9862 75 4351 34 9,999 1606 52 16 77 
72 07 25% 80 4334 59 06 4214 08 4351 32 1623 29 16 74 
3 07 6925 38 4334 60 06 8565 41 4351 30 16003 1670 
y 08 1259 99 4334 62 07 2916 71 4351 29 1656 73 16 67 
yi 08 5594 6U 4334 63 07 7268 00 4351 27 1673 40 16 63 
3,476 1,208 9029 24 4334.65 1,208 1619297 4351 %5 9,999 160 03 1660 
77 09 4263 89 4334 67 08 5970 52 4351 24 1706 63 16 58 
73 09 8598 55 4334 68 09 0321 76 4351 22 1723 21 16 53 
79 10 2933 24 4334 70 09 4672 98 4351 21 1739 74 16 51 
so 10 7267 93 4334 72 09 W24 18 4351 19 756 25 16 47 
3,481 3,211 1602 65 4334 73 1,210 3375 37 4351 17 9,999 1772 72 16 44 
82 11 5937 38 4334 75 10 7726 54 4351 15 1789 16 16 40 
83 12 0272 14 4334 77 11 2077 69 4351 14 1805 56 16 37 
S4 12 4606 W 4334 78 11 6428 83 4351 12 1821 93 16 33 
35 12 8941 69 4334 80 12 0779 95 4351 11 1533 26 16 31 
3,486 1,213 3276 48 4334 92 4,212 5131 06 4351 9 9,999 1854 57 16 27 
87 13 7611 30 4334 83 12 9482 14 4351 07 1570 84 16 24 
Ss 14 1946 13 4334 85 13 3833 22 4351 06 1387 08 16 21 
14 6280 98 4334 S6 13 27 4351 29 16 18 
90 15 0015 S4 4334 88 14 2535 32 4351 03 1919 47 16 15 
3,491 8,215 4950 72 4334 9% 4,214 6886 34 4351 01 9,999 1935 62 16 11 
97 45 9285 62 4334 91 15 1237 35 4350 9 1951 73 16 08 
95 16 36% 53 4334 93 15 5588 34 4350 08 1%7 81 16 05 
94 16 7955 46 4334 4 15 9939 32 4350 9% 1983 86 16 02 
95 17 22W 40 4334 % 16 4290 28 4350 95 1999 88 15 99 
3,496 ‚217 6625 36 4334 08 1,216 8641 23 4350 93 9,999 2015 87 15 95 
97 13 09%0 34 4334 9 17 2092 16 4350 9 2031 82 15 92 
95 13 5295 33 4335 01 17 7343 07 4350 2047 74 15 59 
99 13 630 34 4335 02 15 1693 97 4350 83 2063 63 15 86 
3,200 19 3%5 36 18 6044 55 2079 49 


v 


22. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. H. 315 


D log. Sin... D. log. Zang.k. D. 


3,900 1,219 3965 366 4335 04 1,218 6044855 4350 6 9,999 07949 1582 
3,901 1,219 830 40 4335 06 1,219 0395 71 4350 85 9,999 2095 311 1579 
02 20 2635 46 4335 07 19 4746 56 4350 83 2111 10 15 76 
03 20 6970 53 4335 09 19 9097 39 4350 82 2126 S6 15 73 
04 21 1306 62 4335 10 20 348 21 4350 S0 2142 59 15 70 
05 21 5640 72 4335 12 20 779 01 4350 78 2158 29 15 66 
3,906 1,122 9975 84 4335 14 1.221 2149 79 4350 77 9,999 2173 95 15 63 
07 22431098 4335 15 21 6500 56 4350 75 2189 58 15 60 
05 22 8646 13 4335 17 22 0851 31 4350 74 2205 18 15 58 
09 23 2951 29 4335 18 22 5202 05 4350 72 22) 76 15 54 
10 23 7316 47 4335 20 22 9552 77 4350 71 2236 30 15 51 
3,511 1,224 1651 67 4335 21 1,223 303 48 4350 69 9,999 2251 81 15 48 
12 24 5956 88 4335 23 23 8254 17 4350 68 2267 29 1535 
13 25 0322 11 4335 24 24 2604 85 4350 66 2282 74 15 42 
14 25 405735 4335 26 24 6955 51 4350 65 2298 16 5 
15 25 8692 60 4335 27 25 1306 16 4350 63 2313 56 15 36 
3,916 1,226 3327 897° 4335 29 1,225 5656 79 4350 62 9,999 2328 92 15 33 
17 26 7663 16 4335 30 26 0007 41 4350 60 2344 25 15 30 
18 27 1998 46 4335 32 26 4358 01 4350 59 2359 55 15 27 ö 
19 27 6333 78 4335 33 26 8708 60 4350 57 2374 82 15 24 
20 23 069 11 4335 35 27 309917 4350 55 23W06 
3,921 1,228 5004 46 4335 36 1,227 7409 72 4350 54 9,999 2405 26 15 15 
22 283 9339 82 4335 38 28 1760 26 4350 52 2420 44 15 14 
23 29 3675 20 4335 39 28 6110 78 4350 51 2435 58 15 11 
24 29 8010 60 4335 41 29 0461 29 4350 49 2450 69 15 09 - 
25 30 2346 UL 4335 42 29 4811 79 4350 48 2465 78 15 05 
3,926 1,230 6681 43 4335 44 1,229 9162 26 4350 46 9,999 2480 83 15 03 
27 31 1016 87 4335 45 30 3512 73 4350 45 2495 86 14 09 
283 31 5352 32 4335 47 30 7863 17 4350 43 2510 85 14 97 
29 31 9657 79 4335 48 31 2213 61 4350 42 2525 82 14 93 
30 32 4u23 28 4335 50 31 6564 03 4350 40 2540 75 1401 
3,531 1,232 8358 77 4335 51 1,232 0914 43 4350 39 9,999 2555 66 14 87 
32 33 2694 29 4335 53 32 5264 82 4350 37 2570 53 14 84 
33 33 7029 82 4335 54 32 9615 19 4350 36 2585 37 14 82 
34 34 1365 36 4335 56 33 3965 55 4350 34 2600 19 14 78 
33 34 5700 92 4335 57 33 8315 89 4350 33 2614 97 14 76 u 
3,536 1,235 0036 49 4335 59 1,234 2666 22 4350 31 9,999 2629 73 14 75 7 
37 35 4372 08 4335 60 34 7016 54 4350 30 2644 46 14 09 i 
38 35 8707 69 4335 62 35 1366 84 4350 28 2659 15 14 66 E 
39 36 3043 31 4335 63 35 5717 12 4350 27 2673 S1 14 64 ä 
49 30 73759 433565 36 67 39 4350 %6 
3,541 1,237 1714 58 4335 66 1,236 4417 64 4350 24 9,999 2703 06 14 58 “ 
42 37 6050 24 4335 68 36 8767 88 4350 23 2717 64 14 55 “ 
43 33 03355 92° 4335 69 37 3118 11 4350 21 2732 19 14 52 - 
44 33 4721 61 4335 71 37 7468 32 4350 0 2746 71 14 49 "= 
45 33 957 31 4335 72 35 1818 51 4350 18 2761 20 14% Y, 
3,546 1,239 339303 4335 74 1,238 616869 4350 17 9,99 277566 1443 
47 39 7728 77 4335 75 39 051856 4350 15 2700 14 2 
45 40 2064 52 4335 76 39 4869 O1 4350 14 2804 49 14 38 ® 
49 40 6400 23 4335 78 39 9219 15 4350 12 2818 87 14 34 
50 41 0736 3569 27 2833 21 


2.44 


v 
> 


3,586 
38 
89 
90 


3,591 
92 
93 
94 
95 


97 
sg 
99 
3,600 


22. Gudermann, Potenzial - Functionen Taf. II. 


log. Cof. k. 


1,241 0736 06 


1,241 5071 85 
41 9407 66 
42 3743 48 
42 8079 31 
43 2415 16 


1,243 6751 02 
44 1086 % 
44 5422 79 
44 9758 69 
45 4094 6L 


1,245 8430 54 
46 2706 49 
46 7102 45 
47 1438 43 
47 5774 4 


1,248 0110 42 
48 4446 43 
48 8782 47 
49 3118 51 
49 7454 57 


1,250 170 64 
50 73 
51 0462 83 
51 4708 94 
51 9135 


1,252 3471 20 
52 7807 36 
53 2143 52 
53 6479 70 
54 0815 89 


1,254 5152 10 
54 9488 32 
55 3824 55 
55 8160 80 
56 2497 06 


1,256 6833 34 
57 1169 63 
57 5505 93 
57 9842 25 
58 4178 57 


1,258 3514 92 
59 2851 27 
59 7187 64 
60 1524 02 
60 5860 41 


1,261 01% 81 
61 4533 23 
8369 66 
3206 11 


62 7592 36 


D. 


4335 79 


4335 81 
4335 82 
4335 83 
4335 85 
4335 86 


4335 88 
4335 89 
4335 
4335 92 
4335 93 


4335 95 
4335 % 
4335 98 
4335 99 
4336 00 


4336 02 
4336 03 
4336 05 
4336 06 
4336 07 


4336 09 
4336 10 
4336 11 
4336 13 
4356 14 


4336 15 
4336 16 
4336 18 
4336 19 
4336 22 


4356 22 
4336 24 
4336 25 
4336 26 
4336 28 


4336 29 
4336 30 
4336 32 
4336 33 
4336 34 


4336 35 
4336 37 
4336 38 
4336 39 
4336 41 


4336 42 
4336 43 
4336 44 
4336 46 


log. ©in. k. 


1,240 3569 27 


1,240 7919 38 
41 2269 48 
41 6619 56 
42 0969 63 
42 5319 68 


1,242 9669 73 
43 4019 75 
43 8369 77 
44 2719 76 
44 7069 75 


1,245 1419 72 
45 5769 67 
46 0119 61 
46 4469 54 
46 8819 45 


1,247 3169 35 
47 7519 23 
48 1869 10 
48 6218 96 
49 0508 80 


1,249 4918 63 
49 9268 44 
50) 3618 24 
50 03 
51 2317 80 


1,251 6667 56 
52? 1017 31 
52 5367 05 
52 9716 77 
53 4006 48 


1,253 8416 17 
54 2765 85 
54 7115 51 
55 1465 16 
55 5814 80 


1,256 0164 43 
56 4514 04 
56 8363 64 
57 3213 22 
57 7562 80 


1,258 1912 35 
58 6261 50 
59 0611 43 
59 95 
69 9310 46 


1,260 3659 95 
60 8009 44 
61 2358 WU 
61 6708 36 
62 1057 


D. 


4350 11 


4350 10 
4350 08 
4350 07 
4350 05 
4350 04 


4350 03 
4350 OR 
4350 00 
4349 99 
4349 97 


4349 95 
4349 94 
4349 93 
4349 91 
4349 9 


4349 88 
4349 87 
4349 86 
4349 34 
4349 83 


4349 81 
4349 80 
4349 79 
4349 77 
4349 76 


4349 75 
4349 74 
4349 72 
4349 71 
4349 69 


4349 68 
4349 66 
4349 65 
4349 64 
4349 63 


4349 61 
4349 60 
4349 59 
4349 57 
4349 56 


4349 55 
4349 53 
4349 52 
4319 51 
4349 49 


43419 48 
4349 47 
4349 46 
4349 44 


log. Tang. 


9,999 2333 21 


9,999 2847 53 
2861 82 
2876 08 
23% 32 
53 


9,999 2918 71 
2932 86 
2946 98 
291 07 
2975 14 


9,999 2989 13 
3003 18 
3017 16 
3031 11 
3045 04 


9,99 3053 93 
3072 SU 
3086 63 
3100 45 
3114 23 


9,999 3127 99 
3141 71 
3155 41 
3169 09 
3182 74 


9,999 3196 36 
3209 95 
3223 53 
3237 07 
3250 59 


9,999 3264 07 
3277 53 
96 
3304 36 
3317 74 


9,999 3331 09 
3344 41 
3357 71 
3370 98 
3384 22 


9,999 3397 43 
3410 63 
3423 79 
3436 93 
3450 05 


0,99 3465 14 
3476 21 
3489 24 
25 
3515 24 


D. 


1432 


14 29 
14 26 
14 24 
14 21 
13 18 


14 15 
14 12 
14 09 
14 07 
13 04 


14 00 
13 38 
13 95 
13 93 
13 89 


13 87 
13 83 
13 82 


13 52 
13 48 


13 46 
13 43 
13 40 
13 38 
13 35 


13 32 
13 30 
13 27 
13 24 
13 21 


13 20 
13 16 
13 14 
13 12 
13 9 


13 07 
13 03 
13 01 
12 99 


| 
3,551 
53 
54 
55 
3,556 
57 
58 
59 
60 
62 
63 
64 
63 
3,566 
67 
63 
69 13 78 
70 13 76 
3,971 13 72 
72 13 70 
73 13 68 
74 13 65 
73 13 62 
3,976 13 59 
| 77 13 58 
= 13 54 
| 80 
3,581 
32 
33 
34 
853 


22, Gudermann, Potenzial - Functionen Taf. Il. 


log. Cof. k. 


1,262 7542 56 


1,263 1879 04 
63 6215 52 
64 0352 02 
64 4888 53 
64 92235 05 


1,265 3561 59 
65 7898 14 
66 2234 70 
66 6571 28 
67 097 87 


1,267 5244 47 
67 9581 08 
68 3917 71 
68 8254 34 
69 25% 99 


1,269 6927 65 
70 1264 33 
70 5601 01 
70 9937 71 
71 4274 42 


1,271 S611 14 
72 2947 88 
72 7284 63 
73 1621 40 
73 5958 17 


1,274 0294 96 
74 4631 76 
74 8968 57 
75 3305 39 
75 7642 23 


1,276 1979 08 
76 6315 94 
77 0652 81 
77 4999 69 
77 9326 59 


1,278 3663 50 
78 8000 42 
79 2337 35 
79 6674 29 
80 1011 25 


1,280 5348 22 
80 9685 20 
81 4022 19 
81 8359 19 
82 2696 21 


1,282 7033 24 
83 1370 28 
83 5707 33 
84 0044 39 
84 4381 47 


D. 


4336 47 


4336 49 
4336 50 
4336 51 
4336 52 
4336 54 


4336 55 
4336 56 
4336 58 
4336 59 
4336 


4336 61 
4336 63 
4336 64 
4336 65 
4336 66 


4336 67 
4336 69 
4336 70 
4336 71 
4336 73 


4336 74 
4336 75 
4336 76 
4336 73 
4386 79 


4336 80 
4336 81 
4336 82 
4336 84 
4336 85 


4336 86 
4336 87 
4336 88 
4336 9 
4336 91 


4336 92 
4336 93 
4336 94 
4336 96 
4336 97 


4336 98 
4336 99 
4337 00 
4337 02 
4337 03 


4337 04 
4337 05 
4337 06 
4337 08 


log. Sin, k. 


1,262 1057 80 


1,262 5307 23 
62 9756 64 
63 4106 05 
63 8455 43 
64 2804 81 


1,264 7154 18 
65 1503 53 
65 5852 S6 
66 0202 19 
66 4551 50 


1,266 8900 80 
67 3250 09 
67 7599 37 
63 1948 63 
63 6297 88 


1,269 0647 11 
69 4996 33 
69 9345 54 
70 3694 74 
70 8043 93 


1,271 2393 10 
71 6742 26 
72 1091 4 
72 5440 55 
72 9789 67 


1,273 4138 78 
73 8487 88 
74 2836 97 
74 7186 04 
75 1535 11 


1,275 5884 16 
76 0233 0 
76 4582 22 
76 8931 24 
77 3280 24 


1,277 7629 23 
78 1978 0 
78 6327 17 
79 0676 12 
79 5025 06 


1,279 9373 99 
80 3722 WW) 
80 8071 SV 
81 2420 70 
81 6769 58 


1,282 1118 45 
82 5467 30 
82 9816 15 
83 4164 98 
83 8513 31 


D. 


4349 43 


4349 42 
4349 
4349 39 
4349 38 
4349 36 


4349 35 
4349 34 
4349 33 
4349 31 
4349 


4349 29 
4349 28 
4349 26 
4349 25 
4349 23 


4349 22 
4349 21 
4349 20 
4349 18 
4349 17 


4349 16 
4349 15 
4349 14 
4349 12 
4349 12 


4349 10 
4349 09 
4349 07 
4349 07 
4349 05 


4349 04 
4349 02 
4349 02 
4349 00 
4348 99 


4348 98 
4348 97 
4348 95 
4343 94 
4348 93 


4348 92 
4348 W 
4348 89 
4348 88 
4343 87 


4343 86 
4348 55 
4348 83 
4348 82 


log. Tang. 


9,999 3515 24 


9,999 3528 19 
3541 12 
3554 02 
3566 
3579 76 


9,999 3592 59 
3605 39 
3618 16 
3630 01 
343 63 


9,999 3656 33 
30669 01 
3681 66 
3694 29 
3706 89 


9,99 3719 46 
3732 
3744 53 
3757 03 
3769 51 


9,999 3781 
3794 38 
3806 78 
3819 15 
3831 50 


9,999 3843 82 
3856 12 
3868 40 
3830 65 
3892 88 


9,99 35 08 
3917 26 
3929 42 
3941 55 
3953 65 


9,999 3965 73 
3977 78 
3989 82 
83 
413 81 


9,999 4025 77 
4037 70 
4049 61 
50 
473 37 


9,999 4085 21 
4097 02 
4108 52 
4120 59 
4132 34 


D. 


12 95 


12 93 
12% 
12 88 
12 S6 
128 


12 
12 77 
12 75 
1272 
12 70 


12 68 
12 65 
12 63 
12 60 


12 57 


12 54 
12 53 
12 50 
12 48 
123 


12 42 
12 40 
12 37 
12 35 
12 32 


12 30 
12 23 
12 25 
12 23 
12 


12 185 
12 16 
12 13 
12 10 
12 08 


12 05 
12 0% 
12 01 
118 
11% 


11 93 
11 91 
11 54 
1157 
11 


11 31 
117 
11 75 


315 
3,601 
02 
03 
04 
05 
07 
03 
09 
10 
3,611 
12 
13 
14 
15 
3,616 
17 
18 
19 
20 
3,621 
22 
23 
24 
25 
3,626 
27 
28 
29 
30 
3,631 
32 
33 
34 
35 | 
37 
38 
39 
40 
3,641 | 
42 
43 
44 | 
45 
3,646 | 
47 
49 
50 | 


55 
54 
55 


3,656 
57 
58 
59 
60 


3,661 
62 
63 
64 
65 


3.666 
67 
68 
69 
70 

3,671 
72 
73 
74 
75 


3.676 
77 
75 
79 

3,681 
82 
S.3 
S4 

3,686 
S7 
RS 
90 


3,691 
92 
95 
44 
05 


3,696 
97 


N) 


22. Gudermann, Potenzial- Functionen Taf. II. 


log. 


1,234 4381 47 


1,284 8718 56 
85 3055 06 
85 7392 77 
86 1729 89 
86 6067 03 


1,237 0494 17 
87 4741 33 
87 9078 49 
88 3415 67 
88 7752 86 


1,239 2090 07 
89 6427 25 
51 
74 
9438 99 


1,291 3776 25 
91 sı13 52 
92 2450 80 
92 6788 10 
93 1125 40 


1,293 5462 72 
93 9809 04 
94 4137 38 
94 3474 73 
95 2812 09 


1,205 7149 47 
06 1486 85 
5324 25 
66 
47 4499 07 


1,207 8836 50 
98 3173 % 
98 7511 39 
3) 1845 85 
99 6186 32 


1,300 0523 
00 4861 30 
9198 80 
3550 32 


01 7373 85 


41,302 2211 38 
02 6548 93 
03 49 
03 522+ 06 


1.304 38% 25 
04 8230 
05 257+ 44 
65 6012 07 


12409 70 


D. 


4337 09 


4337 10 
4337 ı1 
4337 12 
4337 13 
4337 15 


4337 16 
4337 17 
4337 18 
4337 19 
4337 20 


4337 21 
4337 23 
4337 24 
4337 25 
4337 26 


4337 27 
4337 28 
4337 29 
4337 30 
4337 32 


4337 33 
4337 34 
4337 35 
4337 36 
4337 37 


4337 39 
4337 40 
4337 41 
4337 42 
4337 453 


4337 44 
4337 45 
4337 46 
4337 47 
4337 45 


4337 49 
4337 60 
4337 92 
4337 53 
4337 54 


4337 55 
4337 5 

4337 5 

4337 55 
4337 5) 
4337 60 
4337 61 
4337 62 
4337 65 


log. Sin. k. 


1,233 8513 


1,234 2862 62 
7211 42 
85 1560 0 
98 
86 0257 74 


1,286 4606 50 
86 8055 24 
87 3363 97 
87 7652 69 
83 2001 40 


1,288 6350 09 
89 698 77 
5047 44 
89 9306 10 
WW 3744 75 


1,290 8993 39 
91 2442 02 
91 63 
92 1139 24 
92 5457 83 


1,292 9836 41 
93 4154 08 
03 8533 54 
94 2382 08 
94 7230 62 


1,2095 1579 14 
95 5027 66 
96 0276 16 
96 4624 65 
96 8973 12 


1,297 3321 50 
97 7670 05 
98 2018 50 
93 6366 03 
99 (715 36 


1,299 5063 77 
99 0412 18 
1,300 3760 57 
00 8108 05 
01 2457 32 


1,301 6805 68 
02 1154 03 
02 5502 57 
02 9850 69 


03 4199 ul 


1,303 8547 31 
+ 2505 61 
04 7243 
05 150: 16 
u5 5440) 43 


D. 
4348 81 


4348 
4348 79 
4348 73 
4348 77 
4348 75 


4348 74 
4348 73 
4348 72 
4443 71 
4343 69 


4348 68 
4345 67 
4348 60 
4348 65 
4345 64 


43418 63 
4345 62 
4345 60 
4345 59 
4343 53 


4348 57 
4348 56 
4345 55 
4345 54 
4345 52 


4348 51 
4343 50 
4343 40) 
4348 43 
4345 47 


4348 46 
4348 45 
4345 44 
4343 43 
4345 41 


4348 40 
4345 3) 
4345 35 
4343 37 
4345 36 


4348 35 
4343 34 
4343 33 
4348 32 
4545 31 


4348 29 
4343 25 
4348 27 
4313 26 


(Die Fortsetzung folgt.) 


log. Tang. k. 


09,999 4132 24 


9,99944144 06 
4155 76 
4167 43 
4179 08 
4190 71 


9,999 4202 32 
4213 9 
4225 48 
4237 02 
4248 54 


9,999 4260 02 
4271 40 
4282 03 
4294 36 
4305 70 


9,999 4317 14 
4325 50 
4330 55 
4351314 
4362,43 


9,999 4373 69 
4354 94 
43090 16 
4407 35 
4413 52 


9,999 4429 67 
4440 SU 
4451 
4462 90 
4474 05 


9,999 445 00 
44096 11 
4507 11 
4518 08 
4529 03 


9,999 4539, 96 
4550 85 

4561 77 

572 63 

4555 47 


9,999 4594 30 
4605 10 
4615 85 
4626 63 
4637 37 


9,999 4648 08 
4055 75 
4669 45 
10 
73 


D. 


1172 
11 
11 67 
11 065 
11063 
11 61 


11 59 
11 57 
11 54 
11 52 
11 43 


11 47 
11 44 
i1 43 
11 40) 
11 35 


11 36 
11 35 
11 31 
11 29 
11 26 


11 25 
11 2 

11 19 
11 17 
11 15 


11 13 
231 28 
11 (08 
11 
11 


10 70 
1) 67 
1) 65 
10 03 
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11 02 
11 v0 
10 07 
10 05 
10 05 
1002 
. 10 
10 sb 
10 
10 83 
10 80 
10 75 
10 75 
10 7+ 
E 10 
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Auflösung der Aufgabe im 2ten Bande dieses Journals 


S. 99. No. 14. 


(Vom Herrn Prof. W, A. Förstemann zu Danzig. ) 


Aufgabe. Aus der Gleichung 
WO von einander verschiedene gegebene Grö- 
[sen sind, x zu finden. 

Hat man eine Methode, Gleichungen von der Form 

= 

wo X, A, »... rationale Functionen von z (oder selbst von mehreren 
Unbekannten) sind, rational zu machen, so kuinn mun die obige Aufgabe 
als gelöset betrachten. Längst war ich im Besitz einer solchen Methode, 
glaubte aber nicht, dieselbe für neu halten zu dürfen. Die Auflösung, 
welche im vorhergehenden Hefte dieses Journals von obiger Aufirabe ge- 
soeben ist, veranlafst mich, hier meine Methode mitzutheilen. 


1. Es sei zunächst die Gleichung 


ı + X eo 
rational zu machen. In so fern jede Quadratwurzel zwei einander ent- 
gegengesetzte Werthe hat, kann man in dieser Gleichung die beiden 
begrifien denken, mit welchen die beiden 
VA, —-0 und — YvA,+ vX, 


beziehungsweise zusammenfallen würden. Die Aufgabe, die Gleichung 


YAtvV3,=0 zu lösen, ist also in der aligemeineren Aufgabe begriffen, 

die Gleichung WE VI) 0 

aufzulösen. Diese nimmt aber, wegen der Formel 

die Gestalt an 


und dieses ist die gesuchte rationale Gleichung. Die gewöhnliche Methode 
führt auf dieselbe, man mag YA odr YA—yYX=0 
zu Grunde legen. 
2. Auf gleiche Weise wird die Gleichung 
rattonal, wenn man statt derselben setzt: 
Crelle's Journal d. M. Bd. VID. Hit. 3. 41 
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x 
So kommt die Aufgabe, diese Gleichung rational zu machen, auf die Bil- 
dung des Products der vier Factoren 
| atb—c, a—b-+c, a—b—c 
zurück; und dafs die Gleichung wirklich hiedurch rational gemacht werden 
kann, hängt mit von dem Umstande ab, dafs das Product dieser vier Fac- 
toren nur gerade Potenzen der Buchstaben z, bd, c enthält. Dies Product 
ist nämlich = LI — — 
Die gesuchte rationale Gleichung ist daher 
- — IN —2XX, = (, 
wie man auch nach gewöhnlicher Methode findet. 
Wendet man dies Resultat z. B. auf die Gleichung 
= 0 
an, so ergiebt sich die rationale Gleichung 3x°+82—4=0, woher 
ode z=3.(—2—yY”7). 
Diese beiden Werthe Pe beziehungsweise die Auflösungen der Gleichungen 
und die beiden 
sind dagegen unauflösbar. 

3. Man kann sich folsendermafsen, ohne die Multiplication auszu- 

führen, überzeugen, dals das Product der vier Factoren 
a+b—c, a—b+c, a—b—c 
nur gerade Potenzen von «, b, c enthalten kann, so wie auch, dafs «s 
symmetrisch für «a, b, ce sein muls. 

1) Verwandelt man 5 in —2, so gehet der erste Factor in den drit- 
ten, der zweite in den vierten über, und umgekehrt der dritte in den er- 
sten, der vierte in den zweiten. Es hat also das Product denselben Werth, 
ınan lege dem 5 einen gewissen Zahlenwerth, oder den entgegengesetzten 
bei. Ähnliches findet sich für ec, und endlich selbst für @ ; denn verwandelt 
man @ in —a, so wird der erste Factor zum Gegentheil des vierten, und 
umgekehrt aus dem vierten das Gegentheil des ersten; ferner wird der 
zweite zum Gegentheil des dritten, und umgekehrt. Aus dieser Eigenschaft 
des Produets und daraus, dafs nur gerade Potenzen bei Veränderung der 
Basis ins Gegentheil ihren Werth nicht ändern, läfst sich beweisen, jenes 
Product könne nur gerade Potenzen von @, 5 und c enthalten. 


| 
| | 
| 
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2) Auf gleiche Weise überzeugt man sich, weder die Vertauschung 
von « mit einem der Buchstaben 5 und ec, noch die Vertauschung dieser 
letzteren unter einander könne das Produet ändern, dasselbe müsse also 
für z, 6, c symmetrisch sein. 

4. Allgemein kommt das Rationalmachen einer, Gleichung von der 
Form 
sie habe links so viel Glieder als sie wolle, auf die Bildung des Products 
aller der Factoren zurück, die in der Form a+b+c.... enthalten sind, 
venn nämlich die Anzahl der Buchstaben ao, 5 „.... der Anzahl von Glie- 
dern in jener Gleichung gleich genommen wird. Von diesem Produete 
kann jedesmal bewiesen werden, es müsse für alle Buchstaben symmetrisch 
sein (nur das Product der Binome «--2 und ce—b bildet hievon eine Aus- 
nahme), und könne dieselben nur in geraden Potenzen enthalten. Aus dieser 
letzteren Eigenschaft ergiebt sich, dals wirklich, wenn man in dem Produeto 
statt @, db, nach der Reihe setzt VA, die Quadratwurzeln 
wegiallen. Ferner erhellt, wenn die Zahl der Wurzeln in der Gleichung, und 
also auch die Zahl der Buchstaben in dem Polynome a+b+... = ist, 
so müsse das Product vom ?””"ten Grade in Bezug auf a, 2 .... sein. 

9. Wenden wir dies jetzt auf eine Gleichung von der Gestalt 

an, und bezeichnen die Anzahl der links stehenden Glieder mit z, so wird 
das nach 4. zu bildende Hulfsproduct in Bezug auf „... vom 
Grade sein, und folglich, wenn man statt a,b»... setzt Y(a,+x), 
oe... eine Gleichung vom Grade entstehen. 

So muls sich also für die Gleichung, welche zu diesem Aufsatze 
Veranlassung gegeben, da sie 6 Wurzeln enthält, als Endresultat eine ra= 
tionale Gleichung vom 16ten Grade finden; oder also für die 32 Gleichun- 
gen, welche in der Form 

begriffen sind, mufs x sechszehn Werthe haben. Hieraus kann man schlie- 
fsen, dals im Allgemeinen 16 von jenen Gleichungen auflösbar, 16 andre 
unauflösbar sein werden. 

Nach 8.140. des vorhergehenden Heftes soll die rationale Endgleichung 
üicht vom 16ten, sondern vom 22sten Grade sein. Das Räthsel dieses Wi- 
derspruchs zu lösen, möchte eine nicht uninteressante Aufgabe bilden. 


Danzig, den 5. März 1832. 


7 

“_ 
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24. 
Aufgaben. 


b, y seien a, c das eine, 5 und d das andre Paar gezenüberhegender 
Seiten, und p, 9 die ie eines Vierecks, welches einem Kreise 
eingeschrieben ist, so ist nach dem Ptolemäischen Satze bekanntlich 

= 


“an soll nun zeigen, dals umgekehrt, wenn für jene sechs Linien eines 
Vierecks diese { ‚leichung Statt. findet, um dasseibe ein Kreis beschrieben 
werden kann. Förstemann zu Danzig. 


2. In einen hohlen, unten verschlossenen Cylinder, dessen Halb- 
messer —[r', sei ein massiver Cylinder von dem Halbmesser r bis zur 
Höhe « versenkt; beider Axen sollen zusammenfallen. Der massive Cy- 
tinder drücke mit der Kraft M auf ein in dem hohlen befindliches Flui- 
dum. Welche Relation mufs zwischen 7, und (r’—r) statt haben, da- 
mit die Gapillar-Attraction dem Hindurchpressen und Ausströmen der Flüs- 
sickeit zwischen den eylindrischen Wänden widersteht ? 

Data zu einem Beispiele. Das Fluidum sei Öl, beide Cylin- 
der von polirtem Stahl, 24, r'=4" Par.-Linien, M— 0 Pfund. 
und die Beobachtung ke gelehrt, dals zwischen 2 parallelen polirten 
Stahl-Ebenen, deren Abstand = ist, das Öl sich über das 
Niraau erhebt. . Steinheil zu München. 


Druckfehler im sechsten Bande. 
S, 1509. 7.41. Maafs der Krümmung. 
{61. — 2. v. u. st, seine ]. eine. 
ist in der nit 4) bezeichneten Gleichung auf der linken Seite des Gleich- 
heitszeichens der Nenner: da V(1+p°+g*) hinzuzufügen. 


im siebenten Bande. 
140. 7.14. st. Iet A. IetD. 


1 H 
141. In dem Kettenbruche für V 97 st. 2 2 up: 


217. 7.06. v. u. 1 a®cosz* st. a? cosx?. | 
218. — 8 v. 0.1 siny+zacsin (a +y)) st. (— Ibesiny +3 
— 10. 0. 1. bsinzsiny st. bsina siuy. 
2119. — 3.v. 0.1. +rsin($Jr+Y) st. rsin 
x 
_ — 6. vr ol. 
n—r+i n+r—1 
— 5. v: 0.1. Ir—(r—2)] st. —?2). 
R 
(a— 
223. —14. vr. 0.1. 
( u)‘ 


-17. v. o. I, niedrigere st. niedrigern. 
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25. 


De transformatione integralis duplieis ındefiniti 


cos? +Csin® + (A'+b’cos® + C’sin®) + (A +Bcos® +C’sin®) sin) 


070% 


( Cont. dissert. 19. tom. VII. 3.) 
(Auct. €. G. J. Jacobi, prof. math. Regiom, ) 


Problema I. 


integrale duplex indefinitum 


2 


cosp-+Csing+ (A + B’cosp +C' sin + B"cos p +Csin p) sin 


per substitutiones: 
eosn— sinn 


cos® 


y—y' cosn —y' sinn 


sind = ; 


cos 
sn 


translormare ın hoc simplicius 


a — cos — c'sin’’ 


a—b cos” -—c 


a’ —b'"cos — c'sin 


a — —c 


— cosn cos$ — G“ sinn 


in dormulis paragraphi 10. in lecum «mantitatum 


« 


a —iß 
y' 


16. 
aa a’ 
c' ce” 
a’ — ia” 
Ib b’ b 
Ic c' 


desirnante quantitatem V- 1; prodit formlarıum systema 


sequens: 


43) an —yy= 1 
— 32° —1i 


ea — — a’ a 


42 


| 
_ 
| 
| 
ponamus respective: 
| 
| — | | 
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—yYy= 
wa —yYyY= 0 
1 


ya —y u'= 19) 


aß — 0 
Py 
|" 
— Y 


a — be) — bc") (be 


y 


be = 0 
ca — ca — 0 
eb —u 0 
ea — ce — 1 
aa — cc —A 
c’’ c’' — _ 1 
0 
a 
— bil = 
= 
cu! — = 
el’ — ab = 


omnes e sex primis ufriusque systematis sequuntur. 


Ope harum formularum nanciscimur aequationes identicas : 
44) sinn)’ 
(a— 5 0059 — e sin = (@’— 5'008 9— c’ sin 


unde simu] ponere licet : 
B— cosn — sinn 


45) = 
) — a — «sinn 


ycosn—y' sınn 


E quibus nanciseimur per 43): 
1 


46) Pcosp— ysinp= 


— cosY— «sin? 


— U sın?) 


— m 


unde 


— 


a’ — — sin 
a—b cos" —c 
a’ cos — c’’ sin 


a—b cos" — c sin" 


= 


sin 


1 
a—acosw—a = - 
p a—bcos# 
1 
oe 
Y a —b cos®— 
1 


It » 
y a —bcos®—c sin®#? 
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— B’ cosp — sing cosw — b’! 
47) cosn = ß = - 
P cosp—y sing a— a’ cos — sin 

cosp— "sing c’cosyw — c’' sin y 

@— P cosp —y sing — a’ cosıp — sin 


quod rursus suppeditat aequationes identicas: 
48) — Ysin@)’ = ®)’ 
(e — ec’ cosp — 
quae etiam e 43) probantur. 
Formulas 45), 47) etiam e formulis 1), 5) primi problematis deri- 
vare licuisset, praeter mutationes indicatas posito ibidem: 
yy+ ==: 0 


atque: 
— — — ZZ — !sın — —- 1C08' — — /sın 
/ 
—= Isinn cos9, = Tsin 


Pauca adhue, quae ad substitutionum propositarum naturam pertinent, ad- 
iiciamus, quod in altera fecisse suffieiat. 


E formulis 45), advocatis 43), brevitatis causa posito: 


4) PRB+yy= Wu dj, 
sequitur: 
— cosn —e” sinn 


50) Beos® + ysin® = 


— a! cosn —a”sın? 


ae sinn — 


— Psin® = - 
y — Psin® @ — — sinn? 
unde posito: 

dcos® 

d sin Ösiny,, 


aerwationes 50) in has abeunt: 


52) 


2 


sin — 


quibus addı possunt, quae sequumtur: 


— 


33) 1— cos 


1— cos!'n—n') 


1-+- 0) (2 - 

tang3 tangı )= a 
42” 
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quarum postrema anguli 7, ® alter ex altero facile computantur; e qua etiam 
patet, quod in introductione diximus, substitutioni illi formam creari posse: 
m--niangin 


tangz 
Ceterum ponere licet: 
54) w=sec/, d=tangd, 
59 
32) hit: cos cos (n—n') + sin p’sin (7— 


= 


y— «@ sin cos (n— 9’) — cos sin (7 — 
@ — cosn — «sin 


= 


sutbus comparatis cum 45), prodit: 
55) £’ = cosn’ + sin sinn’ 
= sinn’ — sin cosn/ 
= «sin cosn’— sinn‘ 
«sin sinn’ + cosP’cosn‘, 
quae iunctae 51) monstrant, quomodo co@fficientes illae novem substitutio- 


nis, qua ultimur, per quantitates tres 9, exprimantur. Observo 

porro, in eilipsi, euius excentricitas =— =sine , designare posse angulos 

anomaliam excentricam, #— 9‘ anomaliam veran. 

Differentiata prima ex aequationibus 46), obtinemus: 


a’ cosy — «’sin® 


(@— — sin 7)* 


ccos#—bsin’ 


unde cum sit: 


a—bcos# —csind#" 
Bsin® co — a cosy — e’sinn 
Y cusy — sinn 


ecos" — 
a—bcus” —csın®? 


sind — a cos) = 
prodit: 
6) 09 = 


Observo porro, eam esse naturam coöfkcientium substitutionum proposita- 


cosy — «sinn? a—bcos®— 


rum, ut generaliter valeät 
Theorema, 
„datis aequationibus: 


a — a s’ — a— bu —cv 


a — — ev 


a — a— bu — cv 
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fieri vice versa: 


a— a’ w' — a’ 
a—fy—Y= a— a — 
(.— Py— ys) = 1 
=1, 
simulque: 
1—s’s' 1— uu—vv 
(a — a! — (a — bu—cv)?’ 


porro fieri, quae sunt inter differentialia partialia relatio- 
nes memorabiles: 


es’ Os’ (a—«’ at 3 


ov /\du/ (a—bu— cv)?” 


Jam ad eas venimus relationes, quae inter co@fhcientes substitutio- 
num propositarum locum habere debent, ut transformatio integralis dupli- 
eis indicata succedat, 


17. 
Quem in finem in formulis paragraphi 11. in locum quantitatum, 
quae expressionem transformandam affıciunt, 
’ / / / dd dd 
ponamus sequentes: 
A,ıb, ıC, 14, —C', 14", — 0", 
in quibus rursus 2=y—1. Quo facto, ubi etiam, uti indicavimus, loco 


ponuntur 


ia’, da, Ib, Ic, —ia 


formulae 12) in has abeunt: 

Gua — Gab — Ga” c 

Gßa — — 

B' — G’ ß’ b’ 
Gya — — ec 


| 
| 


_ 
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quibus aequationibus novem iunctis aequationibus duodeeim, a quibus for- 
mulac 13) pendent, octodecim co@fficientes substitutienum et ires quanti- 
tates G, determinantur. 

Ope ag 12), adhibitis formulis 46), prodit aequatio: 


38) (A’+B’cosp+C’sin p)cosyw+ +C” sin np) 
G — G’cosn cos® — G’’sinn sin 
— — a" sinn) (a—b —c sin)?’ 
unde e 56) obtinemus transformatisnem quaesitam: 
59) f; | 
+Ü’sıng) cosw+ B"cosp+C’ sin@)siny 
G — G’ cos — sinn sind* 
Aequationem 58) eadem, quam supra indicavimus, ratione etiam e for- 
mula 11) derivare licet. 
Occasione data, adnotemus transformationem memorabilem integra- 
his quadruplieis, quae prorsus eodem modo succedit. E theoremate enim 
paragraphi antecedentis facile probatur sequens 


—— 


Theorema, 


„designantibus quantitatibus «, ß etc., G, G’, G” idem, quod 
in antecedentibus, posito: 


a— as! — ats’! a—bu-+ cv 
a— as’ — a— bu —cv 


fieri 


dw” 


sv] 
Ouod adnotare sufliciat. 

Jam relationes eolligamus praeeipuas inter quantitatos quaesitas et 
datas, quae e 23) et 47), quibus iliae determinantur, seqzuantur. (uas 
omnes e problemate antecedente, factis, quas indieayimus, mufationibus, 
sine caleulo desumere jieet. 

18. 

Primum e formulis 13) derivamus sequentes, quibus co@fhieientes 
utriusgee substitutionis alterae per alteras, cognitis ipsis G, G’, linca- 
riter exprimuntur ; 


25. C. G. J. Jacobi, de transformatione integralis duplicis etc. 


0) 
— 
— Gl Aa 
G'c + BB’ +Cy” 
— = 4 BB’ 


327 

Ga Aat+Aa+ 
— Gß =Ba+Pa’+ 
Gy — + 
LAN" 
— = Bb + Be 
= Cb+-CH 


In formulis $. 15. praeter mutationes indicatas loco 


ponantur 


/ 


unde fit: 
6)! 
—= CC— CC — 
BC —B'C'— 
AB— 


PB" 


4d 4 


2 ig’, ig", 

p=d4A— DD — CC 

CC 

= 

= 4"4—B"B — 

AA — — CC. 


Ouibus positis, e formulis 28) obtinemus: 


= la +n'ß+ m'y 
— 66ß = 
— 
la’ + n' 4 
2’ P’+ 


62) 


— 
— GGa' = ga‘ a‘ 


= pa 


— ya‘ 


c — pe gie“ 
GG — ge” 


Formulis 57), 60), 62), quae prae ceteris memoratu dignae sunt, alias va- 


rias addere licet, 
antecedente derivari possunt. 
persedemus. 


quae ex illis facile sequuntur, vel etiam e problemate 
Quibus apponendis, cum in promtu sit, su- 


Addimus theorema sequens, quod e theoremate $. 13. proposito flnit: 
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Theorema. 
„E qualibet formularum inventarum deriyari petest 
altera ei respondens, si in locum quantitatum 


A, b, C, 
G’, G”, 
substituuntur respective sequentes: 
B'’'C—BC" C'A -- CA" A'B-—- AR" 
BC'— BC AB'— AD 
A A A 
1 1 1 


unde etiam pro ponendum Quod patet recipro- 
cum esse, id est, ubi illa in haee abeant, simul etiam hace 
in illa mutari.” 
Designamus aufem rursus per A expressionem: 
«quae per mutationes indicata immutata manet, unde etiam in hac quaestione : 
A 666”, 
Ope theorematis propositi e lormulis 57), 59), 60), 62) statim alia for- 
mularum systemata derivare licet. Ita videmus, posito: 
P —= BC’ eosd® — 
— (C' A— C4')cosd — B— AB") sinD] cos 
— — BC — — C/4) cos® — (AB'— 4'b)sind]| 
sequi e 99) hane: 
P G'G"-—- — GG’ sinn sind 
Simili modo per theorema idem e theoremate paragraphi untecedentis alte- 
rius integralis quadruplieis translormationem obtinemus. Jam ipsos in- 
cognitarum valores adstruamus. 


19. 
tformulis $. 14. seguitur, 66, esse radices diversas 
aequationıs cubicae sequentis: 


25, 


65) 
(B'C’— — 

+-x 
— (RC 

— [4(b’C" 
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— [44A—BB—CC— HA DB + 
— (B"C— + + (A"B— AB") 
— + 
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— CA} +(AB'—4'B) 

+ = 0, 


uam etiam his binis modis repraesentare licet: 


66) + m)(e-+n) — + m) + (cn) 


() 


| 


— 2999 


Inventis GG, G’G’, nancisceris co@ffieientium substitutio- 
num quaesitarum per formulas sequentes: 


(GG -+m) (6G-+n) — vr 


_ (GEHE 


Producta porro sequentia, cognitis ipsis GG, vationaliter 

eruuntur: 


-—1)-Hm!n! 


68 — 
) By (GG (GC — 


Ay! ’(G’G'— 1) 

GG) G’G‘) 


m’ (GG -- m) —n' 
Journal d. M. Bd. VI. iltt. 4. 


— == 


Crvlle's 


— 
G—p)+ 
(GG — GG) 
(G"G"’—p) 


760 GC”) 
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/ / 
( —66)( — GG) — 
n! (GEF !’ m’ (GG gg‘ 
(GG — (GG — GG”) (GG — G’G’) (GE — GG’) 
| GG) (676 — GG’) (G’G’— GC) — EG 


In locum formularum 67) etiam has substituere possumus: 
69) (1— G6G’G’) G” 6) — m — 

(66 — GG —6”G”) 

etc. etc. etc. 


K 67) ipsae cocilicientes quaesitae per extractionem radicis quadra- 


/ 


ticae proveniunt; signa ipsarum &, a, b pro arbitrio assumi possunt, 
quibus deinde reliquarum signa determinantur per 68), advocatis ac 
tionibus: 

Cognitis coölhcientibus substitutionum, ipsae rationaliteı 


exprimuntur ope formularum 60), unde de signis ipsarum G, uihil 
arbitrarii vrestat. Ouarum insuper una e reliquis determinatur per aequa- 
tionem: GGG’ 
20. 
Allatis, quae problematis propositi resolutionem completam concer- 
adiungimus, quae sequuntüur. 
E. formulis 45), 60) facile Auumt sequentes: 
Ga — G’b cosn — G’ csiu;; 


G a’! — G’b’ — c/sın 


@— a! — 


— @' cos — @" sin ?, 

G — G’a’cos — G’ sind 
a—bcos# — 

Gr — cos — Gy” 
a— bcos#— csind 


A +4 = 


B cosy — 


C — 
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e 43): 
66 — — 6" G’ sin?» 
cosn — sinn)? 
B’ cos y siny)?— ( cosw-4- sin 
GG — cos? + — sin? 
(a —bcos#— csind) 


Ouae tormulae, cum sit 


has suppeditant: 


- 


—csin 


— 
@ — cosn — sin 


( p 


ON 
IV \6G — sin? 7) 
SV + 4"sinw)?— (D+ B’ cos B" sin — (U + C’cosır + C" sin 


suae integralia etiam hunc in modum repraesentare licet: 


2) 
Fr +mcos’p-Fnsin® 21 cosp sing 2m‘ sing + cos)? 
Utraque videmus per 72) in eiusdem formae integralia transformari, quae 
nonnisi limitibus inter se differe possunt. 


His addimus considerationes sequentes, quibus theorematum inven- 
torum insignem confirmationem nanciscimur. 
Sit brevitatis causa: 
R=4+4DBcosp+ Csin (A’+D’cos p+ C’ sin p) + + sing) sin 
= Ad+4cosw+ A'sinyp+ cosp (C+ C’cosy + sin p; 
proposita aequatione 
A=0, 


eruitur: 


=Y[(B+ B’cosw +B” sinw)? +(C+C’cosyp+ C’siny)?—(A+ A'cosıy + sinap)?] 
nn 
(55) = — (4J'+B’cosp + C’ sin p) sin + (A’4+D’!cos C”singp)cos 
=V [(A’+B’cosp +C’sinp)?+ cosp+ Csinp)?]. 
43" 
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Differentiata autem aequatione R= pi prodit 


04 
sive ex antecedentibus: 
op 
cosp +C’ sin p)*+ cosp p)?] 


+ +B’cosyw+ +0’ cosy +C” sin w)’— (A+4'costy +4" sinw)?]" 
Cuius aequationis differentialis integrale est aequatio, e cuius illa dilleren- 
tiatione nata est, R=0, et facile patet, integrale esse completum. 


Eodem modo, proposita aequatione: 
G — G’cosn 0089 — G”sinysin$ 0, 


fit differentiando: 
en 


G’ sind — sinn G’sinn cos" — cosn sin 
ex aequatione autem proposita sequitur: 
G’cosn sin $ — GC” sinn cos$ y(G’G’cos’n + sin’a— GG) 
G’ sinn cos$ — G” cosn sin$ Y(G’G’cos®’7 + 66), 
unde aequatio dillerentialis fit: 


on 

V (G'G’cos’7+ sin? 05T V (G’G’ cos? — GG) 
cuius igitur integrale est: 

G— G' — G” sinn = (0, 
et facile probatur integrale completum esse. Jam quoties per certas quas- 
dam substitutiones aequatio diflerentialis proposita in alteram abit, per eas- 
dem etiam integralia earum completa in se invicem abire debent, et vice 
versa. Videmus autem per 72), aequationes illas diflerentiales, adhibitis 
substitutionibus nostris, in se invicem abire; per easdem igitur aequatio 
R=0 in hanc mutari debet: 

G — G’cosn cos$— G’sinnsin$ = 0, 
quod e 58) fieri patet. 

Alterum, quod adnotare placet, hoc est. E formula 53): 

tang}(@— 9) tangi = 
sequitur, angulos 3 (9 eodem semper tempore crescere vel 
decrescere, atque utrumque simul 7 augeri, ideoque ipsos n 
simul quantitate 2% augeri. Idem de angulis W, $ valet. Hine fit e 59): 


== 0; 
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, ra) als ra) 
G — G'cosn cos #— G’ sinn sind 


G— cosn cos 4 — 6 sinn sind 

E notis autem calculi integralis praeceptis fit: 
1 

1 

TV cos p+Csin sin cos p+C”sin p)* 


1 
R 


1 
siny)?— (B-+-b’cos w)?— (C-+-C’cos w)?]? 
1 1 
G — G’cos# cos — G” sinn sind V (GG GG”sin? 
1 1 


27. 7 G — G’cosn — sind V (GG—G’G’cos? 
Quibus substitutis in 73) formulae 72) proveniunt, quas igitur ambas via 
maxime directa de unica 59) decurrere videmus, 

Ut integrale duplex propositum respectu utriusque anguli per 
totam peripheriam extendi possit, expressio RA pro nullo valore reali ipso- 
rum ©, evanescere debet, quo casu substitutiones nostras semper reales 
fieri, a priori in introductione comprobatum est. 

Per transformationem binorum integralium simplicium, quam for« 
mulae 72) suppeditant, substitutiones propositae omnino determinatae sunt, 
unde translormatio integralis duplicis ad illorum transformationen revoca- 
tur, quod est problema notum. 

Quemadmodum per theorema $i 18. de transformatione integralis du= 
plicis propositi alterius integralis duplicis transformationem deduximus, ita 
etiam de formulis 72) binorum aliorum integralium simplicium transforma- 
tionem derivare licet, quam in introductione adstruximus, 


Kadem ratione, qua formulae 72) demonstrantur, comprobatur sequens 


Theoremı 


„Posito 
P— A a — b’u — cv 


| 
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lesignantibus eoöffieientibus &, ß ete. idem atque in ante- 
cedentibus, fit: 

f’ 


os’ os’! 


dw" 


= 
IV vv) — GG" 


qnae integralia duplicia, adhibitis 61), etiam hunc in modum 


exhibere licet: 


w’ wr 
Utraque videmus, uti integralia 72), in eiusdem omnino for- 
mae integralia transformari, quae non nisi limitibus inter 
se differre possunt.” 


Per theorema $i18. ex hoc theoremate duorum aliorum integralium 
duplieium transformationem derivare licet, quibus adscribendis supersedemus. 

Dedimus antecedentibus solutionem problematis propositi comple- 
tam: simul demonstrayimus, eandem analysin, qua ad solutionem illam 
usi sumus, problemata maxime diversa amplecti, duorum integralium qua- 
drupkeium, sex integralium dupkeium, quatuor integralium simplicium trans- 
formationem. 

Uis alias paucas annectimus observationes, quae cum maxime al 


quaestiones eognatas pertineant, et has nostras quaestiones aliquantulun 
illustrare eredimus, 


21. 
Quaestiones antecedentes solutionem completam continent proble- 
matis, ad «quod adeo problema propositum revocatur, intesrale 


eg 


pp 2l’cosy sing 
substitutiones 


= 
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transformare in hoc simplieius 


V(L—Mcos®7—NX sin’ n)’ 
inveniuntur enim Z, M, N ut radices aequationis eubicae 66); quibus ın- 
ventis e 67), 68) co@flieientes substitutionis adhibitae determinantur. 
Observare convenit, per substitutionem eiusdem formae integrale 
:lud etiam in hanc formam transformari posse: 


en 

JV(L—!lcosn)? 

«wod quibusdam casibus non sine usu ft. Transiormationem illam, ın- 
iroduetione probavimus, realem in modum succedere, 4quoties expressio 
sub radicali 

/ + mecos®’® + nsin’® + ?l’cos® Im’ sin® + 2’ cos@ 
aut pro nullo valore reali aut pro quatuor valoribus realibus anguli @ eva- 
nescat. MHanc autem transformationem realem in modum succedere, pro- 
batur, quoties expressio illa aut pro nullo aut pro duobus tantum valorı- 
bus realibus anguli evanescat. 

22, 

Porro vidimus antecedentibus, transformationem illam convenire cum 
problemate geometrico de axibus principalibus superfieiei secundi ordınis 
investigandis. Quo utriusque problematis consensu fit quidem, ut utrique 
idem sit calculi decursus, eadem, levi mutatione facta, expressionum ana- 
iyticarum, quibus incognitae exhibentur, formatio; quae tamen ea est mu- 
tatio, ut nullo modo valores numerici incognitarum alterius problematis ex 
altero desumi possint, cum adeo, quae in altero reales sunt quantitates, 
in altero imaginariae existant. Aliud autem exstat problema geometrieum, 
quod analytice tractatum cum illo ita convenit, ut mulla omnino mutatione 
facta, eadem analysis, eaedem formulae utrumque absolvant, iidem incogni- 
tarum valores prodeant. Quod problema, e perspeetiva sive proiectione 
centrali petitum, hoc est: 

„datis in eodem plano duabus sectionibus conicis, de- 
„terminare situm oculi (centri proieetionis) et tabulae 
„(plani, in quod proiicitur), ut sectiones conicae pro- 
„iectae fiant concentricae atque insuper altera eirculus.” 
Simili modo alteri problemati de transformando integrali proposito in formam 


V(T,—Mocosn) 
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respondet problema geometricum hoc: 
„datis in eodem plano duabus seetionibus conicis, deter- 
„minare situm oculi et tabulae, ut utraque proiecta fiat 
„eirculus.” 
Ouorum problematum solutionem geometricam apud Cl. Poncelet, virum 
mirifice in quaestionibus geometricis versatum, videre licet in opere cele- 
berrimo „De proprietatibus figurarum, figuris proiectis manent.” 
Problemata autem illa geometrica cum nostris convenire, facile 
hune in modum patet. 
Sint y, z coordinatae puncti in plano figurae propositae, s', s’ 
eoordinatae puncti proiecti in plano tabulae, facile probatur, inter utrasque 
coordinatas obtinere relationes sequentis formae: 


uarum coclhcientes a situ oculi et tabulae pendent. Ponamus, in plano 

ipsarum y, x datum esse eirculum, cuius aequatio sit 
1—yy—::=0, 


t 
| 


simulque sectionem conicam, cuius aequatio: 
+ 

Ouibus in aequationibus substitutis valoribus ipsarum quos apposui- 

mus, prodeunt aequationes sectionum conicarum, in «uas datae proiiciun- 

tur. Sint coöffieientes 5 etc, eacdem, quas in «uaestionibus antece- 


dentibus determinavimus, fit: 


unde figurae proiectae aequationibus definiuntur: 
quae sumt aequationes eirculi et seetionis conieae ei concentrieae, ad axes 


principales sectionis conicae relatae. 
Sint rursus coöilicientes substitutionis z,  ete. ita determinatae, ut fiat 
1— s’s’ — s’! s'! 


l—yy—:: = 


ıdeoque, ut antea, circulus proiectus renascatur circulus; jam vero pona- 
mus, etiam alterius seetionis conicae proiectionem eirculum fieri: emus ae- 


| 1— — 
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«uatio, siquidem axis ipsarum s’ per utriusque circuli centrum ponitw 
forma gaudebit: 


P— a) — 0, 
unde obtineri debet aequatio: 
Ilam quia simul evanescunt, ubi ponitur 


z=sin?, simul ponere licet, = cos7, s’=siny, unde ae- 


quatio proposita in hanc abit: 


+ sin® + 2 rm’ sin® + 2n’cos® 
— N cosn 
— — a” sinn)?” 


siquidem : 
20a =M. 


Hinc, cum ex aequationibus, in quas substitutiones propositae abeumt: 
cosn — "sinn 


cos 
— y!cosn — 
— cos — sinn‘ 
sequatur 
— a cosy — 
obtinemus: 


© f =/ 
Fuss: cos? p-Fnsin® g +21 cosysing-+ 2m V(L—MHcosn)? 
quae igitur transformatio et ipsa e solutione problematis geometrici statim 


provenit. 
Neque consensus ille quaestionis geometricae et analyticae tam sin- 


gularis videri debet. Nam cum certis quibusdam configurationibus certae 
expressiones analyticae respondeant, ubi per proiectionem sive aliud quod- 
libet instrumentum geometricum configurationem datam ad simpliciorem 
vel magis regularem revocas, simul expressiones analyticas, quibus conli- 
guratio continetur, per substitutiones idoneas, quae instrumenti geomefrici 
locum tenent, in simplieiores transformatas habere debes. E qua obser- 
vatione haud raro ab elementis geometricis ad graviores quaestiones ana- 
Iyticas transitum petere licet, qualem antecedentibis indigitavimus. Ita 
universas de proiectione centrali quaestiones, quales Ch. Poneelet in 
opere laudato instituit, adhibere poteris ad trausiormationem Iunctionum 
duarum variabilium quae per substitutiones 
Creile’s Journal d. M. Bd. Vill. Hit. 4. 44 
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> rn ats! 3 


obtineri possit. Nee non vice versa eiusmodi transformationem , uti vidi- 
mus, ad quaestionem geometricam transierre licet. 

Quod cum nec usu nec elegantia careat, generaliter cocflicientium 
substitutionum signilicationem geometricam, «ua in proiectione centrali gau- 
dent, quam breviter licet, exponamus. Unde singulis casibus sine negotio 
constructiones geometricas, quae calculo respondent, eruis, sicuti in altero 
problemate geometrico exempli causa monstrabimus, quod via analytica 
eonstruendi, negotium inextricabile videbatur. (C#. Poncelet TZraite des 
proprietes projectives etc, pag. 60. notam.) 


Theoria analytica generalis projectionis centralis. 


> 
23. 


Sint igitur, ut supra, y, > coordinatae puncti in plano figurae pro- 
»ositaec, coordinatae puncti proiecti in plano tabulae; datis aequa- 
tionibus, (uae inter utriusque puneti coordinatas obtinent: 

B— 


a — as — 
determinandi sunt per co@flicientes &, ß etc. 1) situs tabulae, 2) situs centri 


‘dd | 


proiectionis s. oculi, 3) situs axium coordinatarum in plano tabulae. Situm 
tabulae determimabimus per intersectionem eius cum plano figurae et an- 
gulum inclinationis utriusque plani. Oculum determinabimus per intersec- 
tionem plani figurae cum plano tabulae parallelo, quod ex oculo ducitur, 
per punetum, quo perpendieularis ex oculo in hanc lineam ducta ei ob- 
venit, et per ipsam hane perpendicularem. Axes coordinatarum in plano 
tabulae determinabuntur per puncta et angulos, quibus illae intersectioni 
tabulae et plani figurae occurrunt. 

Aecjwationes inter coordinatas puneti propositi et proieeti cum im- 
mutatae mancant, co@flieientibus z, 3 ete. omnibus in constantem arbitra- 
riam ductis, statuere placet: 

sit porro brevitatis causa: 


= u, 
P = —ec, a = ec’, — 


unde vice versa etiam: 
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= u, = —a, be 
— be) + a" —c + 1, 


QOuibus statutis, ex aequationibus 


sequitur: 
1 
b' 
07) 
a’ ce! =— 5 
4 a st at 
ideoque vice versa: 
a—b'y— cz a'—b"y— cz 
a —by--cz’ a—by —cz 


Construatur in plano figurae triangulum #44", ceuius latera AA". 4A, 
4A' dantur per ae«uationes: 


unde inveniuntur coordinatae 
ipsius Arc... 
[04 & 
4 
Pr 
IDSMIE 
a?’ 
[71 
4 
IPSIUS d a" 
dd 


Facile patet, axes ipsarum s/, s” esse proiectiones linearum 
44", ideoque initium coordinatarum in plane tabulae 
esse proiectionem puncti -/. Porro, !ineam #4" proieetam in 
infinitum abire, sive designante O centrum projeetionis, pla- 
num OA’4' esse tabulae parallelum. 


sequitur, axes coordinatarum s“ linsis OA, 04 
parallelas esse, ideoque, ubi illas orthogonales statuimus, au gulum 
A'GA' esse reetum, sive oculum in sphaera positum esse, 
cuius diameter 

Contemplemur intersectionem communem plani tabulae et figurae pro- 
positae. Quae cum sit lineae parallela, aequatione exhibetur formae. 

a—by—cz: =d. 


44 
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Quae aequatio, substitutis ipsarum y, z valoribus, in hanc abit: 
/ 
—u's') = 1, 
quae est aequatio eiusdem lineae, in plano tabulae ad axes coortinatarum 


>, relatae, B‘, puncta, quibus haec linea axibus coordinata- 
rum s’ oceurrit, sit porro P initium coordinatarum s’, fit: 


ad—1i a! 
unde etiam, cum triangula O44', similia sint: 
OA' 
04 


A puncto O ducatur perpendicularis O4 in lineam 44”, fit: 
unde cum coordinatae ipsorum 4‘, A” sint 


ayl [77 


»rodeunt puneti coordinatae: 


a’ ß + p y' + a’ 


Porro nanciseimur: 


V(bb--cec) 


— Viohb-Ler) 


Determinatis puncto et linea O4, iam videmus, oculum in peri- 


pheria eireuli situm esse, cuius centrum 4’, radius O4, planum lineae 
2” perpendiculare. 


Puncta 3‘, B” in plano figurae propositae etiam considerari possunt 
ut interseetiones lineae B’B” cum lineis 44, unde invenmumntur in 


plano figurae propositae coordinatae 


. 
B b) a' 


ınde, it: 


Alia autem via invenitur: 


quibus valoribus inter se comparatis, obtinemus: 
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Inventa d, linea B’B’ sive intersectio tabulae et plani figurae propositae 
omnino determinata est. Unde iam ommia, quae proposita erant, determi- 
nata sunt praeter angulum inclinationis tabulae et plani hgurao propositae. 
Observo autem, per coordinatas punctorum 4, 4’, quae sunt quan«- 
titates sex, per punetum 4‘ in linea #4” positum, cuius determinatio 
quantitatem septimam requirit, atque per distantiam O4’ oculi a linea 
4’4', quantitates novem «, ß, etc., inter quas iam ae«quatio, quae arbi- 
trarıa erat, statuta est: 

prorsus determinatas esse. Unde angulus inclinationis tabulae 
et plani figurae propositae arbitrarius manet, quippe a quö 
coöfficientes #, ß etc. non pendent. Quod etiam faeili considera- 
tione geometrica patet. Hinc simul sequitur, ex ipsa natura projeetionis 
situm oculi absolute determinatum non esse; sed locum eius fore periphe- 
riam circuli, cuius centrum in linea 44 positum et cwus planum ipsi 
A'A'" perpendiculare, vel etiam superliciem curvam, quae rotatione curvae 
circa lineam generatur. 

Jam antecedentium applicationem monstremus exemplo sequente. 


24. 
Problem 

„Datis in eodem plano duabus sectionibus conicis, de- 
terminare situm oculi et tabulae, ut utraque proiecta fiat 
ceirculus.” 

Solutio. 

Antequam ipsam problematis propositi solutionem aggrediamur, pauca 
de chordis idealibus, quas Cl. Poncelet appellavit, antemittamus, ne- 
cesse est. 

Data linea in plano per dua eius puncta, saepius fit, ut puneta ima- 
ginaria fiant, linea realis maneat. Quod semper accidit, quoties coordinatae 
alterius: p+2g, p’+ig‘ 
alterius: p— 9, 
designante Z rursus Y—1. Quippe ex aequatione lineae per utrumaque 


punetinn ductae quantitates imaginariae abeunt, quae per regulas notas 
invenitur: 


Nee non utriusque puneti centrum inyenitar reale , quippe cuius coordina- 
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tae erımt >, OQuadratum autem distautiae invenitur aequale quantitati 


— 

Proponantur ijam in eodem plano duae curvae algebraicae, quae 7 puncta 
sive realia sive imaginaria communia habent; e regulis notissimis algebrai- 
eis puneta imaginaria semper bina inter se coniuncta erunt, ita ut, quoties 
alterius coordinatae sunt p +19, alterius sint p — ig, p'—ig', ideo- 
que linea utrumque iumgens realis sit. Quam lineam realem, omnibus chor- 
dae eommunis proprietatibus gaudentem, neque tamen realiter puncta com- 
munia iungentem, Cl. Poncelet chordam idealem communem vo- 
cavit. Nec non ex ils, quae supra diximus, centrum chordae idealis reale 
fieri vidimus, quippe cuius coordinatae sunt 2, 9. Quantitatem autem 
v’gtg'g) Cl. Poncelet semichordam ideaiem vocavit, quippe 
cuius quadratum negative sumtum quadratum semidistantiae binorum 
jpunetorum imaginariorum constituit. 


His antemissis, ad problema propositum accedamus. Sint aequa- 
tiones seetionum conicarum propositarum : 


Oxibus in aequationibus substitutis ipsarum y, valoribus: 


aeiationes duorum ceirculorum prodire debent. Ut altera proiectio cir- 


eulus evadat, aequationes conditionales obtinemus: 

= U. 


Onarum in locum sequentes duas substituere licet: 
+ 27 y’—iy) + y—iy Ya + 
K quibus patet curvae propositae, cuius aequatio: 
= 


bina puneta imaginaria esse, quorum coordinatae sunt 
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alterius: 
a— ia a’ — ia" 


Aeryuatio lineae, quae per illa transit, fit: 

sive e denominationibus supra adhibitis: 

quae erat aequatio lineae quam igitur videmus necessario chordam 
idealem curvae propositae fieri. Simul centrum chordae coordinatas habet: 


quod igitur videmus esse punctum A’. Semichordam idealem nanaıseimwur: 
Vie at ( y! y"' 7 +c c) 


a! a? 

quae ex antecedentibus est linea O4’. Unde videmus, ut curva proieeta 
liat circulus, oculum in peripheria circuli statui debere, euius centrum est 
centrum certae cuiusdam chordae idealis, euius radius est semichorda idea- 
lis, et ewius planum chordae ideali perpendieulare; tabulam autem accı- 
piendam esse parallelam plano per oculum et chordam idealem ducto. 

Eadem etiam de altera sectione conica proposita valent, cuius pro= 
‚ectio nt circulus fiat, puncta illa imaginaria in hac quoque sita esse 
bent, unde linea per illa transiens fit utriusque sectionis conicae chorda 
communis idealis. Quae est constructio quaesita, a Cl, Poncelet loco 


eitato exhibita. 
Jam ad observationes alias transeamus, 
23. 

Dedi olim in Commentatione de singuları quadam duplieis 
integralis translormatione (v. Diarium CGreilianum, Vol. IH. 
pag. 234 sqq.), theorema memorabile, designante 2 funetionem quamliber 
integram rationalem secundi ordinis quantitatum cos), cos®, sin @ 
huiusmodi: 

e = sind? cosß?+ a’ 
2b’ +2’ sin d cos® sin® 
sind? cos ® sin® cos sin sin 
integrale duplex indefinitum 


9 
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iransformari posse in hoc simplieius: 
sinenc# 
+ G’cosn?* G”sinn* ? 
idque per substitutiones formae 
a” siny cosp-+ sin p 
P+ cos au + sin cosp + sin w sinp 
cos siny cosp sin ysin p? 
sinysiny = 5-5 
De quo theoremate, observo, prodire theorema $. 20. propositum, ponendo 
sinycos®=y, sinVsn®=z, sinysin$=s”, 
atque insuper in expressione ipsius e: 
quo casu e formulis loco eitato traditis fit: 
Pauca hoc loco de substitutionibus illis, de quibus loco citato brevius actum 
est, addamus, Quemadmodum enim substitutionem: 
P— — "sinn 
— «sinn? 


cosn = 


— y'cosn sin 

— «a! cos — a” sinn 

ad relationem simplieissimam inter tangentes arcuum 3 (P—P), 
revocavimus, ita illis quoque multo complicatioribus reductionem similem, 
eadem simplicitate gaudentem, applicari posse videbimus. Porro monstra- 
bimus, quomodo sedeeim substitutionis co@fficientes, inter quas decem re- 
lationes locum habent, per quantitates sex commode exprimantur. Rela- 


tiones inter coöfficientes, quibus cum in fnem utemur, loco citato demon- 
stratas invenis *). 


Statuatur 
atque eligantur sex «mantitates novae tales ut fiat: 

4 + 8” cos® — sin 

unde cum inter coöflicientes novem relationes sex notissimae locum ha- 
bere debeant, e quarum numero uni 


cos®d sind = 


*) Quantitatem arbitrariam, loco citato per k designatam, hic ponemus =1. 


29. 6.@, J. Jacobi, de transformaltione integralis duplicis etc. 345 


MM‘ MM MM 


“om safislachm est, e quantitatibus sex assumtis etc. unam pro ar- 


uirio determinare licet, quo facto reliquae etiam determinatae erunt. 


Stafuatur porro: 


/ 
/ = / 1 / Ü 


i 
2 
2 


ideoque 


| 

> 

> 


vorro ht: 


MM yo 2. Yo, == 


ideoque : 


Crelle's Jeurna! d. M. Pd. Vill. Bit, 4. 45 


| 
£ 
1 | / 
unde, cum eham Sit: 
3 
nn nn 
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De quibus formulis sequitur aequatio identica: 
| 


+ [&, cosn + ß, siny cos$ + y, sinn sin 9]? 
+ cosn + P, sinn c0s$ + sinn sin$]” = 


Substitutiones propositae etiam hunc in modum repraesentantur (l. c. p. 240.): 


cosy = << 2 
— a cosn — P sinncosd —y siuysind 


sin cos® 


— cosn — sinn cos — sinn 
— P y sinn sind 
a — cos —y''sinn sin’ 
snysnd = — 
— cosn — P sinncos®— 7 sinn sin’ 


de quibus per formulas traditas derivantur sequentes: 
M + + sind cos® + sind — 
(—M) M-+ a@cosn + sinn cos# +7 sin sin 
— @cosn — sinn cos# —ysinn sind? 
+ e’sinv cos® + sin® = 
&, cosn + sinn cosY + y, sinn sind 
— sinn — y sinn sind? 
+ sind cos® + sin® 
@, + sinn cos# y: sin sin 
— Psiun —ysinysind" 


lam licet: 


1—tt— uu 

21 

+ sind + siny sin? = 
2u 


+ sind eos® + sind sin® = 


quippe in utraque aequationum parte summa quadratorum ft =1, 


liter licet: 


7 + sinn cos$+ sing sin 

@,cosn + ß, sinn cos$ sinn sing —= 


&, + B,sinn cos$ + Y, siny sind 


Simi- 
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unde iam relationes, quae inter angulos W, ® et 7, 3 propositae erant, ad 
relationes inter quantitates £, u et u’ revocatae sunt. Obtinemns autem: 


cos ap + sinap cosp + sin sing 
MT + 0" sin cosp + 0°" sin sin y 


M d'cosw 0" sinwcosp—+ sin w sin 


a, cosn sinn cos # + sinn sind 
IT + ysinny sind 
/ / 
u’ @,c057-+ sinncos® y, sinn sin 


cos n + Psiny + sin sin 
Ouapropter relationes illae inter u et u‘ in has simplicissimas redeunt: 
t=(d+M)t, u=(-+-M)u‘ 
Quae sunt relationes quaesitae simplicissimae, ad quas substitutio proposita 
revocatur. 
26. 

Expressiones sedeeim per quantitates sex hunc in 

modum naneiseimur.  Ponatur: 


sin DJ’ ®! —= cosD’ = cosD’ sınE' 

— sın D' —= cosE" = sinE" 


ubı propter relationes, quae inter novem quantitates illas locum habent, fit: 
sinD" = — yY[cotg cotg(E’ — E*)] 
= — yJeotg(E' — eotg(E’— 
sinD"= — EN], 


quas aequationes, pPosito 


cos (E— E') cos = — Ah 
ıta rvepraesentare licet: 
— A — A - A 


tang NV — 


tang D 


tansD’ —— A 
cos (E"— E')? cos(E'"— E')? cos (E’— E", 


Ouas formulas ıninus usitatas, quarum ope novem eiusmod: quantitates, 
inter quas relationes sex intercedunt, per angulos tres 
exprimuntur, Cl. Euler olim adnotavit (v. Diar. Crell. Vol. II. p. 188.). 


Simili modo ponatur: 


ommode 


[44 . 
— == sın d %, A cos a, cos Asın A’ 


45 * 


% 
4 
| 
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— =sinD ß,=cosD cosPB' ß, == cosB sin 


== Yı = c0sÜ cosC’ Y = cosC 


ubiı rursus; 
sind == — Y[eots(C’— .4') cotg(#’— BN)] 
= — eote CN] 
— yYleots(b’— C') — 
sıve etiam, pPosito 
cos A) = — AA, 
hit: 


| 
— 


tans A = —— tang = —— 
cos (B’—C’)? cos (C’— 4)? 


N 4 AA 


iam e traditis faeile sequitur: 


/ j 
BER i 
11 
= 
00 
WIN 
© 
eo 
/ 


> 
| 
en 
> 
> 
y 
[27 


= 
Unde, posito insuper M = tangz, sedecim coöfheientium expressioncs ob- 
tines sequentes: 
—=tangusind, B=tanzesnB, y=tange= sinC, 

seen; = tangesinD, 0’ =tangesinD‘, tang a sin 
a’ = seca sin D’'sind cosD’ cos 4 cos (E'— 4’) 

= sec sin D'sinb cosD’cosBb cos(E— PR‘) 
= sin D’sinÜ cos D’cosC cos (E— 


wa - 
tans U — 
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= sin D" sin f-+-cosD” cos 4 cos 
ß’ = sinB + cos D” cos DB eos (EZ — 
y' = sin sin + c0sD“ cos C cos (E’—C') 
seck sin D’’sin + cos D'’ cos A cos (E’— 
2 == sin sin + cos D’cos 2 cos 
== sin D’ sin cos cos € cos 


Angulos D’, D“, per differentias ipsorum E/, E’, angulos 
per di/Terentias ipsorum 4’, BD’, C’ expressimus, unde sedecim 
stitutionum propositarum per angulum et dilieventias angulorum 


DB’, C', quae sunt quantitates sex, expressas habes; erat propssitum. 


use 


Trausiormatio integralis duplieis 
Opew 


quae per dietam substitutionem obtinetur, et ipsa, sieuti transtormatie 


integralis simplieis, introduetis quantitatibus imaginartis, ad aliud probien 

algebraicum revocari potest, quo agitur, per ENG 

quae identice efliciant: 

simul expressionem: 

transformare in hanc 
Gww+- + 

Statuatur enim: 

unde ponere licet: 


——isinfcosp, — == 


porro loco quantitatum : 


a, a, a, at, b, 
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ponaftur respective: 

et loco «quantitatum: 

ponatur respective: 

nee non loco G’, G”, ponatur — — 6”, — GC’. facto 
aequatio: 

facta divisione per in abit: 
3 
+ cosw+ sin @ sin u]? 
nee non substitutiones in supra adhibitas abeunt; de quibus cum facile 


sequatur: 
. „ffe ( 2 ( )| sin 
sınY ow/ \og sing +0" sing sin 


obtinetur transformatio proposita: 


Adnotabo, problematis algebraici solutionem nuper admodum dedisse Ol. 
Cauchy in Commentatione, cui inseriptum est: Sur Peguation @ Vaide 
de laqguelle on determine les inegalites seculaires des mouvements des 
plunetes (ef. Exercices de Mathematiques Vol. IV. pag. 140. s99.); quo 
ille loco problema ad transformationem similem functionis homogenae sc- 
eundi ordinis euinslibet numeri variabilium extendit. Nec non transfor- 
matio integralis per eandem analysin ad numerum quemlibet variabiliun: 
et quemlibet ordinem integrationis extenditur. Generaliter enim probatur, 
designante 2 functionem quamlibet integram rationalem secundi ordinis 


uantitatum 
cos®, sin®cos®,, sin®sin®, cos®,, sn®sin®, sin®,cosQ,, 
sin® sin®, ....sin®,_,cosQ,, sin®sind, ....sm®,_,sin®,, 


integrale (2 + !)teplum: 
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transformari posse in boc simplicius: 


’ 


in quo Junctio 7 est summa quadratorum expressionum: 
sinn sin, SiN7,.... , 

singulis in quantitates constantes ductis; expressiones autem eum in linem 
in locum quantitatum cosQ, sin® cos®, etc. substituendae sunt, ufi supra, 
Iractiones, quarım et donmominator et numerator functiones lineares ipsa- 
rum C0S7, Sin? etc. 

Unde transformatio integralis simplieis, de qua initio locuti sumus, 
ab Eulero olim in Institutionibus calculi integralis proposita, iam ita am- 
pliicata est, ut perinde de integralibus ztuplis functionum r variabı- 
lium valeat. 

28. 

Hisce disquisitionibus finem imponamus proponendo theorema no- 
vum ac memorabile, «quo etiam theoremata $. 20. allegata, aequatio- 
nis differentialis 


C'sinp)’+ cosp y)* ] 

+ sinw)?+(C+C’ cos +C" sin — (A+.A4' cos sinw)* ] 


ıntegrale esse aequationem: 
+C’ sin cos cosp+C” sin y) sin 
=(, 
vel casu speciali, ad quem generaliorem illum revocavimus, aequationis 
differentialis: 
V (@G’G'cs?n + sin®n — GG) V (G'G' sin?4— GG) 
integrale esse aequationem: 
& c0os$+ G’sinysin$ = (0, 
ad integralia duplicia extenduntur. Quibus theorematis cum theoria 
de additione integralium ellipticorum superstructa sit, qguod universae theo- 
riae functionum ellipticarum prineipium est, extensionem illam attentionem 
seometrarum mereri credimus. 


lv 
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Propositae sint inter angulos et N, 9 acquationes duae sc- 
uentos: | 
a beos®-+ c sin®@cosY-- 
+ +5’ cos® + e’sin® -- d’ sn? sind] cos 
[a +5" sin® -+ d”sin@ sin: cos3 
+ sin sin sin$ 
quamı brevitatis causa designamus per 


9; Y)= 0, 


+ +P’cos? yY’sin® + 0 sin? sin 
+ cos: sin sin sin 9 
=U, 
uam brevitatis causa designamus per 
| = 0. 
quibus aequationibus, cognitis valores ipsarum 7, I eruere lieei. 
et integratio secundum instituenda in aliam secundum 


I instituen- 
transformari potest. 


Generaliter enim e theoria re in- 
teoralium duplieium constat, datis inter ©, 7, I aequationibus quibusiiht 


‚bi in altero inteprali expressio 
F\fjoll 
per ipsas in altero integrali expressio 
\oyp/ \öy 


per ipsas 7, 9 ope aequationum pro 


positarum exprimendae sunt. 
Ponatur brevitatis causa: 
+ esin +0 sn®dsny = A 
a’ + + + = 
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a’ +0" c0sd + c”sindDcosb - = 4 
a’ + b'cosd + c”sind + sind = 


+ ces®+ y sindcosb + sndsnv = B 
+ cos®+ + 0’ sind®sind = B' 
+2" cos + sind + 0” sind sind = 
arquationes propositas ita exhibere licet: 
F = A-.4'cosy + 4sinn cos$ + 4" sinnsing 0 
B-+D’cosn + sing cos$ + 


Simili modo ponamus: 


pourro . 


a a’ cosn sinn e’siny sing = C 
cosn + 5” sinn cos$ + 2’ sinysin$ = 
e + c’cosn ce” sinn cos$ sinysing = 
d-+ d’cosy-+ siny cos$ + sinysing = U”, 


OTTO: 
| cos) + «sinn cos$ + siny sind = 
+ P’eosy + B’ sinn cos$ + = D' 
y’cosy+ y”siny + y'sinysing = D" 
+0’ cosn + 0" siny cos$ + siny sind = 
acquationes propositas etiams hunc in modum repraesentare licet: 
I = C--0cosd + C’sin®cosy + sind siny = U 
II = D+D‘cos® + sin® + sind = 


Qubus statutis, investigemus primum valorem ipsius 
on/\c% 


= — 4'siny + 4 cosn cos$ + sin 


Kit: 


5) == — siny sing A siny cos< 

. 

= — B’siny + B” cosn cos$ + cos sin 

— B' sinn sin$ + 


prodit : 


\en 


A" cos + sinz sind. 


) 
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’rorsus eodem modo invenitur: 


1 F\ (ol 
Quas expressiones jam ope aequationum propositarum alteram per ®, /, 
alteram per 9, 9 repraesentabimus. 
Posito brevitatis causa: 
cos7=x, sinycos9=y, sinysing=z, 

datae sunt aequationes: 


unde, posito: 
per regulas notas resolutionis aequationum linearium sequitur: 
Rr — A' + Y (Ab — 4''B) — —A'b) 
Rz = 4'B' —4'B' + x(4AB"—4'B) —y(Ab'—A4'B). 
De quibus aequationibus deducimus sequentem: 
[z(4B’ — 
Alteram aequationis partem facile patet, fore: 
altera identica est cum expressione sequente: 
— [x (AB'—A'B) + y(4B"—4'B)+ DJ‘, 
quae, cum ex aequationibus propositis sit: 
(4B’—4B) + y(AB'—4"B)+ z(AB"'—AB") 0 


simpliciter in hane abit: 
(AB— + + (4B"'— 4" By, 
ınde nanciscimur: 
— — 4 BP — — 4" BP — 


'juae expressio investiganda erat, 
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Eandem patet etiam hune in modum repraesentari posse: 
— 

Quam formulam, adnotemus, etiam per formulas notas geometriae analy- 
ticae obtineri. 

P’onamus enim, esse initium coordinatarum orthogonalium, P, 
tria puncta, quorum coordinatae respective sint x, y, 25 A, 
b', ita ut distantia ipsius P ab initio O sit = 1; notum est, Tore 
ft sextuplum pyramidis OPP'P”; eandem autem quantitatem per formulas 
trigonometriae sphaericae habes: R= 
OP'.OP'’Y (1-co® PO P'cosPOP"cosP'OP") 
=0P'OP'yY 
Fit autem: 

OP = A444" BB") 
OP'cosPOP' = As +Ay+4'z = —4A 
OP'csPOP"= —R 
OP'.OP" cos P'OP" = 4D'+ 

quibus expressionibus substitutis, prodit: 
— 
uae est formula supra exhibita. 
Prorsus eodem modo, posito 
+ + (C’D’— CD’) sind sind 
ex aequationibus propositis 
0= + sind + C”sin® sinYy 
0= D+D'cosd + cosy + sind sin 
sequitur: | 
—= 


fnvenimus autem: n 
en/\0% 
4 ) T . 
\dw ow/\0p 


ex aegquatione: 


46° 


\ 
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posito INSuper 


U = sin®siny, 
deducimus hane valde memorabilem : 


R 5 f 


Observo casu speciali, quo 

funetiones A, easdem omnino functiones fore, alteram ipsarum ®, 
alteram ipsarum 7, 9% Quo igitur casu habemus theorema memorabile, 


integrale duplex 


substitutis in Jocum variabilium ®, ı alias variabiles 7, $, quales ex ae- 
quationibus F=0, Il=0 prodeunt, formam non mutare; sive quod idem 
est, aequationes illae "—=0, 11=0, certam continent rationem, qua in- 


tegralis 
sinpgopow 
R 


limites mutari possint, ut valor eius immutatus maneat. Cuius rei unicum 
hactenus in duplieibus integralibus extabat exemplum 


[sind pay, 
quod superfieiem sphaerae exprimit; quippe quod, loco coordinatarum punecti 
in sphaera positi cos®, sinDcos‘/, sin® aliis introductis coordinatis 
orthogonalibus, formam non mutare sceimus. 


Addamus valores explieitos ipsarum cos7, siny) siny sing, qua- 
les ex aequationibus propositis Huunt. Quem im finem brevitatis causa 
ponamus: 

= m’, — AB" —4'B' m'’‘ 
AB' — 4B=n, AB" —A'B=n', 40"Y—4'B=n", 
ubi adnotetur esse: 


ht: 


m’ R == — 
m’ m’ + m’’’ m’ 


cosn = 
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m’R+mn“—m'n 
m‘ m’ m‘ m’ 4 m‘ m‘? 


sinn sin 
ipsa autem ZU hit: 
Rz v(m‘ m’+ m’ m’ +4 m" — 
Per formulas omnino similes ipsae cos”, sin® vice versa 
per cos7, siny cos$, siny sin$ exprimuntur. 
E theoremate generali 


= 


Theorema. 
Datis aequationibus: 
a a’ eosy + sind cos sinn + sm® siny .siny sin 0 
b cos® cosy + cos L.siny cos + sin sinb. sinn 0, 
posito brevitatis causa: 
(ab —a cos’ sin’ + (a cos Osin’ 
(a — a" sin’D cos’ cos’ (ab — ab) 
— — ab)’ sin’d sin’d 
(ab —a cos’Isin?9 + (a sin’n cos’nsin’ * 
(a! — a’ sin’ n cos’n cos’ I — (ab’—a’b)' cos — (ab — sinn cos’ 
— (a 


R 


Ser. 9. Dee. 18551. 


hoc Huit speciale. 


5 


fit: 
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26. 


Note sur les surfaces reglces. 


(Letire de Mr. Hachette, membre de l’acad&mie des sciences Paris, l’&diteur.) 


exposed dans plusieurs ouvrages la th&orie des surfaceg r&gl&es (voyez 
te premier suppläment la geometrie deseriptive de Monge, annce 1812, 
les elömens de geomedtrie A trois dimensions, annce 1817, le trait@ de 
«Öomeötrie deseriptive, &dition 1828). Si vous voulez bien jeter les yeux 
sır les pages 88, 89 de ce dernier ouvrage, vous verrez comment jıai rc- 
sohr cette question: „Etant donnde une surface r&eglce qui a pour direc- 
„trices de sa gCneratrice trois courbes quelconques, lui mener un plan 
„tangent par un point donne sur la surface.” 

La solution est fondde sur ces consid£erations: 1°, que toute surface 
resice non developpable est touchde suivant une droite par une infinit‘ 
dhyperboloides a une nappe; que chacun de ces hyperboloides a pour di- 
sencratrice trois droites mendes par trois points de la droite 
esmmune Ihyperboloide et la surface regl&ee generale, dans les plans 


rervirices de sa 


tansens ces deux surlaces. 

Lies hyperboloides ä une nappe tangens une surface röglde sui- 
yant une droite de cette surface, comprennent comme cas particuliers les 
puraboloides hyperboliques et les hyperboloides de revolution (voyez pages 
67 et 80 du trait@ de geomötrie desceriptive). Ainsi etant donndes sur une 
surface regl&de queleonque une droite et trois plans tangens ü la surface 
en trois points de la droite, on peut proposer de trouver ou un parabo- 
toide hyperbolique ou un hyperboloide de r@volution tangent ü la surface 
suivant une droite donnce. Pour changer un hyperboloide une 
nappe en un paraboloide hyperbolique, il faut que les trois droites qui di- 
visent le mouvement de la droite generatrice de la premier surface, soient 
varalleles d un möme plan. Par les trois points d’une droite donnde sur 
une surface reglde, on menera trois plans parallöles qui couperont les trois 
lans tangens ü cette surface aussi donnes suivant trois droites qui seront 
tes directrices d’un paraboloide tangent a la surface röglee. Il ya done 
une infinitÖ de series de paraboloides hyperboliques tangens la surface 
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gencrale suivant une droite donnee de cette surface. Nous allons 
voir quil n’y a qwune serie d’hyperboloides de r@volution qui touchent la 
surface r&gl&e suivant la möme droite. L’un des paraboloides hyperboli- 
ques tangens ü une surface r@glee suivant une droite, est tr&s remarqua- 
ble; c'est celui dont les directrices sont perpendiculaires a la droite de 
contact. Faisant tourner le paraboloide autour de la droite commune 4 
cette surface et ü la surface reglce, il devient normal cette derniere sur- 
face suivant la droite: d’oü suit cette proposition generale: 

„Une surface reglee quelconque !a pour surface normale, suivant ım« 
„droite donnde, un paraboloide hyperbolique qui a pour direetrices de sa 
„„gen6ratrice trois normales ü la surface mendes par trois points de la 
„droite donnde de cette surface (voyez les &l&mens de geomötrie A trois 
„dimensions, en 8°, annde 1817, page 56).” Titre: De ’hyperboloide 
de revolution tangent a une surface reglee suivant une droite de cett: 
surface. 

On sait (voyez page 67 du trait@ de geom£trie deseriptive) que !hy- 
perboloide de r@volution est une surface engendrde par une droite mobile 
qui tourne autour d’une droite fixe; que la plus courte distance de cos 
deux droites est le rayon du cercle de gorge de la surface; que toutes les 
droites de la surface appartiennent a deux series telles que les droites de 
chacune d’elles ne se coupent pas, et sont toutes eoupdes par une droite 
queleonque de l’autre serie; que les droites des deux sdries sont egalement 
inclinees par rapport au plan du cerele de gorge, s’y projetent suivant des 
tangentes a ce cerele, et ont leurs paralleles sur un cöne droit dont Vaxe 
et le sont respectivement paralliöles Faxe de rdvolution et ä la 
droite generatriee de Uhyperboloide considerde dans une position queleonque, 
Ces diverses propositions @tant admises, on en d@duit les deux suivantes: 

1. 

„Un hyperboloide de revolution est determine par ces deux con- 
„ditions de passer par une droite donnde, et par une parallele a chacume 
„des deux autres droites aussi donndes.” 

Soient 4, B, trois droites donndes, situeeg dune manicre quel- 
conque; par un point de Vespace pris ä volonte, on m£öne des paralleles 
a ces droites, et a partir de ce point, on porte sur les parallöles une lon- 
sueur arbitraire; ce qui determine trois points par lesquels on fait passer 
ın cerele, base du cöne droit, dont la surface comprend les trois paralle- 


| 
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les, Ayant mene un plan perpendieulaire & laxe de ce cöne, on y projete 
les frois droites donnces 4, D, C suivant trois nouvelles droites. Le cercle 
tangent a ces dernieres droites est le cercle de gorge d'un hyperboloide 
de r&volution qui eomprend Tune des trois droites 4, B, C, et une paral- 
Ile a chacune des deux autres droites. 

2. 

„Ktant donnde une droite de la surface röglece generale, et trois 
„normales en trois points de cette droite, le paraboloide hyperbolique, 
„dont la generatrice a pour directrices ces trois normales, est le lieu 
„erometrique des axes de rövolution de tous les hyperboloides de revolution 
„tingens la surface suivant la droite donnde de cette surface.” 

Soit 4 la droite commune la surface generale et Ihy- 
perboloide de revolutior qui Aa cette dreite pour generatrice, et pour axe 
une droite queleonque P_ du paraboloide kyperbolique. Chaque normale 
Ia surface regice par un point de la droite est perpendicu- 
eette droite, ei de plus coupe par hypothöse Yaxe de r&volution P; 
done elle est normale a Ihyperboloide de revolution. Cet hyperboloide et 
kı surface reglce vendrale ont done trois normales communes en trois 
points de ja droite de contact; d’oü il suit que le contact des deux sur- 
faces a lieu suvant la droite entiöre qui leur est commune (voyez le trait« 
de s@ometrie deseriptive, cdition 1825, page 96, art. 161). 

Paris le 15. feviier 1832. 


P,S. Jai donnl cette annce, au cours de geometrie descriptire de la 
facult&© des seiences de Paris, la solution du problöme suivant: 
iitant donndes quatre droites formant un quadrilatere gauche, trou- 
ver lare et le sommet du paraboloide hyperbolique qui contient ce 
quadrilatere. 


27. Poısson, note relat. aus surfaces courbes. 


Note sur la surface dont l’aire est un minimum entre 


des limites donnces. 
(Par Mr. Poisson a Paris.) 


Une des premicres applications que Lagrange a faites du calcul des 
variations, a &t@ la determination de la surface dont laire est un minimum 
entre des limites donn@es: application tres propre montrer Vavantage 
de son nouveau calcul sur les möthodes ingenieuses qui Vavoient pr&cdde; 
car il auroit te difficile de les dtendre aux maxima ou minima des int‘ 
grales doubles et par cons@quent ü des questions relatives aux surfaces. 
L’&quation que Lagrange a trouvee est, comme on sait, aux difl@rences 
partielles du second ordre. Monge Ta int@gröe sous forme finie, mais 
par des considerations qui n’ont pas paru admissibles et qui ont donne 
lieu ü de longues discussions entre Laplace et lu. Mr. Legendre a 
ensuite obtenu la m@me int@grale, au moyen d’une transformation appli- 
cable ü une classe nombreuse d’@quations du second ordre*) qui ne peut 
laisser aucun doute sur Vexactitude du resultat. Malheureusement on ne 
saurait tirer aucune partie de cette int@grale qui se trouve compliquee de 
quantit&s imaginaires, et exprimde par le systöme de trois @quations entre 
deux variables auxiliaires et les coordonndes courantes de la surface. Mais 
outre la difhieult@ qui r@sulte de cette forme de lintegrale gendrale dans 
laquelle il parait au moins tres diffieile de döterminer les fonctions arbi- 
traires, il sien pr@sente une autre relative au nombre de ces fonctions que 
ia question peut comporter. 

En eflet, le probleme de Faire minima eomprend deux questionge 
distinetes: ou bien on donne deux courbes fermces et Von propose de les 
joindre Fune a Fautre par une zöne de surface, dont l’etendue soit Ja plus 
petite possible; ou bien, on ne donne qu'une seule courbe fermce, et il 
s’agit de trouver une surface telle que Taire de la portion eirconserite par 
cette eourbe soit un minimum. Lorsque, par exemple, on pratique une 
ouverture a la surface d’un vase qui contient un liquide, Vaire de la sur- 
iace par laquelle il faut multiplier la vitesse et la durde de l’&coulement, pour 


*) Traitd du caleul integral de Mr. Lacroix, page 6. 
Crelle's Journal d. M. Ba, VII. 47 
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calculer le volume du Auide Ecoule, est pr@cisöment l'aire minima correspon- 
dant au second cas du probleme qui presente ainsi une application utile. 

Or, dans le premier cas, la question et lintegrale complette qu’on 
a trouvde, ont un möme degr@ de generalit@; et les deux courbes don- 
nes determinent implieitement les deux fonctions arbitraires que cette in- 
tegrale renferme. Dans le second cas, au eontraire, la eourbe donnde, 
ne peut servir a determiner qu’une seule fonction arbitraire. L’une de 
ces fonctions restera done indeterminde, et lintegrale aura plus d’etendue 
que la question quelle deit servir a resoudre. Si la courbe donnee est 
plane, la surface demandce est le plan mü&me de cette courbe. Si elle 
est a double courbure, cette surface n’est pas connue a priori; mais elle 
doit &tre unique et determinde; et le probleme n'est pas resolu, tant quil 
reste encore quelque ehose d’indetermine dans son €quation. 

Pour resoudre cette: diflieulte, jai considere speeialement le cas ou 
la surface demandee ne s’@carte pas beaucoup d’un plan donne. En met- 
tant lintegrale de son @quation aux diffErentielles partielles sous une forme 
differente de celle qu’on avoit trouyee, jai reconnu que lexpression de 
l’une des eoordonnedes eourantes, en fonction des deux autres, contient des 
termes qui deviendroient infinis dans un point de laire minima, dans le 
second des deux cas du probleme, et qu'il faut consequemment les sup- 
primer comme trangers “ la question. Dans le premier cas ces termes 
conservent une valeur finie dans toute l’etendue de la zöne de surface 
quil s’agit de determiner; en les supprimant done dans l’ıautre cas, on de- 
vra les conserver dans celui-ci; et de cette maniere lexpression de l’or- 
donnee d’un point queleonque de la surface, se trouve avoir, dans !un et 
lautre cas, le degr& de gencralit@ «que la question comporte. Ensuite, par 
la methode dont jai fait usage dans d’autres m@moires, on determine tou- 
tes les quantites arbitraires «me contient cette expression, soit au moyen 
des deux limites donndes de la zöne minima dans le premier cas, soit au 
moyen de la courbe unique qui eirconserit laire minima dans le second cas. 

De cette manicre la solution du probläme est complettement ache- 
vee, dans les deux parties qu'il presente et qui sont, quoique dependantes 
de la m&me &quation aux difl@rences partielles, deux problemes distincts, 
quant a Ja determination des fonctions arbitraires. 

On donnera dans un autre numero de ce journal le m&moire dont 
cette note est un extrait. 
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28. 
Über die niedere Sphärik. 
(Von Herrn Prof. C. Gudermann in Uleve.) 


Bi der Bearbeitung meines Grundrisses der analytischen Sphärik wurde 
ich aufmerksam darauf, dafs die Sphärik, diese überaus nützliche und lehr- 
reiche, aber auch eben so sehr vernachlässigte Disciplin, noch des gehö- 
rigen Grundes und Bodens entbehre, auf welchen sie mit Festigkeit ge- 
stützt und wohlgeordnet aufgebauet werden könne. Es wurde der Ge- 
danke lebhaft, dafs eine rein geometrische Behandlung der niederen Sphäü- 
rik allein im Stande sei, diese feste Begründung hervorzubringen. Auch 
die sogenannte sphärische Trigonometrie insbesondere, welche wegen der 
häufigen Bedürfnisse ihrer Anwendung am meisten ausgebildet worden ist, 
erscheint dem unbefangenen Beschauer nur als eine durch Rechnung auf- 
gelösete geometrische Aufgabe gröfseren Umfanges, und bietet in dieser 
Gestalt wenig Lehrreiches dar; abgesehen von der hohen Wichtigkeit ihrer 
Resultate selbst kann sie dem Anlünger kaum zu etwas Anderem dienen, 
als eine gröfsere Fertigkeit im Rechnen mit trigonometrischen Functionen 
bei ilım hervorzubringen. Vom Dreiecke selbst erfährt und lernt er wäh- 
rend der Rechnung Nichts, die herausgebrachten Formeln sind ihm nur 
Rechnungs-Resultate, die er auch als solche kaum weiter beachten würde, 
wenn er nicht wüiste, dafs sie viele Anwendungen gestatten. 

Es kann aber die niedere Sphärik, welche es nur mit Haupt- und 
Neben-Kreisen und Figuren auf der Kugel zu thun hat, die von Kreisen 
begränzt sind, auf eine mehr geometrische Weise, und zwar auf ähnliche 
Art behandelt werden, wie die niedere Planimetrie von den alten und neuen 
Geometern behandelt worden ist. Statt der Rechnung ist dann die Con- 
struction das Hülfsmittel. Einige mögen glauben, was auch ich einst 
glaubte, dals eine Bearbeitung der niederen Sphärik nach dem bezeichne- 
ten Plane kaum ausführbar sei, und gleichwohl ist diese Behandlung sehr 
einfach, und mit keinen grölseren Schwierigkeiten verknüpft, als die ähn- 
liche Behandlung der Planimetrie. 

Unter dem Titel: „Ausführliches Lehrbuch der niederen 
Sphärik” wird noch im Laufe dieses Jahres (bei Du Mont - Schauberg 
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in Cöln), wenn keine erhebliche Hindernisse in den Weg kommen, ein 
Werk erscheinen, welches nach der vorhin bezeichneten Idee die niedere 
Sphärik behandelt, und wenn ich nicht irre, fast zu derselben Stufe der 
Ausbildung gebracht hat, auf welcher die elementare Planimetrie gegen- 
wärtig steht. Auch die sogenannte sphärische Trigonometrie, welche nur 
einen verhältnifsmälsig kleinen Abschnitt des Werkes ausmacht, ist in 
gleicher Weise behandelt worden. Nach einander gehen alle Lehrsätze 
und Formeln derselben auf dem construirenden Wege in einfacher Weise 
hervor, und man wird hier, wo man so leicht eine Vergleichung anstellen 
kann, am deutlichsten die Vortheile dieser Methode erkennen. 

Die sogenannten Gaufs’schen Proportionen, um ein Beispiel anzu- 
führen, welche in so vielen Abhandlungen und gröfseren Werken, überall aber 
als Resultate langer Rechnungs-Gombinationen dargestellt worden sind, wer- 
den im genannten Werke einer eiufachen sphärischen Construction, und zwar 
auf zweifache Art, unmittelbar entnommen, oder geometrisch nachgewiesen. 

Die grofse Einfachheit und Kürze des Verfahrens hat zur Folge, dafs 
ein grolser Stoff zur Behandlung kommen konnte, und so wird man im 
genannten Werke sehr allgemeine Gesetze entwickelt finden, welche völ- 
lig neu sind, weil auch die entsprechenden Gesetze der Planimetrie ver- 
gebens in den von ihr handelnden Schriften gesucht werden dürften. 

Um eine Probe der Behandlung vorzulegen, welche den Leser in 
den Stand setzt, ein Urtheil im Voraus über das Werk zu gewinnen, wähle 
ich die Entwickelung von ein paar Sätzen, auf welchen die Verwandlung 
und Theilung der sphär. Figuren beruhet, wobei aber aus leicht zu begreifen- 
den Gründen eine grölsere Kürze eintreten mag, als an der entsprechenden 
Stelle in dem auch für Anfünger bestimmten Werke selbst Statt findet. 


1. Halbirt ein Hauptbogen mn (Taf. IV. Fig. 1.) zwei Seiten AC 
und BC eines Dreiecks /BC in mn und z, und fällt man von den drei 
Ecken des Dreiecks die Perpendikel AP, BQ und CR auf mr, so sind 


diese drei Perpendikel gleich lang, ferner ist der Bogen mn = ‚ und 


endlich ist das Dreieck ZPC so grofs als das Viereck POD, dessen eine 
Seite die von zn nicht halbirte Seite des Dreiecks ist. 


Da nämlich die Dreiecke {Prn und CKm, ferner BOr und CRn 
offenbar eongruent sind, so erhellet auf der Stelle, das +<P=BQ=CR 


sei; ferner ist Ra und also Am = =, ebenso Rn und also 
Rm+Rn= oder mn= Endlich ist das A dem 


28. Gudermann, über die niedere Sphürik. 305 


Vierecke oder AABC= 
dem Vierecke APQB,. 

Zusatz 1. Fällt man von der Mitte D der Grundlinie ZB ein 
Loth DE auf mn, so steht DE auch senkrecht auf AB. 

Verlängert man die Perpendikel 4P und BQ, bis sie sich in X und 
Y schneiden, so sind diese beiden Gegenpuncte offenbar die sphärischen 
Mittelpuncte des Hauptkreises zz, und es ist also YP=-W=-XP=XOQ 
— 90°, und weil DE auf mn senkrecht steht, so geht seine Verlängerung 
durch X und Y. Weil ferner AP=BQ, so ist auh X4—=XD, mithin 
stimmen die Dreiecke XDA und XDB in den drei Seiten überein; sie sind 
also symmetrisch, und hieraus folgt, dafs DE auf 4B senkrecht steht. 
Schneiden sich zn und 4B in v, so ist also v das Centrum von XDEY 
und der Bogen DE das Maals des Winkels v. 

Aus der Gleichheit der Winkel 4XD und BXD folgt ferner, dals 
PE=0E=mn sei. 

Zusatz 2. Beschreibt man aus X und Y Kreise mit einem Ra- 
dius, welcher =XA ist, so sind sie Gegenkreise, wovon der eine durch 
A und B, der andere aber durch den Punct C geht. Aber weil sie Ge- 
genkreise sind, so geht der erste auch durch den Gegenpunet ©’ von €, 
und der zweite geht durch die beiden Gegenpuncte von 4 und BD. (In 
der Figur ist A’ der Gegenpunct von -f.) 

Das Dreieck {CB befindet sich also zwischen zwei Nebenkreisen, 
welche (in gleichen Abständen vom Hauptkreise mn) mit mr concen- 
trisch (parallel) sind. 

Zusatz 3. Wenn die von den drei Ecken eines Dreiecks ABC 
auf einen Hauptkreis 2 gefällten Perpendikel 4P, BO, CR gleich lang sind, 
so halbirt der Hauptkreis »2 2 zwei Seiten des Dreiecks, und schneidet die 
dritte Seite in ihrer Verlängerung so, dafs der Durchschnittspunet von der 
Mitte dieser Seite um einen Quadranten entfernt ist. 

Nach Umständen müssen die vorigen Beweise eine leicht zu findende 
Änderung erhalten, die Sätze selbst gelten aber auch dann noch, wenn einer 
von den beiden Winkeln 4 und B im Dreiecke BC gleich 180° ist, in wel- 
chem Falle das Dreieck ACB die Form eines Zweiecks {B4' hat. Der 
Kürze wegen mag hier diese Bemerkung schon hinreichen., 

ll. Sind zwei Dreiecke ACB und 4C'B in Fig. 2. über derselben 
Grundlinie 4B construirt, und halbirt ein Hauptbogen 77 x die drei Seiten AC, 
BC, AC’ in m, n, m’, so halbirt er auch die vierte Seite BC’ in rn’, ferner ist 
mn=m'n‘ oder mm'=nn', und die beiden Dreiecke und 
sind gleich grols. 
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Fällt man nemlich die Perpendikel AP, BQ, CR und CR’, so ist 
nach No.1. AP=BO=CKR=CK und mn =, auch ist das Dreieck 


ACD so grols als das Viereck APQOB. Weil aber BO=LC’R’ ist, so sind 
auch die Dreiecke und BOn‘ congruent, es ist Bn’—= E'n‘; 


num aber folgt eben so, wie oben, daß m’n'= also mn = m’ n' sei. 
Ferner sind die beiden Dreiecke ACB und 4C'B dem Vierecke APQOB 
gleich und also selbst gleich. 


Zusatz 1. Wenn, wie vorhin, der Bogen mn die Seiten AC und 
BC halbirt, und das Dreieck ZC'B auf dem Hauptkreise mn einen Bogen 
zn’ n' intercipirt, welcher = nn ist, so kann leicht bewiesen werden, dafs 
der Hauptkreis 72 auch die Seiten AC’ und BC’ halbirt, und dafs mithin 
die Dreiecke 4CB und AF'B gleich grols sind. 


Zusatz 2. Wegen der Gleichheit der Perpendikel 49, BQ, CR und 
© R’ sind die beiden Dreicke {CB und AC’B zwischen zwei Gegenkreisen 
enthalten, welche in gleichen Abständen vom Hauptkreise mr damit con- 
eentrisch sind. Der eine Kreis geht durch die Puncte 4 und B und daurelı 
die beiden Gegenpunete von EC und C’, der andere Kreis geht durch die 
Puncte € und € und dnrch die Gegenpuncte von £ und B. Die Perpen- 
dikel 4P, BO, ER und CR’ schneiden sich in den Puncten X und Y, welche 
die sphärischen Mittelpunete der drei so eben genannten Kreise sind. 

Zusatz 3. Haben die Dreiecke ACB und AC’B über derselben 
Gruudlinie ZD gleichen Inhalt, so halbirt ein Hauptkreis zz, welcher die 
Seiten /C und PC halbirt, auch die Seiten 4C’ und BC‘. 

Auf diese Sätze stützen sich nun die Constructionen, wodurch ein 
sphürisches Dreieck in ein anderes verwandelt wird, und welche also auf 
drei verschiedene Arten ausgeführt werden können. 


Il. in Fig. 1. der Hauptkreis die Seiten wid BC 

eines Dreiecks ACL in m und r halbirt, die dritte Seite AB aber in ı 

schneidet, und man ve=nm und = —=AD macht, so ist der Haupt- 

bogen Aa senkrecht auf Ay, und aufserdem verhält sich das Dreieck ZUB 

zur ganzen Kugelfläche, wie der Bogen A& zum Umfange eines Hauptkreises. 

- Zieht man nemlich den Hauptbogen #&, wovon AB in A’ geschnit- 
ten wird, so ist nach dem vorigen Satze, wobei man das Zweieck AB4' 

als ein Dreieck ansieht, das Dreieck /CB so grols als das genannte Zweieck ; 

ferner ist und also =90°, wie auchby=4'y. Nun ist aber 

AN oder AA=Dy, und da Dv= 90° ist, so ist 
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auch AA=90°, also AX=Au; daher ist A das Centrum von A, und also 
A u senkrecht auf Av. Ferner verhült sich offenbar das Zweieck AA L'u 
zur ganzen Kugelflüche, wie der Bogen Ax zum Umfange eines Hauptkreises, 
und da das Dreieck ACb mit dem Zweiecke gleichen Inhalt hat, so ver- 
hält sich auch das Dreieck ACB zur ganzen Kugelfläche, wie der Bogen A 
zum Umfange eines Hauptkreises. Der Bogen Ar ist offenbar auch das 
Maafs des Winkels 

Zusatz. Der Winkel #4P ist ein rechter. Denn dann =PE=0E 
ist, so ist Pa—= oder auch Pa=Ey=90), und da auch 
— 90° ist, so ist x das Centrum von XAPY, also der Winkel PA» ein rechter. 

Hierdurch ist also die Richtung von 41 ebenfalls auf eine einfache Art 
bestimmt, und der Winkel A4x, weleher sich zu 360° verhält, wie das Dreieck 
ACB zur ganzen Kugelfläche, kann hiernach jedesmal leicht construirt werden. 

Auf die so eben bewiesenen Sätze gründen sich die Constructionen, 
wodurch Dreiecke und überhaupt sphärische Figuren nach gegebenen Ver- 
hältnissen getheilt werden. 

IV. Auch die bekannte Formel, nach welcher man den Inhalt A 
eines Dreiecks 4bC aus seinen drei Winkeln 4, B, € berechnet, kann num 
unmittelbar der geometrischen Construction entnommen werden, 

Es sei wieder in Fig. 1. X das sphärische Centrum des Hauptkreises 
mn und C’ der Gegenpunet von C, dann ist X{=AXB=XC‘ Daher ist 
der Winkel CAX oder ACX, und XAB 
= und XAB = —= 


"BA — 40 


ACB= ist, so ist — und also der Winkel BAP—= ABO 
A+B+C 
2 


« Da ferner der Winkel 90’ ist, so ist der Winkel 
Bezeichnet nun r den Radius der Kugel, so ist die Kugelfläche = 4 rr°; 
man hat die Proportion 
= und ao A= (AL BLC—m.r. 

Ist . der Kugelradius die Einheit, so st A=4+P+C—r, also 
um. Daher ist Au das Maals für den halben Inhalt des 
Dreiecks ABC, 


In der vortrefflichen Abhandlung: „Verwandlung und Theilung sphä- 
vischer Figuren durch Construction” im zweiten Bande dieses Journals (8. 45 


- 
\ 
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u. 8,1.) ist der Satz: dals der Ort der Scheitel aller sphärischen Dreiecke 
über derselben Grundlinie und von gleichem Flächeninhalte ein bestimmter 
kleiner Kreis ist, welcher durch die beiden Gegenpuncte der Endpuncte 
der Grundlinie geht, aus der Formel A= A-+-B-+-C—r vom Herrn 
Steiner geometrisch bewiesen worden. 

Die vorige geometrische Entwickelung bedurfte einer solchen arithme- 
tischen Formel nicht, welche im Gegentheile aus der geometrischen Betrach- 
tung entnommen wurde, und die Gleichheit des Inhaltes der Dreiecke ist da- 
durch, dafs jene Formel nicht benutzt worden ist, noch viel evidenter gewor- 
den. Da ferner aulser der vom Hrn. Steiner angewandten Construction bei 
der Verwandlung eines Dreiecks in ein anderes noch zwei andere Construc- 
tionen nachgewiesen worden sind, welche nur ein Ziehen von Hauptbogen, 

wicht aber ein Beschreiben von Nebenkreisen erfordern, und wodurch also auf 
eine einfachere Weise dasselbe geleistet wird, so können die mehreren vom 
lirn. Steiner am genannten Orte aufgelöseten Aufgaben durch noch ein- 
[«chere Constructionen aufgelöset werden. Um diese Behauptung zu recht- 
fertigen, mag die Auflösung einer solchen Aufgabe hier einen Platz finden. 

v. Man soll ein Dreieck ACB in Fig. 3. durch eine Scheitellinie halbiren. 

Man construire, wie in No. IH. den Bogen PR, welcher sich zum Um- 
fange eines Hauptkreises verhült, wie das Dreieck ACB zur Kugelflüche, indem 

nan ZC und BC durch mn halbirt, wovon Ab in Q geschnitten wird, und 


GP=mn, OR — macht. Wird nun PR durch 05 halbirt, wovon ZC in 


x und BC in v seschnitten wird, und e«D=uA, vE=vB gemacht, so wird das 
Dreieck durch jede von den beiden Scheitel= Linien BD und halbirt. 
Zieht man noch eine dritte Scheitel- Linie CF, wodurch das Dreieck 
AUR ebenfalls halbirt wird, so schneiden sich die drei Scheitel-Linien 4E, BD, 
CI in einem Puncte, was meines Wissens in der vorhin erwähnten Abhand- 
lung vom lirn. Steiner zuerst geometrisch bewiesen worden ist. Unter den 
durch das Ziehen der Scheitel-Linien entstandenen Abschnitten der Seiten des 
Dreiecks giebt es mehrere bemerkenswerthe Relationen, welche hier noch: 
onen Platz Ünden mögen. \Veil die Dreiecke ZCE und DCB den Winkel € ge- 
und gleichen Inhalt haben, so ist tangz CD. tang; Cb=tangz CE. tangi CA. 
Sucher Gleichungen giebt es drei, und durch ihre Multiplication findet man 
tangz AF.tangz PE.tang CD =tangz .tangz CE.tangz AD. 
Ferner ist 


A 


sın3z .sinzCF.sin F und sn2ABCF = sin zBF.sinäCF.sm E 


sh in; BF 
also 


man erhält offenbar noch zwei ähnliche Proportio- 
OS 
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nen, und hieraus folgt 

2. 3CD= AD. 

Wird diese Gleichung durch die vorige dividirt, so erhält man die folgende: 

3. = cos}BF,cos4CE.cos1AD, 

Wird das Product der beiden letzten Gleichungen mit 8 multiplicirt, so er- 
hält man die neue Gleichung 

4. sin AF.sin BE.sinCD = sin BF.sin CE.sn AD, 
und diese drückt gerade aus, dals sich die drei Scheitel-Linien /E, BD und 
CF in Einem Puncte schneiden. 

Den Beschlufs dieses Aufsatzes machen noch einige Worte über die 
Sphärographik. Das Studium der Sphärik würde unstreitig mehr Liebhaber 
gefunden haben, wenn die graphische Darstellung sphärischer Constructionen 
in einer genaueren Zeichnung wenigere Schwierigkeiten darböte. Es ist aber 
gleichwohl eine leichte und daher hohle Kugel von mälsiger Gröfse, auf deren 
Oberfläche selbst die zusammengesetztesten Gonstructionen in einer genauen 
Zeichnung leicht ausgeführt und auch eben so leicht wieder ausgelöscht wer- 
den können, leicht zu Stande zu bringen, und es ist in der That auffallend, 
dals eine so einfache Idee nicht schon längst zur Ausführung gekommen ist. 
Eine von mir selbst zu dem Ende angefertigte Kugel entsprach, ungeachtet 
mancher Unvollkommenheiten in der technischen Ausführung, dem beabsich- 
tigten Zwecke schon so sehr, dals ich mich bewogen fühlte, einem Mechanicus 
die Anfertigung eines vollständigen sphärographischen Apparates, welcher nach 
meiner Angabe aus der Kugel, aus einem sphärischen Lineale, aus einem sphä- 
rischen Transporteur etc. bestehen wird, aufzutragen, und ich bin ermächtigt, 
anzuzeigen, dafs in dem berühmten Lager mathematischer und physicalischer 
Instrumente, Maschinen und Apparate von J. V. Albert in Frankfurt a.M. 
der genannte sphärographische Apparat zu haben ist. Ein solcher Apparat ist 
auch nützlich beim geographischen und astronomischen Studium. In erster 
Hinsicht leistet die Kugel allein schon wichtige Dienste. Ein Anfünger, wel- 
cher die Umrisse der Welttheile einige Male auf eine solche Kugel gezeichnet 
hat, wird sich ein lebhaftes Bild derselben einprägen, er wird demnächst es 
eben so machen mit den Gebirgszügen, mit den Hauptilüssen und mit den Be- 
grenzungen der einzelnen Länder, und, allmälig weiter ins Einzelne gehend, 
wird er sich in kurzer Zeit auf diesem practischem Wege eine umlassende 
Kenntnils der Geographie erwerben, welche kaum je wieder aus dem Ge- 
düchtnisse verschwinden wird. 

Im März 1832. 
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29. 


Analyses des transversales appliquee & la recherche 
des proprietes projeclives des lignes et surfaces 
geometriques. 

(Suite du m@moire No. 3. cah. 1., No. 7. cah. 2. et No. 18. cah. 3.) 

(Par M. J. Poncelet, chef de Bataillon du Genie.) 


demontrer, tout d’abord, qu’en effet la courbe est generale- 
ment possible sous ces donndes, ou que l’enonce ci-dessus ne contient 
rien d’incompatible avec la nature des lignes geometriques, nous suppose- 
rons que ap, bg, er, ds, 2... soient les 77 transversales considerdes, por- 
tant respeetivement le systeme des points p, celui des 
m points 9, 9%, 9, celui des 77 points r, r‘', .... et ainsi de 
suite, lesquels sont tous censes donnes « priori. Ges systemes apparte- 
nant done, par hypothese, ä Ja m&me courbe g@ometrique, doivent, lors- 
qu’on les combine 3 par 3, 4 par 4 etc. donner lieu a des relations m£- 
triques analogues ü celle du No. 165. et qui se rapportent respectivement 
aux diflferens triangles, aux diff@rens quadrilateres etc. formes par les trans- 
versales dont il s’agit. 

Mais, d’apres la nature m&me de ces relations, il parait evident que 
toutes ne sont pas distinetes, et qu’un certain nombre d’entre elles com- 
portent natureilement les autres, ou peuvent les reproduire quand on les 
combine convenablement entre elles, par voie de multiplication ou de division. 

En partieulier, il est clair que les relations qui appartiennent aux 
quadrilateres, aux pentagones ete., sont toutes comportees par celles qui 
se rapportent aux simples triangles; et m@me on peut prevoir que, parmi 
ces dernieres, il en est toujours un certain nombre qui sont comportees 
naturellement par toutes les autres. Enfin, puisque chacune des relations 
distinetes et vraiment essentielles permet de construire immediatement 
(166., 175. et suiv.) Tun queleonque des points qui s’y rapportent sans 
recourir au trace effectif de la courbe, on voit egalement qu'une partie 
des m? points consileres sur les dill@rentes transversales ap, ag, ar, .... 
ne sauroient Ötre pris d’une maniere entierement arbitraire, et doivent depen- 
dre des autres suivant une loi indiquede par les relations m@mes dont il s’agit. 
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212. Afın de I@gitimer complötement ces dilf@rentes assertions, 
nommons, en eeneral le nombre des transversales considerees; deta- 
9 be) 


chons en une queleonque pour la combiner successivement avec les 2 —I 


(u—1) (u —?) 
1.2 
dont les systemes d’intersections, avec la courbe, donneront lieu a un Egal 


autres prises deux a deux, il en resultera triangles dillerens 


nombre de relations (165.) evidemment distinetes entre elles, puisque les 
sommets opposes &ä la transversale qui contient a la fois toutes les bases 
de ces triangles, seront eux m&mes_ distinetes entre eux, aussi bien que 
les segmens qui les concernent dans chaque relation. Or il est facile de 
se convainere que ces equations, combindes 3 3 dans un certain ordre, 
par voie de multiplication ou de division et de maniere a en @liminer com- 
pletement tous les produits relatifs a la transversale dont il siagit, repro- 
duiront ndcessairement les dillerentes relations qui se rapportent aux trian- 
gles formes simplement par les intersections mutuelles des a — I autres 
transversales. 


Mais, puisqu’on obtient ainsi le systeme complet des @quations re- 
latives a tous les triangles possibles, il est clair que, par la combinaison 
mutuelle des prec@dentes, on obtiendra aussi successivement toutes celles, 
du möme genre, qui peuvent appartenir aux dillerentes autres figures po- 
Iygonales formees par les rencontres des 7 transversales proposees. Done 


enfin le nombre des relations veritablement essentielles ou ind@pendantes, 


se reduit seulement, et ces @quations pourront servir de- 


terminer un pareil nombre des intersections de la courbe proposce avec 


nos transversales. 


Ainsi, par exemple, dans le problöme ei -dessus (209.) ou le nombre 
des trausversales est pr@cisement a celui 72 qui le degre de 
la courbe, on pourrait se donner, d’une maniere tout a fait arbitraire, les 
;n intersections de chacune des deux premieres transversales, 772 — 1 inter- 
sections de la 3°, nm —? de la 4° ...., enfin 2 seulement des intersections 
de la n° ou derniere; moyennant quoi on devrait pouyoir construire, A 
laide des &quations qui se rapportent ü ces transversales, toutes leurs au- 
tres intersections avec la courbe, lesquelles sont eflectivement en nombre 


14243... 4m 2 = 


48 * 
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Si le nombre des transversales, au lieu d’ötre m, &tait m-+1, celui 


des intersections susceptibles d’ötre determindes @ priori, serait me, 


cest-ä-dire superieur de 72 —1 unites au precedent, et celui des inter- 
sections arbitraires serait simplement augmente d’une unitd; ce qui s’ac- 
corde avec les considerations du No. 210. 

La suite de ce $. ollrira d’ailleurs des exemples de la maniere dont 
on doit traiter les probl&mes qui se rapportent a la combinaison de donndes 
que nous venons de faire connaitre ou A des combinaisons @quivalentes. 

213. Revenons maintenant au probleme du No. 210.: nommons x 
le nouveau point quelconque, du plan de la courbe, par lequel il s’agit de 
faire passer cette courbe en m&me tems que par les 2” autres points deja 
donndes sur les 2 transversales @p, bg, ds, .... (211.). Soit «ex une 
derniere transversale arbitrairement mence par ce point, et rencontrant 
en a, b, c, d, „... respectivement, les prec&dentes qui contiennent dejä 
les 7m intersections les 77 intersections 9, 9%, 
les 72 intersections r, r/, etc.; elle viendra determiner, sur la 
courbe, de nouveaux points d’intersection x’, x, x, ...., qui devront 
etre en nombre 2 — 1 seulement, puisque cette courbe, elle m@me, est 
supposce du degre m. 

Pour les decouvrir, nous nommerons b‘, c’, d’, .... les intersections 
respectives de la droite «ep avec bp, er, ds, „... respectivement; et, con- 
siderant les triangles successifs abb’, acc’, add‘, „... comme transver- 
saux de notre courbe (77), nous aurons (165.) cette suite d’@quations 

(b’p) (bg) ax 
(ax‘) (b’g) (ap) 
__ (c'p) (cr) ax 
(ax) (er) (ap) ex’ 


__ (d’p) (ds) ax 
(ax) (ap) dx’ 
etc. etc. 


Dans lesquelles (@x‘) represente le produit de tous les segmens 
ax’, ax, ax’, ...., (bx’) le produit de tous les segmens bx’, 
ba, 2..., (ex‘) le produit de tous les segmens etc., dont aucun ne se 
rapporte au point donne x. 


214. Ges &quations, qui se presentent encore sous la möme forme 
que celles du No. 207. ci=-dessus, et dont les second membres ne contien- 
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nent egalement que des quantites toutes donndes, ces @quations, dis-je, 
etant en nombre egal ü celui des points inconnus et exprimant des con- 
ditions distinetes attendu qu’elles appartiennent respectivement aux m—1 
transversales bb, ec’, dd‘, ...., ou b9, cr, ds, 2..., on peut prevoir, 
a lavance, quelles sont eflectivement aptes construire geometriquement 
les m —1 points demandes, par des op@rations analogues ü celles qui ont 
exposces pour le cas ci-dessus (262. et 204.), ou Fon ne se donnait, 
en outre de x, que deux ou trois groupes seulement de points de la courbe, 
situds zn par m en ligne droite. 

Mais, non seulement ces @quations suffisent pour determiner entic- 
rement, de position, les points x‘, x, x’, ...., de plus il n’en existe 
aucune aufre propre a remplir ce but, et qui ne soit une consequence 
necessaire des premieres. Car elle ne pourrait quwötre relative encore (212.) 
Fun des triangles, ü l’un des quadrilateres etc. formes par la transver- 
sale arbitraire @x avec les transversales donndes ap, bg, er, 2..., et 
retomberait directement sur cette @quation, si on combinait convenable- 
ment les proposces avec toutes celles qui se rapportent aux propres inter- 
sections de ces dernieres transversales. 


Considerant, par exemple, le triangle dr2c form par la transversale 
ax avec deux quelconques 259, ncr, des autres transversales, on aurait 
(ba)(ng)(er) __ __ (ba)(nr)cx 
De plus, le triangle b’c’z, form par les intersections mutuelles des trans- 
versales ap, nbb’g, ncc’r, donne naturellement 
(b’p)(er)(ng) 
Or il est aise de se convaincre qu'en effet, si lon divise la premiere des 
m—1 @quations du No. 213., par la seconde, et qu’on multiplie ensuite 
le resultat par celle qui vient d’@tre posee en dernier lieu, on retombera 
pr@eisement sur la pr@cedente relative au triangle d’abord consider. 


215. Avant de passer ä la resolution effective du systöme des 
equations du No. 213., nous insisterons sur limportance de cette rÖsolu- 
tion en general; car, ind@pendamment des questions des Nos. 207. et 210., 
elles en embrassent une variete d’autres concernant la description des lignes 
geometriques et la determination de leurs intersections avec des droites de 
position donnee. Par exemple, si on applique les considerations qui pre- 


374 29. Poncelet, analyse des transversales. 


cedent au probleme, sur les intersections des transversales, mentionnd vers 
la fin du No. 212., il paraitra &vident, que, pour la combinaison de don- 
qui trouve admise, Tintersection inconnue de la 3° transversale, 
les 2 de la 4°, les 3 de la 5°, enfin les m —2 de la ‘*, seraient deter- 
mindes, de proche en proche, par une, par 2, par 3, ...., enfin par 
m. — 2 equations de la forme de celles qui nous occupent, en regardant 
d’ailleurs, dans chaque syst@me d’@quations, comme connues les intersec- 
tions deja determindes par les systömes d’&quations preceddentes. 

En general, on voit que, si on connaissait @ priori, ou si on avait 
determine convenablement, 2 + 1 systemes quelconques d’intersections en 
ligne droite d’une courbe plane de degre et qwil s’agit de d@terminer 
ses zn interseclions avec une nouvelle transversale arbitraire, on serait con- 
duit (213.) Equations distinctes, toujours de la m@me forme generale, 
et qui seraient aptes ü determiner 72 queleonques de ces intersections; de 
sorte que les m —n autres devraient Ötre assignees a priori ou par des 
conditions @quivalentes. C'est ce qui arrive, par exemple, dans les pro- 
blemes des No. 198. et suiv. et dans tous ceux que nous avons mention- 
au No. 210., ou il s’agit de construire la courbe laide de certains 
points multiples pris pour pöles d’une suite de transversales dont les in- 
tersections distinetes, avec cette courbe, sont considerees comme inconnues. 

Le seul cas pour lequel le nombre des &quations est preeis&ment 
egal au nombre des intersections de la transversale arbitraire, r@pond @vi- 
demment ä celui ou 72 +1 systömes d’ntersections en ligne droite seraient 
(m—1) 
de ces zn (rm +1) intersections peuvent &tre determindes directement par un 


donnes ou connus @ prior!. Mais, comme d’apres le No. 212., m 


pareil nombre de relations, on voit que m(m+1)— 


seulement d’entre elles doivent considerdes comme entierement arbi- 
traires: dest, en ellet, la le nombre total des points ou des conditions 
independantes nÖcessaires pour {ixer entierement, de forme et de position, 
toute ligne du degre a, situce sur un plan. 


Probleme general sur la division des lignes droites en parties dont les rapports composes 
sont donnes. 


216. Afın de donner ü cette partie de nos recherches, toute l’ex- 
tension dont elle est susceptible et que merite son importance, nous nous 
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proposons de montrer generalement comment 2 +1 points a, b, c,d, ... 
... 8, h etant donnces, a volonte, sur la direction d’une m&me droite, et 
n autres points x, x, .... etant simplement definis par les relations 


(bx) —K, _r (de) _y Er) _p 


(ax) lan) (ar)? law) 
dans lesquelles X, L, M, .... P, Q sont des nombhres assignes a priort, 
ou des rapports homogenes et queleonques de lignes, nous nous proposons, 
dis-je, de montrer comment, ä l'aide de ces donndes, on peut, de diffe- 
rentes manieres, ramener la construction des points x, x, x, ....a 
celle d’une courbe, de degr@ z, contenant tous ces points, et dont le trace 
effectif exige seulement qu’on sache deja construire 2—1 ou 2—? points 
en ligne droite assujettis a des conditions analogues. 

Alin de simplifier un peu les raisonnemens, nous conviendrons, une 
fois pour toutes *), de designer par (X) la droite ind£linie qui contient les 
n points inconnus x, x’, x, .... ainsi que les 2-H1 points donnes a, b, 
0„d,.... 8, h, et generalement par (4) toute transversale ou droite ar- 
bitraire contenant «a, par (B) toute transversale contenant 2, par (C) toute 
transversale contenant c etc.; ces diflerentes transversales @tant d’ailleurs 
situces dans un plan unique passant par (X). Enfin nous convenons dya- 
lement de designer par (4B) langle ou le systeme des deux droites (4) 
et (DB), par (ABC) le triangle forme par la rencontre mutuelle des trois 
droites (4), (BD) et (C), en supposant d’ailleurs que Ü represente linter- 
section de (4) et de (B), 4 lintersection de (B) et de (C) ete. 

217. Premiere solution generale. Les conventions qui precedent 


etant admises, concevons, par Tun queleonque « des points donnds sur (A), 
la transversale arbitraire (4); prenons a volonte, sur cette droite, r points 
Ps distinets de @, pour y faire passer une ligne, du degre n, 
que nous designerons par (2) et qui devra contenir, en outre, les 72 points 
0, lesquels seront ainsi determinds quand (7) le sera. Par 
le point db, menons pareillement Varbitraire (B), et, sur cette arbitraire, 
prenons les 2—1 points quelconques 9‘, 9", 9°, pour y faire passer 
egalement la courbe la 2° intersection 9, de cette courbe et de (B), 
sera evidemment determinde en vertu de la premiere des &quations ci-des- 


*) Nous engagerons, de nouveau et instamment, le lecteur de ne pas neglig-r 


de decrire les figures dont il est fait mention dans le texte, et sans lesquelles il lui 
serait ici diflicile de suivre nos raisonnemens, 
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sus. Car, le triangle (4BX) etant consider& comme transversal de (n), 


donnera la relation 
(Bp) (X a) (A x) (ap) (X g)(bx) 
(Xp) (bg)(ax)? 


attendu qu'ici le sommet B du triangle (4BX) se confond avec a et le 
sommet 4 avec b. 
On aura done, pour determiner (166.) le point 9 sur (B), 
ap) _ „Ag _ 1, 


ba 
equation dans laquelle il n’y a diinconnues que Ag et bg. 

Si diailleurs X etait donn® en produits de segmens, comme cela 
a Jieu pour la question du No. 207., il est clair (172. et suiv.) qu’on 
pourrait construire lincairement le point 7 au moyen de tous les autres. 
Et il est @vident reciproquement, que la connaissance du systeme des n 
points 9, 95»... et de celui des points p, »..., Equivaut ü 
celle du rapport X, et peut parconsequent tenir lieu de la premiere des 
Equations proposces. 

Menons pareillement la transversale arbitraire (C) par c, et pre- 
nons, sur elle, les 2—1 points quelconques consideres 
encore comme appartenans ü (2); on construira la 2° intersection r, de 
et de en regardant, son tour, le triangle (ZCX) comme trans- 
versal de la courbe (z) dont il s’agit; au moyen de quoi, le systeme de 
ces 7 nouveaux points et des deux precedens, devra encore &tre cense 
equivaloir aux deux premieres des relations donnees, on tenir lieu de la 
connaissance de Ä et de L. 

On continuerait ainsi @videmment tant que le nombre des syst@mes 
de points p, de points 9, de points 7, ...., de points z, successivement 
determines en cette maniere, ou tant que le nombre des droites arbitraires 
(4), (B), (CO), qui leur correspondent, ne surpasserait pas —1; 
mais on ne saurait aller au delä vu que le systeme des z points x, x’, 
qui doit Ötre cense donnd par les quations ci-dessus, reuni 
aux 2—1 autres systemes des z points p, des n points 9, ...., des z 
points z que nous supposons appartenir, ainsi que le premier, a une courbe 
unique du degr@ 2, ne laissent plus d’arbitraire (214.) que le choix d’un 
seul et dernier point, dont la connaissance, comme on va le voir, com- 
plete entierement les donndes graphiques necessaires pour determiner 
cette eourbe, et pour ramener son tracd la resolution de systemes 
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quations analogues aux proposces (211.), mais en nombre inferieur d’une 
unit@; ou, ce qui revient au möme, pour ramener ce trac@ a celui d’une 
autre courbe dont le degr@ serait seulement 2— 1. 


218. Pour le demontrer, soit y ce point choisi ü volonte dans le 
plan des droites (A), (4), (BP), »...; menons les nouvelles droites vg et 
yh aux derniers points g et A donnes sur (X); ces droites que, d’apres 
les conventions pr@c@dentes, nous nommerons (G) et (IT), rencontreront, 
de nouveau et respectivement, la eourbe (nz), en 2—1 points y’, 
yo... et en 2 —1 points determination, 
je le repete, dependra de la resolution d’une question analogue A la pro- 
posde, mais d'un ordre meins cleve. 

Considerant, par exemple, la droite (G) ou vg en partieulier, on 
prendra successivement chacun des 2 —I triangles (GXA), (GAB), 
(GÄC), .... (GAÄF), pour transversal de la courbe, ce qui donnera lieu 
a autant de relations distinctes de la forme de celles du No. 213., et qui 
seront, en effet, aptes a definir les 2— 1 intersections 
relatives a la droite dont il s’agit, attendu que les valeurs des rapports 
(ex) (ex) 
(ax)? (ba)? 
toutes donndes immediatement par les 7 &quations primitives (216.) qui 
definissent les points x, x’, x, .... S$upposant done sache deja 
r‘soudre, pour le degr& 2—1 ou pour &quations, le probleme ge- 
neral qui nous occupe, et traitant le syst@me des points 3’, 
comme on vient de le faire pour celui des points Y', ...., on 
connaitra 2-1 systemes de z points en ligne droite, relatifs a la courbe 
(x), lesquels seront en nombre plus que suffisant (211. etsuv.) pour en 
determiner les diflerens systemes d’intersections avee une droite mobile 
autour de Yun quelconque de ces points, et ce a laide d’une suite d’equa- 


tions qui se rapportent, elles m&mes, toutes au degre 2—1. 


qui entreront dans leurs seconds membres, seront 


> 


219. On simplifiera un peu la premiere partie de ces construc- 
tions, celle qui se rapporte la determination des points y, 
et 2, ...., en remarquant que, puisque les points g‘, 
et les 2—2 points 9°, 5’, .... ont pris d’une manicre 
entierement arbitraire, on peut les choisir respeetivement sur les droites 


(G) et (FH) qui joignent le point v aux deux derniers des points don- 
g et Ah. 
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En eflet, attendu que les 2—1 points v, g', r‘, s’, „... appartien- 
dront alors a la courbe (z), la droite (G) qui les porte, ne rencontrera 
plus celle-ci qu’en un seul et dernier point y, que l’on construira imme- 
diatement et lindairement (165. et 172.) en considerant (GXA) comme 
un triangle transversal de cette m@me courbe. On construira pareille- 
ment le 7° point d’intersection z, appartenant a vA ou (H), par la consi- 
deration du triangle (HA XA); menant enfin la droite yz, que nous nom- 
merons (Y), elle rencontrera (2) en 2—2? autres points qu’on determinera, 
A leur tour, en considerant les n—2? triangles (YAB), (YAC), (YAD), ... 
... (YAF)) comme transversaux de cette courbe; ce qui donnera, sur le 
champ, autant d’@quations distinctes, de la forme des proposees, mais qui 
ne se rapporteront plus qu’au degre 2—2. 

La courbe (r) qui, par ses intersections avec (X), donne les z points 
x, x, x, 2... demandes, devant contenir le syst&me des z points trou- 
ves en dernier lieu sur (Y), ainsi que les 2—1 autres systömes de points 
y, de points 7, .... de points z, situes sur les droites respectives (4), 
(DB), (CO), »... cette courbe, dis-je, qui doit en outre passer par v, 
se trouvera completement determinde (211. etsuiv.) comme dans le cas 
qui precede, et son trac@ sera ainsi ramene ä celui d’une serie d’autres 
courbes d’un degr& moindre d’une unit@ que le sien propre, et dont cha- 
cune n’exigera, ü son tour, que des constructions d’un degr& moindre d’une 
unit, et ainsi de suite jusqu’ä ce qu’on soit retombe sur des constructions 
du second ou du premier degre seulement. 

220. Deuxieme solution generale plus simple. Ges constructions 
etant encore fort compliquees, on pourra les simplifier notablement, du moins 
en ce qui concerne le trac& de la ligne auxiliaire (2), si, au lieu de se 
donner un point ordinaire, tel que y, pour y faire passer cette ligne, on 
supposait que ce point füt multiple d’un certain ordre; seulement alors il 
faudrait diminuer, en cons&quence, le nombre des droites (4), (BD), (C),.... 
ou des systemes de points arbitraires qu’elles portent. 

Supposant, par exemple, que y soit multiple de lordre 2—2, il 
est clair que la courbe (r) sera entierement determinde (198. et suiv.) par 
le systöme des nz points x definis par les @quations du No. 216., et des 
n points p de (4), des z points 9 de (B), construits comme il a dt@ ex- 
pliqu& au commencement du No. 217., de sorte qu’on ne pourra plus se 
donner arbitrairement aucun autre point pour y faire passer cette courbe. 


| 
| 
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Parcons“quent si, Taide de ces deux derniers syst@mes de points seule- 
ment, du point multiple v et des 2 @equations donnees qui se rapportent 
aux points @, 2... et A, on parvient determiner un der- 
nier systeme de points r, r‘, 2... situds a linterseetion de et 
d’une droite quelconque, on sera, par la m@me, en tat de construire tous 
les points de cette courbe par un proced@ qui n’exigera (198. et suiv.) que 
la repetition d’operations du premier et du second degr@ seulement. 

Pour prouver la possibilit@ de determiner un tel syst@me de points 
ou un systeme de points @quivalent, montrons d’abord comment on peut 
construire les deux intersections de la courbe avec chacun des rayons vec- 
teurs ve, vd, 2... vg etvAh, ou (D), »...(G) et (HM), qui sont en 
nombre 2—1. Soient, par exemple, y’ et y‘ les intersections inconnues 
relatives a (C); on considerera successivement les triangles (CAA), (CXb) 
comme transversaux de la courbe (2), ce qui donnera deux relations dans 
lesquelles il n’y aura diinconnues, que les segmens des points y’, y‘ dont 
il s’agit, et ceux des points x, x”, ....; remplacant done les rap- 
ports des produits de ces derniers segmens par leurs valeurs deduites de 
celles, des &quations proposces (216.), qui sont relatives aux points a, 5 
et c, on aura deux equations propres a construire y’ et y”, par le traed 
d’une ligne qui, d’apres ce qui precede (219.), sera simplement du second 
ordre, et pourra tre construite par des op@rations purement lindaires, 

Ayant determine, de la m&me manicre, le syst@me de deux points x’ et 
x’ situes sur ve, celui de deux points £' et t”’ sur vd, et ainsi de suite, on pourra 
supposer, pour simplifier le reste de la solution, que les points p’ et 9° qu’on 
s’“tait d’abord donnes d’une maniere entierement arbitraire sur (4) et (B), 
aient @t@ choisis de facon que la direction p°g’ passe par le point ce, direction 
que nous designerons par (C,) pour la distinguer de (C) ou ev. Üela pos£, 
afın de determiner les 2— 2 autres.intersections de (C,) avec la courbe (r), 
on considera successivement les 2—2 triangles (CAD), (GAE), AG), 
(C, XH) comme transversaux de cette courbe; ce qui donnera un pareil 
nombre d’@quations distinctes, propres a determiner les intersections dont 
il s’agit, attendu que les rapports des produits relatils EEE 
pourront encore en @tre @liminds, au moyen des quations proposces. 

Supposant, de möme, que la droite (D,) des points p‘ et 9°, restds 
totalement arbitraires, ait et& prise, & son tour, de fagon ü passer le 3" 


point d, on determinera pareillement ses 2—? autres intersections avec 
49 * 
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(n); et Von voit qu’on pourrait operer encore ainsi A l’egard d’une troi- 
sicme droite contenant p’, 9°’ et passant par e, ce qui permettrait de 
construire la courbe toute entiere par le procede des Nos. 200. et 201. 
Mais comme chacune de ces op£rations suppose la resolution de n—2 &qua- 
tions de la forme de celle du No. 216., il sera plus simple et plus expe- 
ditif de se borner a la eonsid@ration des deux premicres droites p’g’, p''g“ 
ou (C,) et (D,), dont les systemes d’intersections avec notre courbe (2), 
jointes ü ceux des droites (4) et (BD), suflisent pour construire successive- 
ment tous les couples d’intersections de cette courbe avec des transver- 
sales arbitrairement mences par le point multiple y. 


221. Soit, en eilet, vu’ ou (U) une pareille transversale rencon- 
trant la courbe aux points u’ et u‘; pour determiner directement ces 
points, on imaginera une ligne du second ordre qui les contienne a la fois 


et passe, de plus, par les 3 points g’, p‘, p‘' qui sont connus et dont ce- 


ui du milieu est ü lVintersection de (4) et de (C,). Cette ligne rencon- 
trera, de nouveau, la droite qui contient tous les points 9, 9°, 
et la droite (D,) qui contient p“, g” et d, en deux autres points qu’on 
determinera lineairement en considerant, d’une part, le triangle (VAB), 
d’une autre, le triangle (UC,D,) comme ä la fois transversaux de (2) et 
de la ligne du second ordre dont il s’agit; car il en resultera deux cou- 
ples d’equations, de chacun deseuels @liminant les produits de segmens 
relatifs aux intersections communes u’ et u‘ de (U) avec les courbes dont 
il s’agit, on deduira deux nouvelles Equations qui ne contiendront plus que 
les simples rapports des segmens relatifs a chacun des deux points incon- 
nus de la ligne du second ordre. Cette ligne passant, en outre, par les 
trois autres points p’ et sera ainsi complötement determinde, et 
donnera, par ses intersections avec (U), le couple des points u’ et u‘ 
demandes. 

Fesant maintenant varier la transversale (7) autour de v comme 
pöle, on obtiendra, d’une manicre assez rapide, la suite de tous les cou- 
ples de points analogues a u’ et u”, qui tracent la courbe (z) dont les 
intersections x, x, x, .... avec la droite (X), se trouvent &tre precise- 
ment les points satisfesant aux @quations proposees, 

222. Troisieme et derniere solution generale. Si, au lieu de sup- 
poser vun point multiple de Vordre 2—2, on le supposait de Fordre 2 —1, 
on ne pourrait, au plus, se donner arbitrairement que les 2 pomts p, p‘, 


| 


29. Poncelet, analyse des transversales. 381 


situes sur Ja droite (4) mende volonte par @; car nous avons 
vu (203. et suiv.) quun tel point multiple, joint aux deux systemes, de 
n points, P, 2... et, x, dont le dernier doit toujours 
ötre cense defini completement par les Öquations primitives, suffisent 
pour determiner et möme pour construire lindairement la courbe du degre 
2, qui passe par ces difl@rens points. D’ailleurs, en suivant toujours l’esprit 
des methodes que nous avons mis en usage dans ce qui preecde, on cher- 
cherait determiner, au moyen des points arbitraires >, »...., du 
point multiple v et des z &quations proposces, un nouveau systeme de 
points de la courbe, situds en ligne droite, lesquels, r&unis avec les pre- 
miers, serviraient a decerire lincairement cette courbe sans quwil füt ndces- 
saire de recourir direetement aux points 2... 

En effet, menant, de v vers les dilförens points b, 6, d, .... 9/1, 
en nombre 2, des droites ou rayons vecteurs (BD), (C), »... et 
(H), on determinera lineairement leurs dernicres interseetions avec la 
courbe (2), et qui sont distincetes de v, en considerant successivement les 
triangles (AXD), (AXC), (AXD), .... (SÄH) comme transversaux de 
cette courbe, et remplacant, dans les Equations correspondantes, les rap- 
ports des produits de segmens (ax), (bx), (ex), (dx), ».... (Rx), par leurs 
valeurs tirces des @quations primitives; car il n’y restera plus d’inconnues 
que les rapports simples des paires de segmens qui, sur chacun des rayons 
vecteurs vb, YCy.... YA de ces triangles, appartiennent aux 7 intersections 
cherchees, rapports qui seront ainsi donnds immediatement par chaque 
equation. Conduisant enfin, par lun queleonque des points p, p/, ».». 
et par 5, je suppose, une nouvelle droite (D,), les 2—1 autres intersec- 
tions #’, #, .... de cette droite et de la courbe seront determindes par 
un systeme d’Öquations du m&me genre que les proposces, en nombre 2 — I 
et qui seront donndes par les triangles successils (AB,C), AB,D), .... 
considerds, a leur tour, comme transversaux de cette courbe '). 

Ayant ainsi toutes les intersections p, »... et pP» 
relatives aux droites (4) et (B), on sera en etat de construire lindaire- 


*) La question se trouve ainsi ramenee A une autre du degre n —1 seulement; 
mais on la rabaisserait de suite au (n—2)* degre si, au lieu de prendre les points p, 
PX, de (A) totalement arbitraires, on determinait d’entre eux d’apres la 
condition que l’intersection de pb ou (B,) avec cv ou (C), par exemple, füt sur la 
courbe (rn). En eflet, Ja m&me &quation qui, d’apres ce qui precede, donne cette der- 
niere interseclion au moyen des points p, » -», Servirait aussi döterminer 
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ment aufant d’autres points de (2) qu’on le voudra, situds sur les differens 
rayons veeteurs qui partent du point multiple v. Menant, par exemple, 
la transversale vr, qui rencontre en m et 2 respectivement les droites (4) 
et (B,) dont il siagit, on sera en etat de construire sa nouvelle intersec- 
tion z avec (7), en ne fesant usage que d’une simple regle; mais, au prea- 
lable, il sera necessaire de determiner la tangente au pain P, qui est com- 
mune a et a (B); ce qu'on fera, sans difhculte, laide de la relation 
möme qui, d’apres le No. 171., lie le point z & lintersection correspon- 
dante de cette tangente et de mv, intersection que nous nommerons «. 
En eflet, la consideration du triangle Zn p, dont le sommet p est sur la 
courbe (2), donne la relation 

(mp‘) Ivı ma __ 

qui servira a determiner linedairement (172., 174. et 184.) le point & de 
la tangente en p, si l’on suppose que v/ se confonde preeis@ment avec la 
direetion de Yun des rayons vecteurs vb, ve, „... pour lesquels, d’apres 
ce qui preeede, est connmu, ou qui servira construire lineairement z, 


quand la tangente dont il sagit aura Et@ construite une fois pour toutes. 
Conelusions generales et prineipales consequences. 

223. Ce qui preeede suffit, je pense, pour convaincre nos lecteurs 

de la possibilit@ de resoudre, d’une maniere purement geome£trique, le pro- 
\ 
blöme general que nous nous sommes propose dans le No. 216., et pour 
montrer la variet@ des ressources qui sont oflertes par lanalyse des trans- 
versales, dans toutes les questions ou il s’agit de construire le syst@me des 
interseetions d’une ligne geometrique avec une transversale arbitraire de 
. 

son plan, quand cette ligne est simplement definie par un nombre sufli- 
sant de semblables systemes ou de systömes &quivalens (212. et 215.); ce 
qui fournit aussi des moyens pour la deerire completement par points sous 
ces mömes donnees. 

On voit qu’en definitive, ces constructions se reduisent a une suite 
doperations ou de caleuls qui appartiennent uniquement au premier de- 


lin@airement l’un de ceux-ci au moyen de l’intersection dont il s’agit, cens@e donnee 
a priori; et, si l’on sup posait qu’ a son tour, l’intersection de dv ou (D) etde (B,) füt 
su la ne. on aurait deux equations, de j forme de celles du No. 216., propres 
determiner deux quelconques des points p, consideres comme inconnus; 
de sorte que le probleme serait alors ramene Aa la resolution de deux autres des 
desres n—5 et 2; et ainsı de suite. 
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gre, ou A la geometrie de la regle; ce qui signifie seulement que les cour- 
bes auxiliaires qui, par leurs interseetions avec des droites donnees, ser- 
vent ü determiner les points qu’on cherche, se trouvent elles m&mes con- 
struites a laide d’operations purement lindaires. Or cette circonstance pa- 
rait tenir essentiellement & ce que les relations metriques qui definissent 
les inconnues, se presentent toutes sous la forme de celles que nous avons 
nommees ailleurs projectives, et specialement de ce que les segmens ou 
distances qui y entrent, constituent une fonction symetrique de produits 


homogenes. 
224. La solution que nous avons prösentde en dernier lieu (222.), 


nous parait d’ailleurs aussi simple et aussi rapide que le comporte la na- 
ture du probl&me propos‘; car elle ramene, de suite, la recherche de 
n points inconnus x, &', a celle de 2—1 autres points 
dependans d’une question du m&me genre, mais d’un degre inferieur d’une 
unite, et qui, dtant une fois trouves, permettraient de construire les pro- 
poses par le trac& d’une courbe auxiliaire de degre n. Mais, comme ces 
n—1 points .... exigeraient, leur tour, la determination de 
n—2? autres points analogues, et le trac& lineaire d’une ligne de l’ordre 
n—2 et ainsi de suite, on voit qu’en remontant de proche en proche, on 
fera dependre la solution du probleme d’un ou de deux derniers points 
qui exigeront le trac& d’une ligne droite ou d’une section conique, et qui 
serviront ü en determiner trois autres par le trac& lincaire d’une ligne du 
3° ordre, quatre autres par le trac@ pareil d’une ligne du 4° ordre, et ainsi 
de suite jusqu’ä ce qu'on soit arrive aux 7 points proposds, qui eux-me6- 
mes r&clameront le trac@ d’une ligne de l’ordre n. 

Ces differentes operations, qui s’ex@cutent toutes avec la regle, au- 
ront done necessit@ le trac@ de courbes geometriques dont les degrds 
respectifs sont representes par la serie des nombres naturels compris entre 
1 et 2*). Or nous ne voyons pas, pour le moment, comment il serait 
possible de remplacer, generalement, cette suite de traces assez p@nibles 
par le trac& unique d’une courbe de desre 7; et, quoique, par elle- m&me, 
la chose ne r@pugne en aucune maniere, nous devons cependant avouer 
que nous l’avons jusqu’ici vainement tentdee, m&me pour la question par- 


*) D’apres les observations de la note du No. 222., le nombre des courbes auxi- 
liaires pourra Etre reduit d’environ moitie. 
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ticulicre du No. 213., ou le syst&me des dquations resoudre n’exprime 
autre chose que la dependance purement desceriptive qui lie les 2 —1 points 
inconnus aux m°+-1 points donnes, et en vertu de laquelle tous ces diffe- 
rens poimts appartiennent une ligne geometrique du degre m. 

La complication dont il siagit, parait, du reste, tenir au fond m&me 
de la question, et ä ce que les donncees ou conditions graphiques n’en 
seraient pas assez explieitement definies sous le point de vue purement 
gscometrique. Car, par exemple, dans le probleme du No. 213. dont il 
vient d’@tre parl&, la complication n’a pas lieu lorsque les 772° premiers points 
donnds, situds zu par m en ligne droite, sont immediatement definis par 
la condition de se trouver sur un second syst@me de n droites, ou, en 
general, sur une courbe geometrique du möme degr@ que la proposce, 
et elle n’a pas lieu, non plus, pour le probleme du No.206., ou il s’agit 
de determiner le systöme complet des tangentes en un point multiple 
d'une courbe, dont lindice est le plus &lev@ possible par rapport A son 
degrd. Nous verrons en ellet, par la suite, que dans ces cas particuliers, 
la question, bien qu’elle depende toujours d’un systeme d’Öquations ana- 
logues, peut se ndanmoins par le trac& d’une seule courbe auxi- 
liaire dont le degr@ est marqne par le nombre des points qui sont ä 
determiner. 

225. Quant au prösent, nous devons nous borner “ tirer quelques 
consequences gencrales des recherches qui pr@cedent, dans lesquelles nous 
navons pretendu quindiquer rapidement des moyens generaux de solution, 
propres seulement a montrer la possibilit@ et l’etendue d’une classe de 
questions qu’on serait volontiers tent@e de regarder comme tout ü fait en 
dehors du domaine de la simple geome£trie, quant aux moyens de solution. 

En ellet, il r&sulte elairement, des discussions auxquelles nous nous 
sommes livres dans ce $., que pour m systemes de 2 points, situds sur 
un egal nombre «de droites s’entrecoupant toutes dans un möme plan et 
qui, pris trois par trois, satisfont ü la relation metrique du No. 165., on 
peut mener une infinit@ de lignes geometriques du degre 72; mais que, si 
un dernier point est donne arbitrairement pour y faire passer la courbe, 
cette courbe sera enticrement determinde de forme et de position, aussi 
bien que ses intersections avee une transversale quelconque passant par ce 
point ou m&me avec une transversale entierement arbitraire. Il resulte de 
evidemment que, un nombre queleonque, superieur a m, de systc- 
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„mes de 2 points, situds sur un dgal nombre de droites comprises dans 
„un plan unique, sont tels que, consideres trois par trois, il satisfassent 
„ü la relation dont il vient d’ötre parl&, tous ces points appartiendront 
„necessairement une seule et meme ligne geometrique d’un degre 
„eisöment egal ü 2, et que, si par 772 queleonques de ces systömes de 
„points et par lun des points restans, on fait passer une ligne de ce de- 
„gr@e, elle passera necessairement aussi par tous les autres:” sur quoi il 
est important de remarquer qu'au lieu d’Epuiser toutes les combinaisons pos- 
sibles de droites ou systemes de points, on peut se borner, d’apres le 
No. 212., un certain nombre limit@ de eombinaisons essentielles et vrai- 
ment distinctes. 

Cette proposition est Evidente par elle möme, pour le cas de m=1, 
ou I n'y a quunm seul point sur chacıne des transversales; car les rela- 
tions qui leur appartiennent, expriment que ces points, pris trois par trois 
et dans un ordre quelconque, sont situds sur autant de lignes droites; mais 
il etait necessaire de la demontrer rigoureusement pour tous les autres 
cas, sans en excepter celui de mn puwisqwil n’est pas certain, 
a priori, qu’un nombre quelconque de couples de points appartenans ü au- 
tant de droites tracdes dans un möme plan, sont situds sur une liene du 
second ordre unique, bien que, pris 3 par 3, ils döterminent complöte- 
ment (145. et suiv.) une semblable ligne. 

226. Ainsi done les systemes de relations m£ftrigues qui ont la 
forme et sont assujetties aux conditions indiqudes au No. 165., presentent 
veritablement tous les caracteres d’une definition complete des lignes 
metriques, et qui suffit pour mettre a meine d’en construire toutes les 
parties sous des donndes convenables. Mais, attendu que ces relations sont 
susceptibles de subir des changemens de forme et de devenir möme com- 
pletement illusoires pour certaines positions des transversales ou du systeme 
des points donnds (170. et suiv., 187. etsuiv.), il importe de remarquer 
que les relations qui en tiennent lie, ou qui en sont, d’apres nos prinei- 
pes, la iraduetion plus ou moins immediate, ne cessent pas de definir, de 
determiner m&öme geomeötriquement, les lignes ou systömes de points aux- 
quels elles sappliquent; car toutes les relations purement deseriptives, tou- 
tes les constructions de points et de lignes auxquelles nous avons di& 
conduits dans ce paragraphe, en raisonnant dans les bypotheses les plus 
generales sur la position des transversales, toutes ces constructions ei re- 
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lations, dis-je, demeurent, en vertu de la loi de continuit@, exactement 
applicables aux diff@rens etats particuliers de la figure, sauf les modifica- 
tions que reelament les changemens de position des points ou des lignes, 
et quindique, a lavance, cette loi. 

Cette consequence d'ailleurs peut tre &tablie directement et sans 
recourir au prineipe de continuite, en reprenant la serie de nos premiers 
raisonnemens, et en y remplacant immediatement les relations primitives 
par leurs translormees, tout en changeant si cela est necessaire, le mode 
de leurs combinaisons et des operations auxquelles elles donnent lieu, con- 
formement lexemple qui en a oflert dans le No. 195. du precedent $. 


227. Considerons maintenant, sur un plan, un syst@me queleonque 
de points, analogue A celui qui vient d’etre dehini, ou, si l’on veut, con- 
siderons le syst&me complet des intersections reelles ou ideales d’une 
ligne geometrique, de degre 7, avec des transversales rectilignes arbi- 
traires, en nombre quelconque inferieur ou superieur m. Suppo- 
sons que, parmi ces za points, 272 quelconques situes 2 par 2 sur nos 
transversales respectives, aient entre eux la me@me corr£lation de posi- 
tion que le systeme des proposds, ou, si l’on veut encore, appartiennent 
une certaine ligne geometrique du degre z, il resultera, de nos prin- 
cipes, que les x (m—-.n) intersections restantes et qui se trouvent distri- 
buces m —n par m—n sur ces transversales, seront elles m@ömes & 
une courbe du degre m—.n. 

En eflet, si on considere Tun quelconque, abe, des triangles 
formes par les intersections mutuelles des transversales dont il sagit, on 
aura, par hypothese, entre les segmens qui determinent, sur ces cötds, 
les 3772 points qui sont censcs appartenir a la courbe (2), une relation 
metrique de la forme 

(ap) (bg) (er) _ 

(bp) (eg) (ar) 
en supposant, du reste, que l'on conserve les denominations et conven- 
tions du No. 165. Et, puisque 37 de ces mÄmes points, situds par n 
sur les eötds du triangle «be, sont censes appartenir une autre ligne 
du degrd n, on aura une seconde relation, de la m&me forme, entre les 
seomens qui leur correspondent, et en vertu de laquelle tous ces seg- 
mens disparaitront, comme facteurs, des produits du numerateur ou du 


denominateur de la prec@dente; laquelle se r&duira consequemment a une 
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autre relation toujours de m@me forme et exprimant, ainsi que toutes ses 
analogues relatives aux diflerens triangles formes par nos transversales, 
que les # (m—.n) points restans sont efleetivement a une courbe du degre 
m—n, comme il s’agissait de le demontrer. De lä aussi ce th&or&me general. 

Si parmi les um intersections d’une courbe geometrigue de degre 
m trace sur un plan et du systeme de u transversales rectilignes arbi- 
traires, un se trouvent sıtudes sur une autre courbe gaelcongue du degre 
n, les u(m—n) intersections restantes seront a une troisicme ligne 
geometrigue du degre m—.n. 

228. Considerant, par exemple, le systöme complet des tangentes 
aux intersections d’une courbe plane, du degre m, avec une droite arbi- 
traire, il resulte, de ce principe general, que les m(m—?2) intersections 
nouvelles de ces tangentes avec la courbe, seront sur une autre courbe 
seometrigue du degree seulement. 

D’iou il suit aussi, en vertu du prineipe de continuite , que le 
systeme total des m asymptotes d'une courbe geometrique du degre m, 
rencontrent de nouveau cette courbe en m(m—.N}) points qui appartien- 
nent a une autre courbe geometrigue dont le degre est m—\ seulement. 

Supposant la droite ci-dessus des points de contact, mende par 
un point multiple queleonque de lordre 7, letheorcme subsistera toujours, 
pourvu que l’on comprenne les z tangentes en ce point multiple, au nombre 
des 2. tangentes aux intersections de la courbe avec la transversale arbi- 
traire. OQu’il s’agisse, entre autres, d’un point double et d’une ligne du 
4° ordre, on sera conduit a ce corollaire: 

Si par un point double d’une ligne du 4° ordre, on mene une 
transversale arbitraire, et deux tangentes par les intersections nouvelles 
de cette transversale avec la courbe, le systeme de ces tangentes et 
du couple de celles qui repondent au point multiple ira rencontrer cette 
courbe en six derniers points, distincts des premiers et gui appartien- 
dront simplement a une ligne du second ordre. 

Cette proposition aurait lieu, d’une maniere analogue, dans le cas 
ou la transversale passerait par un second point multiple ou s’@loignerait 
a Tinfini etc. Mais en voila assez, pour le moment, sur ces corollaires 
de notre theoreme general, que nous verrons, dans la seconde partie de 
ces recherches, s’etendre aux intersections quelconques des lignes et des 
surfaces geometriques, et dont nous avions, des lannce 1817, applique 
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les consquences aux proprietes de situation des lignes du 3° ordre, que 
nous ayons fait connaitre A la fin du $.1. 


$. IV. 

Des lignes geometriques en tant que delinies on construites par les faisceaux convergens de 
leurs tangentes. — Hecherches et eelaireissemens sur divers points de la theorie des polaires 
reciproes, 

Considerations preliminaires, 

229. Toutes les relations meötriques ou deseriptives qui nous ont 
occupe dans le preeÖdent paragraphe, etant, de leur nature, projectives, 
elies peuvent immediatement (Polaires reciprogues, No. 120. et suiv.) 
etre traduites en d’autres qui concernent uniquement les faisceaux de tan- 
gentes des lignes gcometriques, issues des difi@rens points du plan de ces 
lignes. Ainsi on deduira, de nos recherches, des proc@des gencraux et 
purement lindaires pour construire autant de ces systemes qu’on le voudra, 
quand on sien sera donne arbitrairement un nombre suffisant pour definir 
completement la courbe, et qui permettra de construire celle-ci par len- 
veloppement de ses tangentes, d’une maniere analogue a celle par laquelle 
nous avons vu qu’on pouvait construire les lignes geomeötriques au moyen 
de leurs sysiemes diintersections avee des droites variable. On pourra 
meme, si on le desire, determiner les points de contact de chaque 
faisceau A laide des faisceaux de tungentes, donnes a priori, par des pro- 
e@des inverses de ceux (171., 175. et 184.) qui serviraient Aa tracer les 
tangentes aux intersections d’une ligne du degre n, avec une droite arbi- 
traire, «quand cette ligne est donnde par ses autres syst@mes d’intersee- 
tions pareils etc., efc. 

Dapres les exemples que nous avons dejü offerts dans les No. 163. 
et 185. des deux premiers $., nous croyons assez peu utile d’insister sur 
les resullats auxguels on parviendrait ainsi. Mais, puisque nous en sommes 
venus ü parler du trace eflectif des courbes planes par leurs systemes de tan- 
gentes issues de points donnds, c'est le cas de prösenter quelques reilexions 
speeiales relatives A la nature, au degre de ces courbes et ä lespece de 
correlation et de rÖeiproeitd qui les lie aux lignes geometriques definies 
ou construites par leurs syst@mes dintersections avec des droites donndes; 
sujet en Iui meme Epineux, qui a suscit@ des doutes et que personne, ce 
nous semble, n’a encore aborde avec franchise depuis ce que nous en 


- 


29. Poncelet, analyse des transversales. 389 


avons nous möme derit, en 1817, dans le tome VII. des Annales de 
mathematigues (pag. 211. et suiv.) et particuliörement, en 1824, dans 
le Memoire sur la theorie generale des polaires reciprogues (Voy. 
No. 65. et suiv.); mais dont toute la diflieult@ rdside, comme on le de- 
montre en ces endroits, dans Ja maniere d’envisager et de poser, pour 
chaque cas particulier, la question relative au nombre et ü lespece des 
tangentes issues des m@mes points et qui appartiennent a une courbe 
plane de degr@ ou d’espöce donnds. 

230. On peut voir, dans les Annales de mathematigues (tome XVII, 
XVII. et XIX.) les singulieres inadvertances commises par d’estimables 
scometres, faute d’avoir donne une attention assez scrieuse A de telles 
questions, dont la solution, sous le point de vue general et geometrique, 
ne laisse veritablement ni doute ni obscurit@ dans lesprit, et ne semble 
depasser les forces actuelles de Vanalyse algebrique cause des elimi- 
nations laborieuses qu’elle entraine, et des facteurs singuliers ou dtrangers 
qui compliquent inevitablement les r&sultats du caleul 

En signalant ces inadvertances, dans deux artieles inseres ü la page 
109. tome VIIL, et 292. tome IX. (anndes 1827 et 1828) du Bulletin des 
sciences mathematigues de Mr. de Ferussac, je donnai a leurs auteurs 
l’occasion de les rectifier et d’approfondir une matiere digne de fixer Yat- 
tention de tous les g@ometres analystes; mais cette provocation, comme 
on peut le voir a la page 24. tome IX. du möme Bulletin, ou ü la page 
152. du tome XVII. des Annales de matheinatigues, ne produisit qu'une 
rectilication de mots par laquelle ces mömes auteurs convinrent de nom- 
mer courbe ou surface de m” classe, celle ä& laquelle, d’un m&me point 
ou d’une müme droite, on peut generalement mener 72 tangentes ou m 
plans tangens, et cela sans rien prononcer sur la relation qui subsiste en- 
tre le degre et la classe; ce qui implique une double definition et ne leve 
point la diffieult@ quant au fond. Linadvertance de nos auteurs consistait 
elfeetivement avoir confondu la elasse avee le degre, ou supposer 
egaux le nombre des intersections d’un lieu avec une droite et le nombre 
des tangentes ou des plans tangens qu’on peut lui mener d’un m&me point 
ou d’une meme droite, guidds en cela, sans doute, par une pure analogie 


*) Voyez nos rflexions, ä ce sujet, dans Parlicle cit® du tome VIH. des 
“Annales de mathdmatiques, page 223, et suiv. 
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de ce qui se passe dans les lieux du second degr&@ ou la reeiprocite est 
parfaite. On peut m&@me voir, par un passage de la page 303. tome IX. 
du Bulletin des sciences, ou il est rendu compte d’un m@moire de g60- 
meötrie insere dans le tome XVII. des Annales de mathematigues, que 
nos recherches, sur cette matiere, n’avaient pas suffi pour dissiper toute 
incertitude au sujet de lerreur commise, puisqu’on y dit textuellement, en 
eilet, „quwil n’est pas certain que le degr&@ et la classe d’une courbe soient 
„deux choses dillerentes, et que MM. Gergonne et Bobillier n’ont adopte 
„cette distinetion que provisoirement et seulement a cause des doutes £le- 
„ves sur ce sujet par Mr. Poncelet.” 

231. Gependant, lorsque je relevai cette erreur aux endroits citds, 
je ne manduai pas de rappeler mes premieres recherches sur la theorie 
de la rdeiprocite, dans lesquelles, ce me semble, prononcd d’une ma- 
niere assez alfirmative sur la relation qui lie, en general, le degr& ou le 
nombre des intersections en ligne droite au nombre des tangentes issues 
des m&@mes points. Je ne puis m’expliquer cette obstination A nier des 
faits math@matiques que par un autre passage du Rapport deMr. Cauchy *), 
sur mon Memoire relatif a la theorie des polaires reciprogues, passage 
dans lequel il est dit que, „pour mettre hors de doute la conclusion du 
„No. 66. de ce memoire, sur le degr@ de la polaire reeiproque d’une 
„„ courbe donnde, il paraitrait necessaire de substituer, a la d@monstration 
„gcometrique de Mr. Poncelet, une demonstration analytique.” Or le 
senre de raisonnement que jai mis en usage dans cet endroit, me semble 
tout aussi rIgoureux que peuvent le desirer ceux qui ne sont pas des ad- 
mirateurs exclusifs des methodes purement alg@briques. 

En eflet javais d@montre, a la page 214. du tome VII. des Anna- 
les de mathematigues, en me fondant sur quelques donnees de calcul 
fort simples et en elles m&mes incontestables **), que les courbes planes de 
degre zn, ont, en general et au plus, 77. (2 —1) tangentes issues d’un point 
arbitrairement donne et dont les points de contact se trouvent tous situes 


*) Voyez ce rapport imprime a la page 227. du tome IX, du Bulletin des sciences 
malhematiques. 

Mr. Bobillier a demontre, depuis, ce par une marche analytique 
nrale et fort dans le tome XIX. des Annales, No. 4. d’Octobre 1828; ce qui 
u'a pas empöchd le savant redacteur de ce recueil de manifester, dans une note an- 
nexee au memoire de Mr. Bobillier, des doutes sur la legitimit@ de nos conclusions, 
observant que le nombre m(m—1) n’est qu’un simple maximum, une limite que le 
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sur une ligne du degr& 2 —1 seulement: ce principe une fois admis, on 
en conclat inevitablement que les r@ciproques polaires de pareilles courbes 
sont d’autres courbes du degree m (m—1) en general et au plus. 

A la verite, jai neglige de rapporter ou möme de rappeler, dans 
le No. 66. de mon memoire, cette d@monstration analitique relative au 
nombre des tangentes; mais j’avais cru pouvoir m’en dispenser, attendu 
quelle me semblait äa Ja portee de tout le monde, et que la proposition 
analogue, sur le degre des surfaces coniques eirconscrites a une surface 
de degr& donne, avait deja et& signalde par Monge, ü la page 15° de son 
Application de l’analyse a la geometrie, ouyrage qui est g@n@ralement 
connu et qui sert de base ü l’enseignement des dlöves de l’Ecole poly- 
technique. Diailleurs la d@monstration purement geometrique de ces 
m&mes propositions, repose sur des considerations qui ressortent essen- 
tiellement de la theorie generale des courbes et surfaces des divers ordres, 
que nous ne voulions nullement entamer a propos de la doctrine des po- 
laires r&eciproques, et qui trouvent leur place naturelle dans ce $., specia- 
lement consacr€ r@epandre un jour nouveau sur les prineipes qui servent 
de fondement ä cette doctrine. 

232. La justice veut aussi qu’avant d’entamer cette matiere et 
apres les reflexions critiques qui pr@cedent, nous declarions que les g60- 
metres dont nous avons parl@, sont ü peu pres completement revenus de 
leur erreur, ou plutöt des doutes quils avaient eleves contre le rösultat 
de nos premieres demonstrations, en reconnaissant, sur des exemples par- 
ticuliers et par les propres ressources de l’analyse algebrique, qu'il est 
des courbes planes, du degr& 2, qui ont reellement (m —1) tangentes 
distinctes issues d’un m@me point, ou dont la polaire reciproque s’@leve 
reellement au degre m (m—1)*). Mais on n’en doit pas moins s’@tonner 
que, dans I’etat actuel de nos connaissances mathe@matiques, il ait fallu, 
a des savans d’une habilet@ incontestable, plusieurs anndes pour se rendre 
a levidence d’un fait geometrique en lui fort simple, et qu'avec 


nombre des tangentes pouvait ne jamais atteindre; il d&clare m&me ne pas bien con- 
gevoir une courbe qu’une droite ne pourrait couper qu’en trois points seulement, et A 
laquelle neanmoins on pourrait mener six tangentes d’un ıneıne point de son plan. 
Voy. la page 285. tome X. du Bulletin des sciences, oü il est rendu compte de ce No. 
des Annales. 

*) „Annales, tome YIX., Janvier 1829; Bulletin des sciences mathdmatiques, tome 
XI. page 91. et 92. 
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un peu d’attention, ou avec de legers calculs, ils eussent pu s’approprier 
tout d’abord; mais tel est le resultat de lespece de defaveur et de pre- 
vention qui s’attache aux idees et aux notions les plus @videntes, quand 
elles contrarient notre maniere de voir et les prejuges que nous nous 
sommes formes sur l’dtat d’une question. 
Montrons actuellement ‘comment, par la voie purement intuitive 
de la geometrie, on peut decouvrir le nombre des tangentes que, d’un 
möme point, il est, en gemeral, possible de mener a une ligne du degre 
m donnce sur un plan; ce que, dans notre article du tome VIII. des An- 
nales de mathematigues, nous n’avions, je le repete, etabli qu’avec le 
secours de lanalyse algebrique, dont la marche, parfois plus expeditive, a 
le desavantage de ne pas toujours Eclairer parfaitement Vobjet des questions. 


Transformation des eourbes, appliquee a la recherches du nombre des tangentes issues des ımemes 
points et de la loi qui les lie aux points singuliers. 

233. En supposant qu’on mette la figure en perspective ou pro- 
jeetion conique sur un nouveau plan, de facon que le point donne passe 
A Tinfini, ce qui peut avoir lieu d’une multitude de manitres sans rien 
changer au degre de la courbe ni au nombre des tangentes, la question 
sera tout d’abord ramende ä celle ou il s’agirait de conduire, ä cette courbe 
ses dill@rentes tangentes parallcles a une direction donnde. 

Cela pose , conduisons Aa notre nouvelle courbe, censde du degre 
n, une suite de transversales parallcles la direction donnee; elles ren- 
eontreront respectivement cette courbe en un nombre zn de points reels 
ou imaginaires, mais en gencral distinets et A distance donnde; puisque, 
göncralement aussi, ces transversales ne sont ni tangentes ni paralleles 
aux branches de cette courbe, la direetion donnde etant censce 
queleongque.  Parconsdquent le nombre total des distances qui s@parent, 
deux ü deux, ces 7m intersections, ecest-ü-dire le nombre des cordes 
distinetes qui, dans notre courbe (77), repondent a une mÄme transver- 


m(m—-{) 
> 


— 


sale, est gencralement et au plus et, attendu que, pour toute trans- 


versale tangente ä (m), les deux intersections confondues en une seule au 
point de eontaet, repondent a une corde nulle, on vait que la question 
qui nous oceupe revient preeiscment decouvrir toutes les positions de 
la transversale parallele ü la direction donnee, pour lesquelles cette cir- 
constance particuliere arrive. 
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A cet effet, tracons a volonte, dans le plan de (2), un axe fixe 
qui rencontre, ü la fois, toutes les transversales paralleles dont il s’agit; 
portons, sur chacune de ces transversales et ü partir de cet axe, toutes 
les cordes correspondantes; et, attendu que le sens de ces cordes n’est 
pas determine & priori, portons chacune d’elles a la fois au dessus et 


au dessous de l’axe fixe; nous obtiendrons ainsi, pour chaque transver- 


m — 1 . 
sale, 277 —= m(m—-1) nouveaux points, qu'on pourra considerer 


comme appartenans A une certaine ligne geometrique, et dont la suite, 
relative aux differentes transversales, formera ellectivement une courbe 
continue comme lest elle m&me, par hypothese, la proposce, et qui se 
composera d’un nombre (m —1) de branches toutes rcelles et distine- 
tes, si la premiere en a, elle m@me, un nombre n de semblables. 

En observant d’ailleurs ce qui a lieu pour le cas partieulier ou la ligne 
proposde serait formee par un syst&me de m lignes droites, et specialement 
celui ou elle se reduirait au systöme de deux droites seulement ou d’une liene 
queleonque du second ordre, on reconnoitra facilement la necessitd d’avoir 
egard au double sens de chaque corde pour le trac& complet de la deri- 
rivee, et g@neralement on verra, par la loi de continuit@ et en suivant 
avec attention le mouvement de chacun des points gencrateurs de cette 
derivde par rapport a ceux de la proposde, qu’ellecetivement tous les points 
determines doublement ‚comme on vient de le dire, sont assujettis a la 
möme loi ou appartiennent ä un m@me mode de generation continu. 


234. Il resulte, de ces observations et de ce que chaque transver- 
sale parallele a laxe fixe rencontre g@ncralement la derivce en un nombre 
m(m—-1) points et non d’avantage, que cette courbe est ndcessairement 
aussi du degre (m—1), et quelle ne saurait d’un deere plus 
C'est la, en eflet, une consequence necessaire du prineipe de continuit« 
(voy. Zintroduetion generale), «qui veut dailleurs qu’on tienne compte 
aussi bien des intersections ideales que des intersections rdelles, et quon 
regarde comme distinetes celles qui se trouvent conlondues deux ü deux, 
trois a trois etc. Done enfin la ligne que nous venons de construire dans 
toutes ses parties et qui est symetrique par rapport ü laxe lixe, rencon- 
trera gen@ralement cet axe en m(m—1) points et non diavantage, aux- 
quels correspondront egalement zn (m —1) transversales parallöles ou or- 


donnees, qu'on pourra considerer comme autant de tangentes de la pro- 
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posde, attendu que, pour chacune d’elles, l’une au moins, des m(m—-1) 
cordes de cette proposee, sera nulle. 

Tel est done aussi gendralement le nombre des tangentes deman- 
dees, nombre absolu et invariable, si l’on entend comprendre, comme nous 
le faisons en vertu de la continuite, les tangentes imaginaires, les tangen- 
tes situces a Vinfini au nombre de celles dont il s’agit, et si nous comp- 
tons pour deux, pour trois celles qui repondent ä des intersections dou- 
bles, triples de la derivee avec laxe fixe d’ou se mesurent les ordonndes, 
interseetions qui correspondent au cas ou cette derivee serait tangente A 
cet axe ou aurait, sur ce m@me axe, des points de croisement, de rebrous- 
sement, des points isoles ou eonjuges ete.: de tels points qu’on peut com- 
prendre indistinetement (205.) sous la d@nomination generale de points 
multiples, ont en ellet, pour caractere geometrique, que toute droite qui 
y passe contient une ou plusieurs des intersections de la courbe, confon- 
dues en une seule en ces mä@mes points. 

235. On peut juger, d’apres cela, que la recherche du nombre 
effectif des tangentes distinetes de la courbe proposee et qui sont paralle- 
les ü une droite ou issues d’un point donne, se lie intimement ü celle des 
points multiples m&mes de cette courbe. La discussion montre, en ellet, 
que tout point de cette espece correspond, dans la derivee, a un point 
semblable situ@ sur laxe de cette derivee, et que cet axe n’en peut con- 
tenir aucun, de ce genre, auquel ne reponde r&ciproquement un point pa- 
reil dans la primitive. On remarquera aussi qu'attendu la symetrie de la 
derivde par rapport ä laxe, ce dernier ne peut la toucher r&ellement qu’en 
des points ou deux branches au moins viennent elles-m&mes se toucher 
suivant cet axe. C'est ce qui arrive, par exemple, pour les points de re- 
broussement, de differente espece, appartenans A la courbe primitive; car, 
non seulement de tels points demeurent des points de rebroussement du 
meme ordre dans la derivee, mais en outre, ils ont laxe fixe pour tan- 
gente; ce qui suppose au moins trois points confondus en un seul sur cet 
axe, lesquels repondent parconsequent un nombre de tangentes, de 
la courbe primitive, superposees entre elles. 

En general, la discussion, pour ce cas, prouve quä tout point de 
rebroussement simple et ä deux branches, duquel on peut dire et dEmon- 
trer rigoureusement que la tangente en ce point rencontre generalement 
la courbe en p points confondus en un seul, de sorte que, le degr& de 
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cette courbe @tant 2 par exemple, le nombre des intersections distinctes 
ou independantes du point dont il s’agit, soit m —p, la discussion prouve, 
disons nous, qua un tel point correspondent au moins p tangentes con- 
fondues en une seule, si le rebroussement est de la premiere espece et, 
p—1, sil est de la seconde. 

Les points d’inflexion simple, ou qui sont tels qua toute droite 
arbitrairement mende par ces points, correspondent, sur la courbe, autant 
d’intersections distinctes quil est marque par son degre, ces points dis-je, 
ne donnent evidemment pas lieu ü des tangentes superposdes, a moins que la 
transversale se confonde avec la tangente m@me du point considere, auquel 
cas elle represente deux tangentes r@unies en une seule, tout comme la 
tangente au point de rebroussement simple et de premiere espece en re- 
presente guatre, et la tangente au point de rebroussement de la seconde 
espece eing. Mais nous ne poursuivrons pas cette discussion Epineuse, et 
qui ne nous fournirait que des donndes fort incertaines relativement aux 
points de rebroussement ou d’inflexion d’esp@ces sup£rieures. 

236. Quant aux points multiples qui r@pondent au croisement 
veritable des branches de la courbe proposee ou primitive, on peut, 
sans aucune incertitude, fixer generalement le nombre des tangentes su- 
perposces qui leur correspondent dans la derivee, en observant que, si p 
est le nombre des branches distinetes dont il sagit ou des tangentes a 
ces branches, cette derniere courbe devra @galement avoir, au point cor- 
respondant de laxe, p(p—1) branches distinetes passant par ce point, et 
qui indiqueront un pareil nombre de tangentes superposees de la courbe 
primitive, passant par le point multiple qui lui est relatif. 

S’il s’agit d’un point conjuge dont lorde de multiplicite soit p, c’est- 
a-dire duquel on puisse dire que p branches se trouvent eonfondues en ce 
point, le nombre des tangentes qui lui correspondent, devra, en vertu de la 
continuite, Etre encore considerd comme £gal p(p—1) attendu qu'il repre- 
sente, a lui seul, une sorte de courbe du degr@ p. On arrive a la mäme 
consequence en regardant le point conjuge comme le croisement de p bran- 
ches imaginaires de la courbe, d’apres la möme notion qui permet de 
regarder indifferement un point r&el comme un cercle de rayon nul, ou 
comme le croisement de deux droites imaginaires. 

Du reste, on reconnaitra aiscment l’ordre de multiplieite d’un point 
queleonque donne, en recherchant rigoureusement, combien de points de 
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la courbe, confondus en un seul avec celui lä, porte toute transversale 
mende arbitrairement par ce meme point; sur quoi il est essentiel de 
remarquer quil ne sera pas necessaire de s’inquieter de la realit@ ou de 
la non-realit@ des branches qui y passent, c’est-a-dire sil est un point 
de croisement veritable ou en partie de croisement (205.), en partie con- 
jugue, ce qui peut @videmment arriver dans certains cas. 

Il peut aussi se faire que deux des branches de la courbe primi- 
tive et qui aboutissent au point consider@e, aient la m@me tangente en ce 
point, ou y aient un contact d’un certain ordre; alors, 2 repr@sentant 
cet ordre, 2+1 le nombre des points censecutifs communs aux deux 
branches, il faudra evidemment ajouter a p(p—1) le nombre ?r pour 
avoir celui des tangentes superposces avec celle dont il s’agit, puisque 
chacune des intersections consccutives doit &tre consideree comme un 
point double. 

257. Ces considerations, sur lesquelles nous avons un peu insiste, 
montrent en quoi reside la diffieult@ d’assigner, dans chaque cas particu- 
lier, le nombre eflectif des tangentes distinetes d’une courbe, et qui sont 
paralleles a une droite ou issues d’un point arbitrairement donnes sur son 
plan. Mais, comme il est @videmment une infinit@ de lignes, d’un degre 
donne 2, qui n’ont aucun point multiple m&me dans le sens general que 
nous lentendons, il en resulte qu'il existe aussi une infinit@ de lignes, de 
ce degre, qui ont m(m—-1) tangentes distinctes issues d’un point donne. 
Quoiqwil en soit, et en admettant möme qu’on n’eüt jamais vu ni construit de 
lignes geometriques privees de tout point multiple, il n’en serait pas moins 
vrai de dire, d’apres ce qui precede et d’apres le principe de continuite, 
que tonjours le nombre total des tangentes d’une courbe de degre zz, 
sera egal A m(m—1), pourvu qu'on tienne compte des tangentes su- 
perposces, des tangentes imaginaires etc. de la m&me maniere que, dans 
lappreciation du degr@ d’une eourbe donnde, nous tenons compte aussi 
de ses interseetions, de toutes les especes, avec une transversale arbi- 
traire, sans nous inquieter dailleurs sil existe ou non des transversales 
dont les intersections soient essentiellement rdelles ou distinctes. 

En ellet, la g@ometrie intuitive comme la geometrie analytique, 
nous presentent, a lenvie, des courbes et des surfaces dont certains points, 
certaines branches ou nappes sont imaginaires, confondues, r@duites ü des 
lignes ou a des points isoles, etc., soit en totalite, soit seulement en partie 
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(Proprietes projectives, suppl&ment *) No. 628.), sans que ces courbes et 
surfaces cessent, pour cela, de jouir de certaines propridtes, sans quelles 
doivent cesser, d’une maniere absolue, de faire lobjet de nos raisonne- 
mens et de nos investigations geometriques; car toutes ces bizarreries ne 
nous r@epugnent «que parceque nous ne possedons pas bien encore la me- 
taphysique de la science qui a pour objet la grandeur figurce. 


Exemples relatifs a des lignes ou systemes de lignes partieuliers; recherche du nombre 
et du degre des intersections des courbes et surfaces. 

238. Pour montrer comment le principe general, etabli ci-dessus, 
sur le nombre des tangentes des lignes g&ometriques issues de points don- 
nes, trouve son application dans chaque eirconstance particuliere, il nya 
quwäü se proposer la recherche directe de la derivee du systeme de n droi- 
tes tracdes arbitrairement sur un plan, en remarquant quici on peut pren- 
dre les tangentes paralleles a une direction donnde, sans limiter, en rien 
(233.), l’etendue de la question. La construction generale fournira positive- 
m (m —1) 

2 
tions mutuelles des 2 droites proposces, mais dont chacune devra £tre 


ceusee double, ce qui donnera en tout (m tangentes; circonstance 
qui tient a ce qu’en elfet, le syst&me de deux droites qui se coupent sur 
un plan, doit ötre consider comme une sorte d’hyperbole dont les som- 


ment droites distinctes passant respectivement par les intersec- 


*) Nos lecteurs remarqueront qu’il s’est glisse, vers le commencement de ceNo., 
une erreur de langage relativement aux intersections orthogonales des surfaces; il y 
est dit que de pareilles intersections, pour des surfaces quelconques, determinent tou- 
jours un des systemes de lignes de courbure de ces surlaces; il faut sousentendre 
qu’il s’agit de surfaces quelconques du second degre£. 

Je profiterai en meme tems de celte occasion, pour prevenir qu’en rödigeant 
la matiere des Nos. 584. et suivans du suppldment du m&me ouyrage, concernant la 
perspeclive des bas-reliefs, jignorais completement qu’il existät en Allemagne, sur cet 
objet, un eerit tres bien fait ayant pour titre: Essai d’une theorie de la perspective 
des reliefs, disposee de maniere d servir en midme tems aux peintres; par J. A. Breysig, 
professeur des beaux arts a l’Ccole royale et provinciale de Magdebourg, imprim£, dans 
ceite m&me ville, chez George Christian Keil (annee 1798). 

Ce petit ouvrage qui m£riterait d’etre traduit dans notre langue, forme un vol. 
in 8° de 134 pages, accompagnd de 11 planches, et qui conlient, sur le tract des 
bas-reliefs, des preceptes qui, pour le fond, se trouvent d’accord avec ceux que j’ai 
moi ımeme etablis a P’endroit cite. Je dois la connaissance de ce livre & l’amitie du 
celebre Docteur Jacobi de Koenigsberg, qui, lors de son voyage en France dans l’an- 
nee 1829, m’en toucha quelques mots, et daigna m’en adresser un exemplaire au com- 
mencement de l’annee suivante, ce dont je le prie de vouloir bien agreer ici l’expres- 
sion de ma vive et sincere reconnaissance, 
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mets se sont confondus en un seul avec le point d’intersection de ces droi- 
tes. Si diailleurs il arrivait que trois quelconques de nos m droites se 
croisassent en un m&me point; ce point devant tre consider comme un 
point triple du systöme qu'elles forment, il est clair (236.) que toute droite 
qui y passerait representerait six tangentes superposdes de ce systeme ou 
de la ligne du 77° ordre qu'il remplace, et ainsi de suite pour les inter- 
sections multiples, d’esp@ce sup£rieure, 

239. Concevons encore la parabole cubique ou ses analogues qui 
ont toutes un point de rebroussement a linfni dont la tangente est elle 
meme situee toute entiere ü linfini, ce dont on s’assure en observant que 
toute transversale, parallele aux branches infinies, n’a, avec la courbe, qu’un 
seul point d’intersection possible a distance donnee, ce qui en suppose n&- 
cessairement (235.) deux confondus en un seul ä linfini, auxquels vient 
se reunir le premier quand la transversale se transporte parallelement ü 
elle m&me au delä de toute distance donnee. Il est clair que, parmi les 
m(m—1) ou 6 tangentes ü la courbe, issues d’un point quelconque de 
son plan, devront se trouver constamment les trois tangentes superposdes 
(235.), relatives au point de rebroussement; de sorte quwil ne restera plus 
que trois dernieres tangentes generalement distinctes et dont deux pour- 
ront d’ailleurs tre imaginaires. Si les tangentes devaient etre paralleles 
a une direction donnde, ou que leur point de concours düt linfini 
sur Ja tangente du point de rebroussement, celle-ci representerait @videm- 
ment quatre tangentes superposces (235.), et il ne resterait plus ainsi 
que deux tangentes distinetes qui pourraient m&@me devenir totalement 
imaginaires. 

La möme diseussions peut Ötre appliquee, mot pour mot, a la 
parabole du 3"" degr&, qui sert de d@veloppee a la parabole ordinaire, si 
ce n'est qu’ici le point de rebroussement est ü distance donnee, et que le 
point de simple inflexion est A linfini aussi bien que sa tangente qui deyra 
toujours (234.) ©tre comptee deux fois au nombre des six tangentes, de 
la courbe, qui seraient paralleles ü& une direction queleconque donnee, ou 
devraient concourir en un point quelconque de la tangente dont il s’agit. 
On appliquera une discussion analogue aux lignes du 3° ordre mentionndes 
par M. Lacroix, ü la page 128., No. 86. de son excellent Zraite ele- 
mentaire de calcul differentiel (4° Edition), et dont celle qui se trouve 
reprösentde par la figure 22., offre lexemple d’une courbe du 3" ordre qui 
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est susceptible d’avoir six tangentes toutes distinetes et reelles, issues d’un 
m&me point donne. Cette courbe qui A trois points d’inflexion en ligne 
droite dont un a linfini, et qui est sans points multiples, a et@ speciale- 
ment consideree par Maclaurin dans son Traite des lignes geometrigues. 


240. Soit enfin le syst&me de deux lignes geometriques quelconques, 
de degr& m et n, tracdes sur le m&me plan et qu’on peut regarder comme 
une seul ligne geometrique du degre le degre de sa derivee, ou, 
ce qui est la m@me chose, le nombre de ses tangentes parallcles a une 
droite ou issues d’un point donne sera toujours (m +n)(m-+-n—1); 
mais, parmi ces tangentes, se trouveront comprises 1° les m (m—-1) tan- 
gentes de la courbe (m); 2° les 2(2—1) tangentes de (2); 3° enfin cha- 
cun des couples de tangentes superposdes relatives aux intersections de 
ces courbes, lesquelles doivent &tre considerdes comme autant de points 
doubles de la ligne (72 + n), dont le nombre est ainsi en general et au plus 

(m + n) (mn — 1) — m(m— 1) —n(n—1) 
2 
c’est-äa-dire Egal au produit des degres des deux courbes simples (m) et 


(2), comme on pouvait le prevoir d’apres le th&oreme connu sur le nombre 
des intersections de deux courbes de degres donudes et traces sur un 
möme plan. 

Ainsi la consid@ration de la derivee des courbes planes geom£tri- 
ques nous fournit un moyen de decouvrir le nombre des intersections 
communes de ces courbes comme elle nous a fourni celui de decouvrir 
le nombre de leurs tangentes issues de points donnes, et comme elle four- 
nirait aussi les moyens de trouver, @ priori, tous leurs points multiples de 
differens genres, c’est-A-dire de croisement, de tangence, de rebrousse- 
ment ete.: il ne s’agirait, en effet, que de prendre leurs derivees par rap- 
port a deux direetions arbitraires et au möme axe, puisqu'elles devraient 
avoir en commun, sur cet axe, les points qui repondent aux points mul- 
tiples dont il s’agit. 

Le me&me genre de raisonnemens dtant applicable d’ailleurs aux sur- 
faces et aux systömes de surfaces geometriques pourvu qu’on remplace 
laxe par un plan fixe quelconque, on en deduira beaucoup d’autres theo- 
remes analogues relatifs aux plans tangens de ces surfaces issus d’une droite 
donnee, aux cönes qui leur sont circonserits, au degr& et au nombre 
de leurs intersections communes deux Ä deux, trois a trois etc., theo- 
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romes dont plusieurs ont deja d@montres ou simplement mentionnes 
dans la premiere partie du Memoire sur la theorie generale des polai- 
res reciprogues. 

241. A cet ellet, on prouvera d’abord sans beaucoup de peine, 
que la surface eonique, eirconserite ü une surface quelconque du degre 
m, est gen@ralement du degr@ —1 seulement; d’ou conclura, par 
le genre de raisonnement que nous venons de mettre en usage, que la 
courbe diintersection de deux surfaces quelconques des degres m etz, 
est elle möme du degr@ mn; proposition d’ailleurs @vidente priori, d’a- 
pres celle qui concerne les intersections des simples courbes planes, et si 
on admet, pour definition des courbes ü double courbure de degre m, 
que de telles courbes sont susceptibles d’ötre rencontrees en 72 points 
rÖels, imaginaires etc. par un plan arbitraire, ou, ce qui revient au möme, 
que leurs differentes projeetions sur des plans quelconques, doivent &tre 
des courbes geometriques du degre m. 

Ces preliminaires etant &tablis, on d@montrera ensuite que le nombre 
des interseetions d'une courbe double courbure, du degr@ #, avec une 
surface quelconque de degre zz, est generalement et au plus ua, en ob- 
servant, ü cet ellet, que la derivece (233.) du syst&me de cette courbe et 
de cette surface, prise par rapport a un plan-axe quelconque et paralle- 
lement A une droite fixe arbitraire, est elle möme une courbe ü double 
courbure du degr@ 2’, puisque d’ailleurs on doit ici faire abstraction des 
m(m—-1) cordes qui, sur chaque transversale issues des points de (x), 
appartiennent la surface 

Menant, en ellet, un plan transversal quelconque parallele a la di- 
rection donnde, il coupera (zw) en x points, a chacun desquels correspon- 
dra une transversale parallele ü cette m@me direction, contenant 772 inter- 
sections de la surlace (72) et parconsequent 772 abscisses ou cordes comp- 
tGes de ce point, ou enfin (233.) 2m points de la derivee que l’on con- 
sidere. La totalit@ des points (2), compris dans le plan transversal dont 
il sagit, sera done &772, donnant lieu a 2m x points de la derivde dgale- 
ment compris dans ce plan; et, attendu que cette derniere ne saurait y 
en avoir d’autres ü distance donnde ou infinie, il faut bien quielle soit, en 
vendral et au plus, du degre 

Finalement, comme aux intersections de la derivee avec le plan- 
axe doivent correspondre un pareil nombre dintersections de (x) avec (m), 
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et que ces dernieres donnent lieu ü des points doubles sur le plan dont 
il sagit, ou qui sont la rencontre mutuelle de deux branches distinctes de 
la derivde, il s’en suit rigoureusement la proposition avanede «que 
Toute courbe a double courbure, du degre u, rencontre, generale- 
ment et au plus, en my. points une surface geometrigue quelconque 
du degre m. 
Donc aussi 
Trois surfaces guelcongues des degres m, n, p sentrecoupent rene- 
ralement et au plus, en mxnxp points. 


Gencralisation du mode de transformation propose pour les courbes gdometriques. 

242. Nous ne pousserons pas plus loin ces dernieres considÖrations, 
qui nous conduiraient a un grand nombre de propositions curieuses sur les 
courbes a double courbure, et les surlaces, parcequ'elles nous feraient 
perdre de vue, trop tongtems, lobjet actuel de nos investigations relatives 
aux faisceaux de tangentes des lignes geometriques. 

Jusquiici, en effet, nous avons suppose les points de concours de 
ces faisceaux A linfini ou les tangentes paralleles; ce qui nous a permis 
de discuter, avec facilitC, les singularitds qui leurs appartiennent; or il est 
bon de faire voir comment nos constructions peuvent s’ötendre directement 
au cas ou le point de concours est a une distance donnde sur le plan 
de la courbe, sans qu’on soit oblige de recourir (233.) & la projeetion de 
la figure sur un nouveau plan. Pour cela, il ne s’agira que de sencraliser 
ces constructions de maniere 'quelles diviennent naturellement projec- 
tıves, ou telles qu’elles demeurent applicables a la fois a toutes les pro- 
jeetions coniques de la courbe proposce, ce qui est tres facile comme 
on va le voir. 

Afın d’obtenir, sur une transversale queleonque parallele a la diree- 
tion donnde, tous les points qui appartiennent ü la derivce de la courbe 
(7R), nous avons tacitement supposce dans le No. 233., qu’on ferait usage 
du compas ou de mesures gradudes; mais on peut immediatement ramener 
ia determination de ces points ä une operation qui n’exige que le trac« 
de droites paralleles, lesquelles, comme on soit, se changent, dans les 
perspectives ou projections coniques de la figure, en de simples lignes con- 


courantes suivant des points donnes; ce qui rend les operations purement 
lincaires ou les abaisse au 1” degre. 
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Ayant, en effet, determine, sur la transversale que l’on considere 
en partieulier, les 772 intersections qui lui correspondent dans la courbe 
proposece, on menera, par un point ou pöle arbitrairement choisi sur la 
droite qui sert d’axe A la derivee, une parallele a cette transversale, puis 
m autres droites aux intersections dont il s’agit. Cela pose, on conduira, 
par chacune de ces intersections 2 — 1 nouvelles droites paralleles ü celles, 
des n droites preeödentes, qui n’y passent pas; ce qui donnera, en tout, 
m(m—1) droites de cette espece, rencontrant la parallele a la trans- 
versale en un pareil nombre de points distinets du pöle fixe par lequel 
est conduite cette parallele, et qu’on ramenera sur la transversale elle 
möme laide d'un dernier systöme de paralleles laxe; ce qui donnera 
evidemment tous les points et les seuls points qui peuvent appartenir A la 
fois a la derivde et ü la transversale considerde. Ainsi done ces m&mes points 
seront en nombre de m(m—-1) comme nous lavons prec@demment trouve. 

Fesant maintenant varier la transversale dont il s’agit, sans en chan- 
ger la direction et de facon que sa parallele, passant par le pöle fixe, reste 
elle möme invariable, on obtiendra la suite de tous les systemes de 
m(m—-1) points de la derivee, dont le degre sera ainsi zn (m —-1), comme 
nous l’avions primitivement d&montre en recourant ü des considerations re- 
latives a Pordre et aux permutations possibles des intersections de chaque 
transversale avec la courbe proposee. 

234. Le degr@e de cette derniere courbe, pas plus que celui de 
la d@rivde, ne pouvant changer par les effets de la projeetion conique, on 
voit que les constructions qui pr&cedent seront immediatement applicables 
au cas ou le syst&me des tangentes cherch@es et les tansversales auxi- 
liaires des deux courbes, au lieu d’ötre paralleles a une droite donnde, 
devraient concourir en un point fixe quelconque du plan de ces courbes, 
Seulement alors il conviendra de remplacer @galement chacun des autres 
systömes de paralleles consid&res, par autant de systemes de droites qui 
convergent en de nouveaux points situds sur une droite quelconque pas- 
sant par le point de concours des tangentes, et representant iei la droite 
qui contenait, dans nos premieres hypotheses, tous les points situes ü lin- 
fini sur le plan de la figure (voy. les Nos. 105. et 106., pag. 53. du Zraite 
des proprietes projectives). 

Mais, sans nous arröter ä ces constructions par lesquelles nous se- 
rions ramends aux diverses consequences des No. 234. et suiv., qui con- 
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cernent les tangentes singulieres et superposdes des points multiples, 
nous passerons, de suite, a ce qui concerne le röle que jouent de pa- 
reilles tangentes dans toutes les relations de grandeur ou de situation, 
appartenantes aux faisceaux convergens de tangentes quelconques des 
lines geometriques, relations que la theorie des polaires reciproques nous 
montre &tre exactement les inverses de celles qui appartiennent aux sy- 
stemes d’intersection de ces lignes par des droites arbitraires. 


Du röle que jouent les tangentes singulieres des points multiples, dans toutes les relations ınetri- 
ques ou deseriptives des courbes. — Remarques nouvelles sur les polaires reeiproques. 

244. Reportons nous au prineipe general des Nos. 129. et 130. du 
Memoire qui contient cette theorie, principe que, d’apres la remarque 
dejü plusieurs fois faite *), on doit considerer comme fondamental dans 
toutes les recherches qui ont pour objet de decouvrir les propridtes ou 
relations quelconques concernant les faisceaux convergens de tangentes 
des lignes. 

Soit d’ailleurs, sur un plan, une ligne geometrique du degre m, 
et a laquelle parconsÖquent r&pondent, en general, (m—1) tangentes 
issues d’un m&me point queleonque; supposons enfin que cette courbe 
ait un poimt multiple d’une certaine espece, auquel correspondent, par 
exemple, 72 tangentes singulieres confondues en une seule suivant la di- 
rection indiquce par une droite arbitrairement mende par ce point, et 
qui devront censdes faire partie des (7 — 1) tangentes issues d’um 
autre point quelconque de cette droite. Cela pose, si, en vertu des 
Nos. 129. et 130., on suppose que, des trois sommets d’un triangle quel- 
eonque ABC situe sur le plan de la courbe, on mene, ü cette möme 
courbe, les trois systemes de zn» (m — 1) tangentes qui leurs correspondent, 
et qu’ayant trac& arbitrairement une transversale au travers de ces sy- 
stemes et des cötds du triangle, on nomme p, p‘, .... ses intersections 
avec le faisceau des tangentes issues du sommet du triangle; 9, 9°, 9"... 
ses intersections avec le syst@me des tangentes issues de D, enfin a, b, © 
ses intersections avec les cötes BC, ZU et AB respectivement, on aura 
constamment 

(ap) (bg’(er) __ 
(dp)(eg)(ar) 


*) WVoyez la fin de Pintroduction et le No. 153. 


2* 
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en conservant d’ailleurs les autres conventions adoptees aux Nos. dont 
il sragit. 

Mais, attendu que 2 tangentes de chaque faisceau se trouvent con- 
fondues avec la droite qui joint le sommet correspondant du triangle et 
ie point multiple, la relation pr&c&dente prendra cette autre forme: 


—h 


ap .cr 1 

bp .ar 
dans laquelle 2, 9, r sont censds reprösenter les intersections de la trans- 
versale avec la tangente multiple et p/, pP 
celles des trois systömes des m —n tangentes restantes relatives a chacun 
des sommets du triangle, tangentes qui sont censces distinctes entre elles 


et de la transversale du point multiple, quoique d’ailleurs elles puissent 
etre indiflörement rdelles ou ideales. 


D’une autre part et en vertu du No. 126., nous avons aussi, pour 

les trois droites joignant les sommets 4, D, C au point multiple: 
ap.bg.cer 
bp.cg.ar 


(ap) 
(bp‘)(eg‘)(ar) 
Ce qui fait voir que les faisceaux de tangentes, distinetes du point multi- 
ple, jouissent entre eux et par rapport aux cötes du triangle ABC, de 
la möme correlation de situation qui appartient en general aux faisceaux 
complets formes de toutes les tangentes issues des m@mes points. 

Ces considerations s’appliquant d’ailleurs aussi bien a la relation 
du No, 129. qu'ä celle du No. 130. qui vient de nous occuper, et etant 
lement applicable a toutes les autres relations qui pourraient etre deduites 
de celles la, il en r&sulte g@neralement que, dans les recherches relatives 
aux proprictes projectives des lignes geomötriques, on peut indifferemment 
supprimer ou tenir compte des tangentes singulieres ou superposdes qui se 
rapportent aux points multiples, pourvu qu’on en retienne un nombre pa- 
reil dans chacun des faisceaux de tangentes issues des mömes points donncs. 

245. Drapres ces observations, on ne sera plus surpris de voir la 
theorie des polaires reeiproques nous oflrir des courbes geometriques dont 
le degr@ surpasse, en apparence, le nombre des tangentes issues de points 
arbitrairement donnes sur leur plan, et jouissant par rapport a ces syste- 
mes de tangentes, de relations metriques ou descriptives essentielles et di- 


done enfin 
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stinetes: cette circonstance tient, comme on voit, ü ce que, dans certains 
genres de questions, on peut negliger totalement la consid£ration des tan- 
gentes singulieres, de la m&me maniere que, dans d’autres, relatives au 
degre et aux systemes d’intersections des lignes gdometriques, on peut 
negliger les droites ou assemblages de droites que, dans des eirconstances 
plus gen@rales, on aurait &t@ primitivement conduit ä regarder comme for- 
mant une partie integrante de ces lignes. 

C'est precisement la, en eflet, ce qui arrive de la polaire 
reeiproque d’une courbe donnde posscdant des points multiples; comme 
nous l’avons fait voir aux Nor. 67. et suiv. de notre pröeÖdent Memoire. 
Car cette polaire doit necessairement eomprendre, un certain nomhre de 
fois, les tangentes communes a deux ou ä plusieurs de ses branches, les 
tangentes en ses diflerens points dinflexion et de rebroussement; seule- 
ment nous nous sommes trompes dans lappreeiation de la multiplieit@ ou 
du nombre des tangentes confondues en une sceule avec chacune de celles 
lä, attendu que nous m’avions pas alers approfondi la question comme nous 
venons de le faire, et nous ne prötendions qu’expliguer gencralement, 
comment la polaire reciproque, d’une courbe de degrd m, qui est elle 
möme du degre m(m—1) en general, pouvait cependant n’avoir que 
m tangentes issues d’un point arbitraire, c’est-A-dire n’ötre simplement 
que de la m&me c/asse suivant la d@nomination receimment admise par 
quelques geometres. 

Or cela se concoit tres bien si cette polaire possöde des points mul- 
tiples en nombre et d’espece tels que la somme des tangentes multiples 
qui leur sont relatives, soit n@cessairement 

m(m—1)|m (m— )—1|— m = m’(m—?). 

246. Pour faire entrevoir l’origine et la possibilit@ de tous ces points 
multiples, nous supposions que la courbe proposee, censce la plus gene- 
rale du degr& 7, devait elle m&me ndcessairement avoir un certain nom- 
bre de tangentes multiples communes ä deux ou plusieurs de ses bran- 
ches; ce qui est vrai en these generale et si Don n’entend point pronon- 
cer que ces branches sont essentiellement distinetes entre elles, mais ce 
qui cesse de l’ötre si on admet, au contraire, comme nous semblons l’a- 
voir fait inconsiderement vers la fin du No. 67., que les points multiples 
de la reeiproque peuvent ötre des points de croisement veritable, ou, 
tout au moins, des points doubles repondant ü des tangentes communes 
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a deux branches distinetes de la courbe primitive. Car il parait clair, 
d’apres les observations des Nos. 237. et 239. ci-dessus, que les courbes 
gcometriques, quels qu’en soient d’ailleurs le degr& et lespece, ne sau- 
raient essentiellement et toujours posseder de telles tangentes, pas plus 
quelles ne possedent toujours et ne@cessairement des points de croise- 
ment veritable. 

Or, comme suivant ce qui precede (235. et suiv.), les points de 
rebroussement des divers genres, jouent aussi le röle des points de croi- 
sement veritable, et quils ont pour reeiproques polaires d’autres points de 
rebroussement ou des points diinflexion (69. et 70.), dont la tangente en 
reprsente plusieurs (235.) confondues en une seule qui doit censce 
commune au moins ä deux branches aboutissant ü ces m&mes points; 
attendu ces circonstances, disons nous, il faut bien admettre que toute 
courbe du degre zz, qui n’a ni points de croisement veritable, ni tangen- 
tes communes ü des branches distinctes, doit au moins posseder des points 
d’inflexion et de rebroussement ou toute autre espece analogue de points 
dont les tangentes seraient osculatrices de la courbe. On peut möme aflır- 
mer, d’apres ce quindique la theorie des polaires reciproques, qu’une 
courbe plane d’un degr@ donne, non seulement possede generalement de 
ces points, mais en possede d’autant plus que le nombre ou la multipli- 
eitÖ de ses points conjugues et de croisement veritable, est moindre. 
(uestions et transformations inverses relatives A la loi qui lie le degre des courbes a leur classe 

ou au degre de leurs polaires. 

247. Si nous nous proposions cette question, inverse de celle qui 
nous a occupe dans les Nos. 233. et suiv.: une courbe de la n* classe 
(245.) etant donnee sur un plan, quel est son degre ou guel est le nom- 
bre de points suivant lesguels elle est susceptible d’etre coupee par une 
droite arbitraire? On trouverait, pour reponse inevitable, le nombre 
a(n—1), soit qu’on observät que le degr& de la polaire r@ciproque de 
cette courbe est simplement (66. et 67.) n, et sa classe generalement 2 (”—1), 
soit qu’on recherchät direetement et par des operations inverses de celles 
qui ont et@ exposdes au No. 233., quel est le nombre des intersections 
de la courbe proposee par une droite arbitraire. Mais attendu que, parmi 
ces intersections, se trouvent necessairement comprises, un certain nombre 
de fois, celles de cette m@me droite avec les tangentes singulieres com- 
munes ü des branches distinctes ou ü des branches dont le raccordement 
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s’opere aux points de rebroussement et d’inflexion de differens genres; 
comme ces tangentes ne font r&ellement pas partie de la courbe proposce 
(n), on voit que le degr&e de cette courbe sera r@ellement moindre que 
n(n—1), si elle possede de pareilles tangentes, et elle en possödera nd- 
cessairement un certain nombre comme on le verra tout ü V’heure, meme 
quand elle serait la plus generale possible de son degre. Sans insister 
sur les operations inverses dont il s’agit, nous ferons cependant remarquer 
quelles donnent lieu la consideration d’une nouvelle espece de derivee, 
dont la classe est effeetivement z(2—1), quand celle de la proposde est 
n, et dont la construction peut &tre finalement ramende ä ce qui suit: 

248. Soit (@) une droite arbitrairement donnee sur le plan d’une 
courbe de la classe z, c’est-ä-dire susceptible d’avoir 2 tangentes distinetes 
issues d’un m&me point quelconque de ce plan, et de laquelle il sragit de 
trouver le systeme total des intersections avec (2) au moyen du trace 
d’une certaine courbe auxiliaire. Par un point p egalement arbitraire, 
soit mende une parallele (5) & (@); d’un point quelconque @ de cette der- 
niere soient mendes les 2 tangentes relatives a (72) et rencontrant (b) en 
n points cens&s generalement distinets entre eux. A partir de >, on por- 
tera sur (b) les 2(n—1) distances ou intervalles qui separent ces n points 
combines deux ä deux, de toutes les manieres possibles, par rapport ä la 
srandeur et A la position (233.); cela donnera lieu ü z2(2— 1) nouveaux 
points sur (b), qui, etant joints avec @, fourniront un pareil nombre de 
droites; fesant varier le point de d@part @ de ces droites sur («), leur 
enveloppe generale sera une courbe continue de la classe n(2—1), quon 
peut nommer la derivee de (n), et dont les tangentes, issues de p, don- 
neront, par leurs rencontres avec la droite (a), toutes les intersections de- 
mandees de cette droite et de (z) ; lesquelles seront, en g@n@ral, au nombre 
de n(n—1), conformement ce qui a primitivement annonce. 

Mais comme, parmi ces intersections, se trouveront ndcessairement 
comprises, un certain nombre de fois selon leur espece, les intersections 
de cette m&me droite (@) avec les tangentes aux points de rebroussement 
ou diinflexion de (2) et les tangentes multiples communes ä plusieurs branches, 
on voit qu’effectivement le nombre des intersections veritables de la courbe 
(r) et de la transversale (a), ou, ce qui revient au m&me, son devre, 
pourra de beaucoup inferieur 1), conformement la remargque 
qui en a dejü ete fait ci-dessus. 


| 


408 29. Poncelet, analyse des transversales. 


249. Je dis maintenant que cette circonstance aura ndcessaire- 
ment lieu, möme pour les courbes les plus g@ndrales de chaque degre, 
ou qui poss@deraient veritablement m (m —1) tangentes distinetes issues 
des mömes points et dont le degre serait 

En eflet, on a alors, 2 designant toujours la classe, 

n=m(m—1); doü 
et comme, par hypothese, le degre effectif de la courbe est r&ellement 
mn, il faut bien que cette courbe, si elle n’a aucun point multiple, possede 
tout au moint des points d’inflexion ou des tangentes osculatrices dont la 
somme des indices de multiplieitd soit 

a(n—1)— m = m’(m—?]), 
cest-a-dire que, dans les ope@rations graphiques ei-dessus, supposdes 
appliqudes a notre courbe generale du degre m et dont la classe est 
(m—1), m’(m—?) des n(n—1) intersections trouvees sur la trans- 
versale arbitraire (@) appartiendront aux tangentes osculatrices dont il sagit. 

En general, Etant le degre et z la classe veritables d’une eourbe 
scom£trique, si on nomme £ la somme des indices qui exprime la multi- 
plicit@ de ces difl@rentes tangentes osculatrices, et u celle des indices qui 
se rapportent (236.) aux soit-disant tangentes relatives a des transver- 
sales ou sÖcantes quelconques passant par les diflf@rents points singuliers, 
on aura 

tm =n(n—1l, 
co qui etablit une relation necessaire entre 2 et z pour une courbe de 
degr@ donne za. On en deduit, en eflet, 

t—= + m’(m—?), 
relation qui a son analogue pour le cas ou la classe est donnce. 


Indication d’un nouveau mode de transformation des figures, analogue a celui des pöles et poläires. 


250. La polaire d’une courbe plane quelconque, par rapport & 
une section conique ordinaire, prise pour direetrice ou auxiliaire, fait de- 
eouvrir, sur le champ, eomme nous l'avons vu, la correlation ou la de- 
pendance qui lie les systemes de tangentes aux systemes d’intersections; 
mais on peut choisir un mode de transformation plus simple encore, et 
qui permet de discuter, avec une dgale facilitC, les affections generales 
des lignes relatives aux unes et aux autres. Nous croyons ne pouvoir 
mieux terminer les discussions qui pre@cedent, qu’en fesant ic} connaitre, 
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en peut de mots, ce nouveau genre de transformation, qui se trouve 
pour ainsi dire tout indiqu@ par le rapprochement des propositions expo- 
sces dans les N” 204. et 205., 210. et 211. du Zraite des proprietes 
projectives, pag. 110. et suivantes, propositions qui permetteut de con- 
struire lindairement les lignes du 1 du 2° ordre par lenveloppement de 
leurs tangentes ou par les intersections de simples lignes droites. 


Soit, en effet, ebe un triangle veriable dont les sommets 5 sont 
assujettis a demeurer sur les droites ou directricces arbitraires «s et bs, 
se recontrant en s sur son plan, et dont les cötes @c, be, prolongds in- 
definiment aillent sans cesse eoncourir aux points respectils, ou p»öles in- 
variables, p et 9 choisis arbitrairement sur une droite queleongue passanf 
par le point de concours s des directrices. On a vu, par les N” 205. ot 
211. de Fouyrage cite, que 1°. si le dernier sommet e du triangle «br 
est assujetti a demeurer sur une droite queleongue de son plan, le troi- 
sieme cöte ab, qui reste libre, pivotera lu meme sur un dernier point 
fixe comme pöle, lequel se trouvera ä lintersection des deux droites me- 
nces, de p et de 9, vers les interseetions respectives de la droite donnde 
et des direetrices sb et sa; 2°. reciproquement, si le cöte pivöte sur 
un dernier point fixe quelcongue comme pöle, le sommet ce, qui Iui est 
opposd, deerira une troisicme ligne droite passant par les interseetions des 
directrices sa, sb et des droites qui Joignent respectivement le point fixe 
dont il s’agit avec les pöles g et p. 


En nommant le sommet c point derive de «eb, et le cöte ab droite 
derivee de ec, par rapport au systcme des pöles et des directrices propo- 
ses, on pourra Enoncer plus simplement ces deux theorcmes, en la ma- 
nicre suivante: 


„Si um certain point est assujetti & demeurer sur une droite don- 
„.nce, sa derivee pivotera sur un point fixe ou pöle qui aura rdeiproque- 
„ment pour derivce la droite dont il sagit; et, vice-versa, si une cer- 
„taine droite pivote autour d’un point fixe quelconque comme pöle, son 
„„derive demeurera sur la dörivce m@me de ce pöle.” 

Ainsi les points et les droites derives jouissent de proprietcs reeipro- 
ques qui permettraient encore ici de les nommer pöles et polaıires reecı- 


progues, comme dans le cas ou la derivation a lieu par rapport aux lignes 
du second ordre. 
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251. Ces propositions, «ui se d@montrent de la manicre la plus 
simple et la plus @l&ementaire, conduisent, sur le champ, au mode de trans- 
formation annonee. Car, si on remplace la directrice lindaire du sommet 
r, par une courbe quelconque du degre m, le cöt@ @b ou la derivee de 
ce sommet, enveloppera une autre ligne que la discussion apprend etre 
generalement du degr& m(m—-1), et qui sera reciproquement le lieu des 
sommets c qui ont pour derivees les tangentes de la courbe proposce. 

Pour d@montrer ce double theor&me, qui montre que la courbe 
primitive et sa derivee sont exactement reeiproques entre elles par rap- 
port aux directricees s@, sb et aux deux points ou pöles fixes p et 9, ä 
peu pres de la m&me manicre que le sont, par rapport a une ligne du 
second ordre queleonque, deux courbes tracces sur le plan de cette ligne 
et dont chacune serait la polaire de lautre, pour d@montrer, disons nous, 
ce double theoreme, il ne s’agit que de remar«uer que les raisonnemens 
par lesquels nous avons etabli cette derniere r@eiprocite, soit dans les 
N” 233. et 234. du Traite des proprietes projectives, soit dans les N” 63. 
et suiv. de notre pr@c@dent Mermoire, demeureraient exactement applica- 
bles aux hypothöses actuelles relatives a la maniere de conclure le point 
ou la droite qui sont les derives d’une dreite ou d’un point donnds. 

I resulte aussi, de cette remarque, que tous les principes gene- 
raux, toutes les consequences que nous avons Ctablis, dans ce dernier Me- 
moire, sur les figures qui sont rÖciproques polaires par rapport a une ligne 
du second ordre, se trouvent aussi l’ötre pour les figures qui sont r&eipro- 
ques suivant la nouvelle acception, et qu'ainsi on arriverait exactement 
aux memes conclusions relativement aux propridt@s metriques ou descrip- 
tives des figures tracces dans un meme plan, sauf celles qui concernent 
les dependances particulieres qui lient chaque figure et sa derivee aux di- 
rectrices et aux pöles fixes donnds. 

D’apres cela, il parait fort inutile que nous nous appesantissions sur 
ce nouveau mode de transformation des figures, et que nous recherchions 
ce quil deviendrait pour le cas de lespace, puisquil n’aurait, sur celui 
qu'offre la th@orie des polaires reeiproques, gucres d’autres avantages que 
ceux qui peuvent rÖsulter d’un peu plus de simplicit@ dans les construc- 
tions et l’exposition des principes. 

Fin de la 1’° partie. 


Le preeödent memoire a lu par lauteur l’acad&mie royale des sciences de Tinstitut de France 
le lundi 5. Septbr. 1831. 
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30. 
Avıs 


L acad&mie imperiale des sciences de St. Petersbourg a, de son propre 
mouvement, daigne transmettre au redacteur du present journal, pour 
faire inscrer, nn exemplaire du programme du prix de mathe@matiques 
propose par Elle pour cette annde. Le rödacteur, en executant avec le 
plus grand plaisir les ordres de cette illustre societe par linsertion suivante 
du programme, et en Lui adressant en m&me tems respeetueusement ses 
remereimens sinceres de Phonneur qu’Elle a bien voulu accorder A lui et 
a son journal, saisit cette oecasion d’exprimer le vif desir quwil a depuis 
longtems, et quil a deja soumis a quelques academies, que les illustres 
socictes scientifiques des divers ‚pays voulussent bien lui faire parvenir re- 
gulicrement, pour les faire insörer dans ces feuilles, leurs programmes des 
prix de mathematiques proposes, et ensuite les listes des erits qui auront 
ete couronnds. La publication ainsi multiplice de ces programmes contri- 
buerait ü faire connoitre encore plus gencralement aux gocmetres les ob- 
jets que ceux qui sont a la tete du mouvement des sciences auront dans 
le cours du tems juge principalement dignes de Tattention des matlı&ma- 
ticiens. Il serait bien ‚possible, que quelgu'iun des sav ans, qui sans 
vela n’aurait ‚peut -etre pas et@ instruit des problämes proposes, se trou- 
verait engage a entrer au concours, et quil en resulterait quelque ben 
ouvrage, 

Le redacteur ose prösenter par le present aux academies des scien- 
ces des divers pays la priere de vouloir bien accorder cette grace ü ces 


feuilles. 


Programme du prix de mathcmatiques propose par l’academie 
imperiale des sciences de St. Petersbourg dans sa scance 
publique du 29. Decembre 1831. 


et labaissement successils des eaux de loccan a oceupe les 
savants dans tous les äges de la philosophie; cependant Vexplieation des 
ph@nomenes des mardes est due aux modernes. Kepler le premier avait 
soupeonnd que leur cause devait resider dans le pouvoir attractif de la 
lune. JVewton, rattachant le mouvement de Toccan a sa grande loi de la 
pesanteur universelle, en a commene‘ une theorie math@matique. Les 
successeurs de ce grand geometre, jusquü Zaplace, n’ont que peu ajoute 


a sa theorie. Mais elle a regu de ce dernier un grand perfectionnement. 
93* 
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Cependant, depuis que Zaplace a publi@ ses recherches sur les ma- 
rces, "analyse et surtout la physique mathÖmatique ont fait des progres qui 
demandent une thcorie plus conforme aux idees actuelles sur la constitu- 
tion des liquides, et qui permettra peut-ätre de mieux accorder le calcul 
et lFobservation, partieulierement en ce qui regarde le retard de la plns 
haute marce sur linstant de la syzygie. 

L’Academie propose aux savants de tous les pays la question suivante: 
Determiner le mouvement de l’ocean, en considerant toutes les forces 
dont l’influence peut etre sensible, et comparer a lobservation les hau- 
teurs des mardes et les instants de leurs arrivdes deduits de la theorie. 

La chaleur du soleil et lindgale temperature du fond de Voccan 
ont, sans doute, une influence sensible sur les mardes; il serait tres im- 
portant d’y avoir ©gard, mais alors la grande difficulte du probleme pour« 
rait forcer les auteurs de renoncer a l’esperance de la vainere. C'est pour- 
quoi FAcademie mexige pas que Ton considere Tinfluence de la chaleur 
sur le mouvement de locean, mais elle exige que les &quations difleren- 
tielies de ce mouvement soient formees en supposant les liquides compo- 
ses de moltcules disjointes; la d@monstration de ces @quations est une par- 
tie essentielle de la question. Quant leur integration, l’Acaddmie ver- 
rait avec plaisir que les auteurs tiennent compte des termes divises par la 
quatricme puissance de la distance de la lune; cependant la consideration 
de ces termes n'est pas absolument exigee. L’Academie verrait avec plus 
de plaisir encore des möthodes dintegration superieures a celles qui sont 
connues, methodes par lesquelles on eviterait le developpement ordinaire 
en serie de fonctions qui dependent des forces attractives. 


Le terme du concours est fix® au 1” aoüt 1833 et le prix est de deux cents 
ducais avec la medaille du jubile en or de la valeur de ö0 ducats. 

Les ınÖmoires pourront ötre Öcrits en russe, eu irangois, en allemand ou en 
latin. Chaque auteur aura soin d’accompagner son travail d’un billet cachete conte- 
nant son nom, son elat et le lieu qu’il habite, et sur lequel il inscrira la meine devise 
qu’il aura mise en iöte de son memoire. 

Les paquets seront adressös au Secretaire perpötuel de ’Acad-mie Imperiale 
des Sciences de St. P£tersbourg, qui, si on le reclame, d#livrera a la personne que 
"’auteur anonyine lui indiquera, un segu contenani le numero et la devise dont la 
piece sera pourvue. 

La decision de !’Academie sera proclamlte dans sa scance publique la fin de 
l’aunde 1833, Le mÖmoire couronne est la propriete de l’Acad&mie; les autres pieces 
de concours pourront &tre retirdes de chez le Secr&taire perpetuel par les personnes 
qui en seront chargees de la part des auteurs. 
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Nachrichten von Büchern. 


1. Do eben ist das dritte und letzte Supplement Legendre’s zu seiner „Theorie des 


JFonctions elliptiques” bei Treuttelund Würz inStrasburg erschienen. Diese 
Schrift ist in mehrfachem Betracht von besonderem Interesse. Zuerst ist sie, als eine 
neue Arbeit des ehrenwerihen Veterans der Mathematik , dessen Namen schon ihren 
Wertli verbürgt, wichtig. Sodann ist sie interessant, weil sie das grofse Werk des- 
selben beschlielst, welches eine lange Reihe von Jahren hindurch, bis auf die Arbei- 
ten Abels und Jacobi’s, das einzige in seiner Art über jene so interessante, neuer- 
dings so erfreulich weiter entwickelte, und nun wiederum noch zuletzt von ihrem 
früheren Pfleger durchforschte Theorie war. Endlich aber hat das Werk noch ein 
eigenthümliches Interesse, weil es dem Genius des leider viel zu früh dahin geschie- 
denen Abel, der schon in seinem 24sten Jahre, im fernen Norden, fast von allen 
Hülfsmitteln entblölst, über Schranken seiner Wissenschaft, die Euler und Lagrange 
nicht überstiegen hatten, sich hinausschwang, und mit welchem leider wahrscheinlich noch 
kostbare Schätze neuer Entdeckungen in dem Reiche der Wahrheit, der Mathematik, 
ın’s Grab gesunken sind, ein wahrhaft würdiges Denkmal selzt. In einem Briele an 
den Herausgeber sagt Legendre am 24sten März d. J.: „Vous verrez que je suis 
„parvenu & tirer du beau theoreme de Mr. Abel une thöorie toute nouvelle, & laquelle 
„je donne le nom de Theorie des Jonctions ultra-elliptiques, laquelle est beaucoup 
„plus tendue que celle des fonctions ellipliques et cependant conserve avec celle-ci 
„des rapports tres inlimes. En travaillant pour mon propre compte, j’ai eprouv& une 
„grande satisfactiion, de rendre un &clatant hommage au genie de Mr. Abel, en faisant 
„sentir tout le m£rite du beau thöoreıne dont Pinvention lui est due, et auquel on 
„peut appliquer la qualification de monumentum aere perennius.” Man weils nicht 
was man hier mehr schätzen soll: dals ein Mann von 80 Jahren, noch mit Jugend- 
kraft und Jugendlust, in den abstractesten Gegenständen seiner Wissenschaft sich er- 
geht, und ferner über unerstiegene Schranken vordringt: oder jene Bereitwilligkeit, 
fremdes Verdienst anzuerkennen, fünde es sich auch bei einem Jünglinge, der des 
gefeierten Gelehrten Enkel sein könnte! Wäre doch eine solche Bereitwilligkeit all- 
gemein; sie würde der Wissenschaft wahrhaft würdig sein. Wie gewöhnlich be- 
gegnete sich das Rechte und Gute auch hier. Auch Abel war fähig, jedes freinde Ver- 
dienst mit wahrem natürlichen Herzenstriebe anzuerkennen. Eigensucht war ihm freind. 

Da schwerlich Jemand den Inhalt der Legendrischen neuen Arbeit besser zu 
würdigen und zu erkennen vermocht haben dürfte, als Jacobi, der Zeit-Genosse und 
Geistes- Verwandte Abels, der, ebenfalls noch in jugendlichen Jahren, mit gleichem 
Erfolge und gleicher Kraft ihm würdig zur Seite ging (auch ihm verdankt die Theorie 
der elliptischen Functionen ihre neuere Vervollkomnung, und er erreichte darin, unbe- 
kannt mit den gleichzeitigen Arbeiten Abels, das gleiche Ziel); so hat der Heraus- 
geber Denselben ersucht, eine Übersicht des Werkes aufzuselzen, und er die Güte 
gehabt, sie während seines hiesigen Aufenthalts, noch vor seiner Rückkehr nach Kö- 
nigsberg, zu geben. Sie ist folgende: 

Legendre Theorie des fonctions elliptiques, troisic'me suppllment, 
pag. 169 — 359. 

Mit dem ‚Sten Supplemente beschliefst Herr Legendre den 3ten Theil seines 
Werkes über die elliptischen Functionen: Trait® des fonctions elliptiques ei des intd- 
grales Euleriennes, avec des tables pour en faciliter le calcul numdrique, chez Treuttel 
etWürtz), welches anfänglich nur aus zwei Theilen bestaud. Diese Fortsetzung umfalst 
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in drei nach einander erschienen Supplementen die durch die neuern Untersuchungen über 
diesen Gegenstand veranlalsten Ergänzungen des Werks. Die beiden ersten Supplemente, 
welche den ten Theil beginnen, wurden bereits vor dem Erscheinen der eignen Dar- 
stellung des Referenten publieirt; sie entstanden aus kurzen, in diesem Journal und den 
Astronomischen Nachrichten gegebenen Notizen, so wie aus wenigen brieflichen Mitthei- 
lungen von den Entwicklungsgange, den die Untersuchung nach und nach annahm ; 
daher die Darstellung in ihnen als eine ganz eigenthümliche zu betrachten ist. Abels 
Arbeiten über die elliptischen Transcendenten sind hierbei weniger benutzt. 

Das 3te Supplement, dessen Inhalt wir hier näher angeben wollen, beginnt da- 
mit, eine im 1sten Suppleinent gelassene Lücke im Bereiche des Haupt-Theorems über 
die Transforınation auszufüllen. Es ist dies der Beweis, dafs wenn U und 7 zwei 
ganze rationale Functionen von x von der Beschaffenheit sind, dafs 

= 


die Substitution y= — immer der Differentialgleichung 


dy = Mdx 

wo MW eine Constante bedeutet, Genüge leistet. Durch dieses Theorem, welches ein 
Grundprineip der Transforınation der elliptischen Transcendenten ist, wird diese ein 
rein algebraisches Problem, da die Functionen U und Y, für jeden gegebenen Grad der 
höchsten derselben, durch die angegebne Bedingung vollkommen bestimmt sind. Ein 
alleemeiner Algorithmus für diese Bestimmung ist ein schwieriges Problem, dessen 
Haupttheil die Erfindung der jedesmaligen Gleichung zwischen den Moduln # und A 
bildet. indem sich allgemein durch # und A und die Differentialquotienien von A nach 
x. wie Referent in einer Notiz in diesem Journal beinerkt hat, die Coefficienten von 
i und 77 alzebraisch ausdrücken lassen. 

In einem folgenden $. giebt der Verf. die elementare geometrische Construction 
für die Vervielfachung der ellipt. Transforınationen, welche ich in einem der frühern 
Bande dieses Journals mitgetheilt habe. Das Problem der Vervielfachung besteht, 
wie man weils, darın, aus einem Winkel 4, einen Winkel p,„ zu finden, so dafs 


. Aus einem Puncte 4 eines Krei- 


2R 


ses, dessen Halhmesser R, zieht man durch den Mittelpunct eine Linie = 


und errichtet auf ihr in () ein Loth /; hierauf nimmt man auf der Peripherie des 
Kreises den Bogen 44’ =2%,, und beschreibt einen zweiten Kreis, der die Sehne 
‚4Ä4' berührt und mit dem ersten die Linie / zur gemeinschaftlichen idealen Secante 
hat. Beschreibt man nun von ./ aus in den ersten Kreis das Stück eines Polygons 
ALLAN... AU), das zugleich dem 2ten Kreise umgeschrieben ist, so ist, wenn 
der Endpunct der nten Seite ist, = Dem Verf. giebt diese Con- 
struction zu manchen interessanten Erüörterungen Veranlassung. 

In den folgenden ‘). wendet sich Legendre zu dem grofsen Abelschen Theo- 
rem, wodurch derselbe das Eulersche T'heorem, welches die Basis der Theorie der 


dxf(x) 


elliptischen Transcendenten bildet, auf alle Integrale von der Form 7x ausdehut, 


wo fr) eine rationale und X eine ganze rationale Function von x bedeutet. Nach- 
dem der Verlasser für den allgemeinen Fall in nähere Entwickelungen eingegangen 
ist, und daraus, wenn X auf den 4ten Grad steigt, die bekannten Formeln für die 
elliptischen Integrale der drei Gattungen abgeleitet hat, wendet er die allgemeine Theo- 


dx 
rie auf die Transcendente /_ va-sı an, welche für die Werthe x =1 und 


und 2=— x auf die Function /' zurückkommt. Er giebt Mittel an, den Werth die- 


j 
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ser Transcendente für jeden reellen und imaginären Werth von x zu berechnen, und 
prüft dann durch deren Hülfe das Abelsche Theorem in einer Menge numerischer Bei- 
spiele, welche alle mit grölster Genauigkeit in einer grofsen Anzahl Decimalstellen 
ausgeführt sind. Man bewundert hier wieder den unermüdlichen Rechner, der die 
grolse Arbeit der elliptischen Tafeln im Interesse der Wissenschaft unternommen und 
vollendet hat. 


In einen Schlufsparagraph untersucht der Verfasser die Transcendente 


dx 

o 

und findet das merkwürdige Resultat, dafs sie iminer auf die Summe zweier ellipti- 
schen Integrale der 1sten Gattung zurückkommt, deren Amplitudo dieselbe und de- 


ren Module Complemente von einander sind. Setzt man nemlich c* —= 


b? = wo b?+-c?=1, so giebt die Substitution 
(b-+e) sin p | 
V(1l—c? sın? —b? sin? g)’ 
oder wie der Verfasser sie darstellt, sin’p = 2 (1+%) die Gleichung: 


Dieselbe Substitution, bemerke ich, giebt auch 
x Vxdx F(b,$9)—F(c,y) 
Da die gegebene Substitution nur reell bleibt, wenn x zwischen O und 1, so giebt L e- 
gendre für den Fall, wo x zwischen 1 und ©, noch andre Substitntionen, welche 


das Integral auf elliptische zurückführen. Er wendet hierauf das Abelsche Theorem 
an, und erhält dadurch merkwürdige Resultate für die elliptischen Transcendenten. 


Legendre giebt den Transcendenten —-, wenn X den 4ten Grad über- 


steigt, den Namen der hyperelliptischen (ultra - elliptiqgues). Wir würden sie die 
Abelschen Transcendenten nennen, da Abel zuerst sie in die Analysis einge- 
führt und durch ein umfassendes Theoremn ihre groise Bedeutung nachgewiesen hat. 
Diesem Theoreme selbst dürfte wohl vorzugsweise, als dem schönsten Monumente die- 
ses aulserordentlichen Geistes, der Name des Abelschen Theorems zukommen. 
Denn gern stimmen wir dem Verfasser bei, dafs es das ganze Gepräge seiner Ge- 
dankentiefe trägt. Wir halten es, wie es in einfacher Gestalt ohne Apparat von Cal- 
cul den tiefsten und umfassendsten mathematischen Gedanken ausspricht, für die grölste 
mathematische Entdeckung unsrer Zeit, obgleich erst eine künftige, vielleicht späte, 
grofse Arbeit ihre ganze Bedeutung aufweisen kann, 


In einer Abhandlung in diesem Bande habe ich das Eulersche Fundamental- 
Theorem auf doppelte Integrale ausgedehnt; das gleiche kann in aller Allgemeinheit 
ınit dem Abelschen Theorem geschehen. Es bedarf hierzu nur, wie ich an einem 
andern Orte zeigen werde, des auch für andre Untersuchungen merkwürdigen Satzes 
der Algebra, dafs wenn f und F zwei ganze rationale Functionen von x und y sind, 


d man in den Ausdruck fü d lle Syst 
un in den FOR N ür x und y alle Systeme von 
Werthen setzt, für welche zugleich /=0 und F=0, die Summe der so erhaltnen 
Werthe dieses Ausdrucks verschwindet, 
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Was aber die wirkliche numerische Berechnung der Integrale J De betrifft, 
so werde ich an einem andern Orte zeigen, dafs sie immer mit derselben Leichtig- 
keit wie die Integration rationaler Functionen, geleistet werden kann. Die hierzu ze- 
brauchte Methode findet in der Theorie der himmlischen Störungen eine wichtige An- 
wendung, da sie sich nicht blols auf die einfachen Integrale erstreckt, 


Abel selbst hat im 4ten Bande dieses Journals sein Theorem auf alle Integrale 
algebraischer auch inexpliciter Functionen erweitert. Seine Darstellung mufs aber 
reproducirt werden, was, da der Haupt-Ideengang sich erkennen läfst, nicht schwer 
fällt. Diese Erweiterung geschah kurz vor seinen Tode und war seine letzte Arbeit 
in diesem Journal, 


Beim Schlusse des 3ten Bandes des Legendreschen Werks stellt sich uns noch 
erneuert das grolse Verdienst dieses ausgezeichneten Mathematikers vor Augen, dafs er, 
abgesehen von den wichtigen Entdeckungen, mit denen er die Wissenschaft bereichert 
hat, in dem vielfach zerstreuten Stofle zwei grolse Disciplinen als die Hauptaufgaben 
der Mathematik in seiner Zeit herauserkannt hat, und daraus und durch die Arbeit 
seines Lebens selbstständige Theorien gründete, welche hinfort zu den wesentlichsten 
Bestandtheilen alles höhern mathematischen Studiums gehören müssen. Und so hat er 
noch in seinem achtzigsten Liebensjahre, die Aufgabe der Zukunft vorfühlend, mit der 
Durchforschung des Abelschen Theorems sein grofses Werk über die elliptischen Punc- 
tionen beschlossen. 


Potsdam, den 22sten April 1832. C. G. J. Jacobi. 


Nachschrift. 


Das von Legendre zu Ende des 3ten Theils gegebne merkwürdige Theorem 
iafst sich auf das allgemeinere Integral 


x de 

ausdehnen, welches für A=1 mit dem Legendreschen übereinkommt, und das sich 

ebenfalls immer auf die Summe zweier elliptischen Integrale der ersten Gattung zu- 

rückführen lälst, deren Amplitudo dieselbe ıst, deren Moduln aber im Allgemeinen 

nicht Complemente von einander sind, sondern wenn man % und A gehörig annimmt, 

irgend welche beliebige sein können. Es seien nämlich 5 und c irgend beliebige Mo- 


duln, ce’ = (1—cc) ihre Complemente, ( ) „A =(° 


b—c b+c 
°7 
1—V(z4) 


so giebt die Subslitution 

(1—c*sin? 


die Gleichung: 


Vrdx 
Dieselbe Substitution giebt: 
Vrdx (c'—+b’)? 
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(1— a)? 
(1+x2)1+x)’ 


welche leicht zu den angegebenen Resultaten führen. Übrigens sind die Gränzen von y 


ich bemerke nuch die Gleichungen: 


(1— x)(1—xix) 


sin’y= = 


1—2’sn’o 1—c’sın’gyg = 


auch hier U und >: wenn O und 1 die Grenzen von x sind. 

Man sieht so, dafs allgemein die Summe und die Differenz zweier elliptischen 
Integrale erster Gattung mit derselben Amplitudo und beliebigen Moduln die Eigen- 
schaften der ersten Klasse der Abelschen Transcendenten genie/sen müssen, in wel- 
chen die Function unter dem Quadratwurzelzeichen bis „uf den Sten und 6ten Grad 
steigt. Diese Bemerkung, welche Legendre zuerst für den Fall, wo die beiden 
Moduln Complemente von einander sind, angestellt hat, und welche sich nach dem 
Obigen leicht auf zwei beliebige Moduln ausdehnen liefs, ist für die Theorie der ellip- 
tischen Transcendenten von Wichtigkeit, und kann anderseits bei der Behandlung je- 
ner Klasse der Abelschen Transcendenten mannigfachen Nutzen gewähren, 


Setzt man in den vorstehenden Formeln #4 negativ, so erhält man ein Paar 
imaginärer Moduln. Es sei ce =e—/[V-—l, »u wird, wenn man 
— 4 stalt A seizt, 

Veehff)te 


und die Summation der beiden gegebenen Resultate giebt: 


o 
1 x dx 


Die imaginären Moduln lassen sich in unzähligen Fällen auf reelle zurückführen. Denn 
ınan weils, dals man durch eine Transformation der rnten Ordnung einen Modul in 
so viel andre transformiren kann, wie die Summe der Factoren von z beträgt; von 
diesen sind, wenn der ursprüngliche Modul reell angenommen wird, nur so viel eben- 
falls reell, wie die Anzahl der Factoren von n beträgt; alle übrigen sind imaginäre 
Moduln, die in Einen reellen transformirt werden können. Man wird also auch die 
Integrale 


v—i. 


wo z und A positiv sind, in unzähligen Fällen in eiliptische Integrale mit reellem 
Modul transformiren können. Anderseits giebt die zuletzt gefundene Gleichung viel- 
ieicht die einfachste Darstellung des elliptischen Integrals erster Gattung mit imaginä- 
vem Modul in der Form P+OYV—A1, und so führt die Theorie der elliptischen In- 
tegrale, selbst für den Fall imaginärer Moduln, mit Nothwendigkeit auf jene erste Klasse 
der Abelschen Transcendenten. 

C. G. J. Jacobi. 


Crelle’s Journal d. M. Ed. 4 
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2. Die von dem Herrn Verfasser selbst, dem Herrn Dr. Minding, Privat- 
docenten an der Universität zu Berlin, im vorigen Bande dieses Journals S. 414. an- 
gezeigte Schrift über die Theorie der Zahlen ist jetzt unter dem Titel „An- 
fangs-Gründe der höheren Arithmetik, Berlin, bei Reimer, 1832” erschie- 
nen. Sie beschäftigt sich, der Ankündigung gemäfs, mit der Auflösung der unbestimm- 
ten Gleichungen vom ersten und zweiten Grade in ganzen Zahlen, mit dem dazu ge- 
hörigen Theile der Theorie der Kettenbrüche, mit den quadratischen Formen ganzzahli- 
ger Ausdrücke und mit verschiedenen Eigenschaften der Zahlen, als Producte von Prim- 
zahlen, als Reste und Divisoren von Potenzen, als Summen von Quadraten, u.s. w. 
betrachtet, so wie der Primzahlen selbst, in einem Umfange, der z. B. die bedeutend- 
sten Anwendungen des Fermatschen und Wilsonschen Satzes und des Reciprocitäts- 
Gesetzes der Primzahlen, als Quadratreste betrachtet, folglich einen bedeutenden Theil 
der gesammten Zahlen-Theorie einschliefst. Den Beschlufs macht eine historische 
Notiz über die Entwickelung der Zahlenlehre. Die Schrift ist augenscheinlich mit Ein- 
sicht und vielem Scharfsinne verfalst, und es sind die besten Quellen und neueren Ver- 


vollkommnungen dabei benutzt worden. Deshalb ist sie Jedem, der sich für die Ma- 
thematik interessirt, zu empfehlen. 


Eine merkwürdige und, wenn man dagegen die Fluth von mathematischen Ele- 
mentar - Büchern betrachtet, kaum glaubliche, doch aber wahre Thatsache ist es, dafs 
es bis heute noch kein, einigermalsen seinen Gegenstand umfassendes Elementar-Buch 
der Zahlenlehre gab; dals die Schrift des Hın. Dr. Minding die erste systematische 
Abhandlung dieses Theils der Mathematik in deutscher Sprache ist, und dals es au- 
fserdeım überhaupt nur noch zwei ausführliche Schriften darüber giebt: die Disquisit. 
arith, von Gauls und die Theorie des nombres von Legendre; obgleich grade die 
Theorie der Zahlen ein zur Übung der Denkkraft, also zur Beförderung des eigentli- 
chen Zwecks der Mathematik ganz vorzüglich geeigneter Theil derselben ist, und 
selbst für Schulen ganz eben so nützlich und nülhig sein dürfte, als das was dort 
sonst von der Algebra und Geometrie gelehrt wird. So wenig allgemein noch wird 
also selbst das Wesentlichste und Vortrefflichste benutzt! Dieses giebt von dem Stande 
der Verbreitung und Benutzung der Mathematik keine vortheilhafte Vorstellung. Ver- 
graben sind in der That noch kostbare Schätze, in theils unbeachteten, theils, frei- 
lich viel genannten, aber wenig gekannten, theils auch, und eben nicht durch die 
Schuld des Gegenstandes, wenig verständlichen und zugänglichen Büchern und Schrif- 
ten, während immerfort das wenige Ältere verarbeitet wird), welches, wäre es nicht 
von unverwüstlichem Stoff, vielleicht auch noch sich wiederum verlöre. Möchte man 
doch nur erndten wollen. Es sind viele reiche &aben da für Alle. 


3. Von gerofser wissenschaftlicher Wichtirkeit sind ferner die neuen Arbeiten 
) oO 


Poisson’s, z.B. folgende, aufser der im vorigen Heft dieses Journals befindlichen Ab- 
handlung: 


Memoire sur la propagation du mouvement dans les milieux 
dlastiques. 1830. 


Memoire sur les mowvemens simultands d’un pendule et de l’air 
environnant. 183l. 

NMemoire sur la thdorie du magnedtisme en mouvement. 182%. 

Memoire sur le calcul des variations, 1831, welches eine interessante 
Ergänzung der Variations- Methode für den Fall doppelter Integrale enthält. 

Nouvelle theorie de l’action capillaire, 183l, worüber sich im vo- 
rigen, 7ten Bande dieses Journals $. 170. eine Notiz befindet. 


Ferner ein nachgelassenes Werk des berühmten Verfassers der T'hdorie de la 
chaleur, nemlich die 


Analyse des dquations ddtermindes, von M. Fourier, 1851, 
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von wreelcher Schrift jetzt, nach dem Tode des Verfassers, der erste Band erschie- 
nen ist, der eine Auflösungs-Methode der numerischen Gleichungen aller Grade lehrt, 
welche nicht allein der Lagrangischen vorzuziehen, sondern vielleicht die vollkom- 
menste ist, welche gewünscht werden kann. 

Es fehlt hier an Raum, alle diese vortrefllichen neuen Erscheinungen näher an- 


zuzeigen; die Namen der Verfasser verbürgen ihren hohen Werth. 
D. Herausg. 


4. Eine merkwürdige litterarische Erscheinung dieses Jahres ist folgendes Buch: 
Mechanics of heavens by Mrs. Sommerville. Die Verfasserin, welche be- 
reits den Physikern des Gontinentes durch ihre Versuche über den Einflufs der Son- 
nenstrahlen auf den Magnetismus bekannt ist, nimmt nun in hohem Grade das In- 
teresse der Mathematiker in Anspruch. J,aplace hat in seiner Mecanique cdleste ent- 
schieden die Absicht nicht gehabt, einem grölseren Publikum das Studium derselben 
leicht zu machen. Die Resultate dieses grolsarligen Buches und deren Entwickelung 
bleiben Mancheın verschlossen, dem sie bei einer falslichern Darstellung zugänglich 
sein würden. Aus diesem Gesichtspuncte unternimmt es Frau Sommerville, ganz 
eingedrungen in die abstraktesten und zusammengesetztesten mathematischen Entwicke- 
lungen, ihren Landsleuten den Inhalt der Mecanique celeste (den theoretischen Theil ) 
wieder zu geben, falslicher dargestellt, aber auf keine Weise verstümmelt. Dem Texie 
sind Holzschnitte einverleibt und dadurch zuweilen die analytischen Entwickelungen 
durch geometrische Anschauungen erleichtert, aber dabei erheben sich diese analyti- 
schen Entwickelungen selbst zu der nemlichen Höhe als in dem Originalwerke. Der 
Styl ist leicht und höchst elegant. 

Das Ganze bildet einen starken Band in grols Octav, ist splendid gedrucki 
und kostet in London Ein Pfund S$t. p. 


5. Trait€ de calcul differentiel et de calculinidgral par Mr. ie 
Prof. S. F. Lubbe. Traduit de l’allemand, et augmente de plusieurs 
notes et solutions par Maurice Kartscher. Paris, chez Bachelier pere 
et fils, libraires pour les mathematiques. 1831. Un volume in 8. de 411 et xır pug., 
avec deux planches. 

L’auteur de ce livre qui, pendant bien des anndes, a enseigne les diffÖrentes 
branches du haut calcul dans les colleges et a l’universite, n’a pas laiss“ de reconnaitre 
que la meilleure ou bien la seule methode pour faire faire des progres rapides a ses 
eleves, consistait d’abord a suivre scrupuleusement dans toutes les recherches le prin- 
cipe une fois pose, et a fournir ensuite aux commengans assez d’exemples, pour qu’ils 
puissent s’exercer eux-memes, afinque la th&orie et la pratique se pretassent toujours 
la main. Sans porter prejudice a tout ce qui a et& publie en Allemagne dans cette 
branche de l’instruction, l’auteur n’a pas pu trouver de manuel qui le satisüit entiere- 
ment, et a cru ne pas entreprendre un travail inutile en publiant ses propres cahiers 
sous le titre de: Lehrbuch des höhern Calculs, Berlin, bei G. Hayn. 1825. 8. 

Ce livre se distingue par une grande coneision et une liaison intime des matieres 
qui y sont traitdes, de sorte que tout part d’un m#me principe et que partout y regne 
Vunite logique et scientifigue. En meme temps les exemples et les probl&mes sont 
bien choisis et en nombre suffisant. Enfin, il doit servir de base et de livre pr“para- 
toire a un second ouyrage que l’auteur a publi@ depuis sur la theorie des trois varia- 
bles, et qui est travaill@ avec la m&öme methode. 

M’etant convaincu moi-m&me des grandes facilits que ce livre offre aux pro- 
fesseurs dans leurs lecons, j'ai concu Yidee de le faire paraitre en francais pour lui 
procurer un plus grand nombre de lecteurs. C’est dans ce but que j’ai encore ajoutt 
dans un appendice quelques notes explicatives et les solutions de plusieurs probleines 
dont il ne se trouve dans l’original que les simples @nonees; surtout j’ai cru devoir 
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traiter plus en detail les problemes qui conduisent aux solutions particulieres, et @ten- 
dre les derniers numeros concernant les €lömens de la th&orie des &quations diffören- 
tielles partielles, et leur intögration. 

Tout ce que je desire c’est d’avoir offert ou public un livre utile pour l’instruc- 
tion, et j’ose me Jiatter qu’on s’en servira avec Succes, müme en Allemagne, puisque 
la connaissance de la langue frangaise, qui est peut-©tre la plus propre aux math@ma- 
tiques, parait Etre devenue indispensable Atous ceux qui veulent &tudier cetie science. 

Berlin, ce 30. Avril 1832. 
Maurice Kartscher. 


Wegen Mangel an Raum müssen die für dieses Heft bestimmt gewesenen Aui- 
eaben für das nächste Heft zurückbleiben. 
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